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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления движением активным объ-
ектом при его последовательной встрече с системой подвижных целевых объектов. Пред-
лагается комбинированный метод численного решения. Приводится пример. — Библ.9 назв. 
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Abstract. One considers the task of optimum control of active objects movement at it’s consecutive 
meeting with a system of mobile objects for special targets. The composite method of numeric solution 
and example is suggested. — Bibl.9 items. 
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1. Введение 

 
Задача оптимизации управления активным объектом (АО) при его после-

довательном сближении с группой подвижных целевых объектов (ЦО) относит-
ся к сложному и сравнительно мало изученному классу нелинейных многото-
чечных вариационных задач и, кроме того, связана с большим объемом вычис-
лений. Задача такого рода рассматривалась, в частности, в [2,3] для импульс-
ной постановки применительно к условиям космического полета к астероидам, 
где определялся оптимальный маршрут облета нескольких небесных тел. Ана-
логичные задачи возникают и при маневрировании космических аппаратов в 
околоземном пространстве и др. 

Особенно трудоемкими являются многоточечные задачи оптимального 
управления с конечным управлением, и поэтому для них особенно обостряется 
проблема разработки высокоточных, надежных (устойчивых) и экономичных 
методов численного решения, пригодных для использования в контурах опера-
тивного управления. 

Разработку таких методов принципиально можно вести на основе двух из-
вестных подходов: прямого и вариационного. 

Прямые методы, в принципе, позволяют строить достаточно надежные 
вычислительные схемы решения сложных оптимизационных задач. Однако они 
весьма громоздки и требуют большого объема вычислений. Кроме того, в рам-
ках прямого подхода трудно определить оптимальную структуру управления и 
оценить близость получаемых решений к строго оптимальным [9]. 

По этой причине в большинстве известных работ, посвященных оптимиза-
ционным двухточечным задачам встречи на орбите, используется вариацион-
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ный подход, базирующийся на применении принципа максимума 
Л.С.Понтрягина [7].  

Однако на пути реализации этих методов имеются свои, достаточно серь-
езные проблемы. Это, прежде всего, определение хорошего начального при-
ближения для сопряженного вектора, множителей Лагранжа в условиях транс-
версальности и других параметров, а также обеспечение надежной сходимости 
вычислительного процесса. Для многоточечных задач оптимального управле-
ния эти проблемы еще более обостряются. Поэтому при разработке численных 
методов решения многоточечных задач желательно соединить высокую точ-
ность методов, основанных на применении принципа максимума,  с надежно-
стью вычислительных схем, свойственной прямым методам. Этого можно дос-
тигнуть на пути создания специальных комбинированных методов. Такой под-
ход предлагается в данной работе. Он обеспечивает декомпозицию вычисли-
тельного процесса и позволяет свести исходную многоточечную задачу оптими-
зации к решению последовательности более простых задач оптимального 
управления. 

 
2. Постановка задачи и необходимые условия оптимальности 

 
Пусть динамика АО на интервале ],[ Ttt 0∈  описывается системой уравне-

ний 

),,( tuxx ϕ=& , (1) 
а движение N  ЦО — системами 

),( tyfy iii =& ;    ],[ i0 Ttt ∈ ;    Ni ,1= , (2) 

где 
TVrx ],[= ; T

yy Vry ],[= ; T
Vr ],[ ϕϕ=ϕ ; T

Vr fff ],[= ;  

В начальный момент 0t  исходное положение каждого ЦО определяется 
как 

0
)( 0 ii yty = ,  Ni ,1= , (3) 

а начальное )( 0tx  и конечное )(Tx  положение управляемого объекта связаны 
зависимостями 

[ ] 0),(,),( 00 == TTxttxzz . (4) 

Требуется найти траекторию )(tx , управление и параметры сближения 

TTTttu Nu ,,...,,,)( 10Ω∈ ,  

обеспечивающие в моменты iT  выполнение заданных условий встречи с каж-
дым i -м целевым объектом 

[ ] 0)(),( =ψ=ψ iii Tytx ; (5) 

Ni ,1= ;  )...( 210 TTTTt N ≤<<< ,  

и при этом функционал: 

∫ϕ=
T

t

dttuxI

0

),,(0 , (6) 

должен принимать минимальное значение, т.е. 
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{ }TTTttu N ,,...,,),( 10
uu Ω∈

→ min I .  

В работе авторов [6] для такой задачи получены необходимые условия оп-
тимальности управления, которые сформулированы следующим образом. 

Для оптимальности )(tu , NT  и )(tx  необходимо выполнение следующих 
условий: 
1). Векторы )(tx  и )(tλ  удовлетворяют сопряженной системе 

x
tuxHtuxH

x
∂

λ∂−=λ
λ∂

λ∂= ),,,(
;

),,,(
&

& . (7) 

2). Вектор управления обеспечивает максимум гамильтониана 

( ){ }),,(),,(,,max)( 0 tuxtuxtuxHtu T

u u
ϕ−ϕλ=λ→

Ω∈
;     Ttt ≤≤0 . (8) 

3). Выполняются условия трансверсальности для )(),(),(),( 00 TTxttx λλ  

0)(
)( 0

0
=λ−

∂
γ∂

t
tx

;  0)(
)(

=λ−
∂

γ∂
T

Tx
; (9) 

0)(
0

0
=+

∂
γ∂

λ tH
t

;  0)( =−
∂

γ∂
λ TH

T
, (10) 

где 

[ ]TTxttxzT ),(,),( 00ρ=γ ;  

),,(),,(0 tuxtuxH T ϕλ+ϕ−=λ .  

4). При itt =  выполняются условия Эрдмана–Вейерштрасса 

0
)(

)()(1 =
∂

ψ∂
ϑ+λ−λ +

i

iT
iiiii Tx

TT ; (11) 

0),(
)(

)(
)(

)()(1 =⎥
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⎤
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⎣

⎡

∂
ψ∂

+ϕ
∂

ψ∂
ϑ+−+ ii

ii

i
i

ii

iT
iiiii Tyf

Ty
T

Tx
THTH ; Ni ,1= ; (12) 

T
Vr ],[ λλ=λ ,  

где it ϑρλ ,),(  — неопределенные множители Лагранжа. 
Как видно из условий 4, сопряженные переменные имеют скачки в момен-

ты времени iT , что является особенностью данного класса задач, которую не-
обходимо учитывать при решении. Уравнения (2)–(5) с условиями (7)–(12) и ус-
ловиями непрерывности вектора )(tx  дают достаточное число условий для оп-
ределения всех неизвестных параметров и функций. 

 
3. Комбинированный метод 

 
Решение данной многоточечной краевой задачи оптимизации управления 

принципиально можно проводить, например, с помощью методов Ньютона, его 
модификаций и др. [9]. Однако для обеспечения устойчивой сходимости и со-
кращения общего объема вычислительных затрат при численном решении не-
обходимо предварительно определить достаточно хорошее начальное прибли-
жение для всех элементов неизвестного вектора параметров. Этот вектор име-
ет в общем случае большую размерность. В его состав входят неоднородные 
по физическому смыслу компоненты. Кроме того, начальный вектор сопряжен-
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ных переменных 0λ  и векторы множителей Лагранжа iϑ , ρ  не имеют ясной 
динамической интерпретации. Поэтому выбор подходящего начального при-
ближения для вектора неизвестных параметров представляет самостоятель-
ную достаточно сложную проблему. Желательно построить такой комбиниро-
ванный метод решения задачи, в котором бы объединялись высокая точность 
методов, основанных на применении принципа максимума, с надежностью вы-
числительных схем, свойственных прямым методам. 

На наш взгляд, этим требованиям удовлетворяет следующий метод, в ко-
тором комбинационно используются вариационный и прямой принципы по-
строения вычислительных алгоритмов на основе декомпозиции вычислительно-
го процесса. Он включает два цикла или этапа. 

1. На первом (внутреннем) цикле исходная задача решается при фиксиро-
ванных значениях вектора временных параметров NT  в соответствии с приня-
тым начальным приближением на основе принципа максимума. 

2. На втором (внешнем) цикле осуществляется построение аппроксимаци-
онных моделей зависимости основного критерия оптимальности )( NTI  и изопе-

риметрических условий )( NTL  от вектора временных параметров NT  и произ-
водится его уточнение.  

Далее организуется итерационное повторение операций 1 и 2 циклов для 

окончательного определения )(tu opt  и opt
NT . 

Задача оптимального управления, решаемая на первом этапе данного ме-
тода значительно упрощается по сравнению с исходной, так как временные па-
раметры движения фиксированы. По-существу, это задача с промежуточными 
условиями статического типа [1, 8, 9]. Однако она остается достаточно сложной 
и трудоемкой, что приводит к необходимости введения некоторых упрощений и, 
в частности, к поиску квазиоптимального управления. Один из наиболее удоб-
ных в этом отношении подходов состоит в параметрическом задании структуры 
управляющих функций. Вместе с тем, выбор такой структуры не может быть 
произвольным и должен вытекать из содержания решаемой задачи. Промежу-
точный вариант аппроксимации заключается в том, чтобы структуру управления 
принять соответствующей локально-оптимальным управлениям, получаемым 
при декомпозиции процесса решения многоточечной вариационной задачи пер-
вого этапа на последовательность двухточечных задач. В этом случае на каж-
дой i -ой фазе движения осуществляется переход из состояния )( itx  в состоя-
ние )( 1+itx  по критерию минимума функционала 

∫
+

ϕ=
1

),,(0

i

i

t

t
i dttuxI . (13) 

Для решения задач второго этапа были рассмотрены две вычислитель-
ные схемы, основанные на построении как полных, так и локальных аппрокси-
мирующих моделей. Оба метода дают одинаковый результат и примерно рав-
ноценны по трудоемкости. Однако второй вариант является более гибким в 
применении и позволяет в ходе итераций корректировать базовую сетку вариа-
ций элементов вектора NT  в интересах обеспечения устойчивости и надежной 
сходимости вычислительного процесса. 

В первом варианте с помощью стандартных методов численной аппрокси-
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мации осуществляется построение аппроксимирующих моделей критерия )( NTI  

и ограничений )( NTL  по заданной сетке );,1(, NmmjT jN >=  на множестве по-

падающих траекторий:  

N
T
NN

T
N TATTaaTI ++= 0)( ; N

T
N TbbTL += 0)( , (14) 

где Aba ,,  - постоянные векторы и симметрическая матрица; 
Тогда решение задачи второго этапа находится по формуле  

( ) [ ] ( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++= −−−− abaAbbLbAbAT TT

N
1

0зад

111 2
2
1

, (15) 

которая выражает условный экстремум функционала )( NTI . Это соответствует 
процедуре применения метода проекции градиента. 

Существо второго варианта решения задач внешнего цикла комбиниро-
ванного метода, связанного с построением локальных аппроксимирующих мо-
делей, иллюстрируется рис. 1, где дана геометрическая интерпретация процес-

са определения оптимальных значений вектора T
N TTTT ],[ 21 ==  для задачи 

последовательного сближения с двумя объектами ( 2=N ) при минимизации 
энергетических затрат, определяемых соответствующим значением характери-
стической скорости VI ∆= . 

Минимальный объем вычислений соответствует условиям параболической 
аппроксимации в трех сечениях критериальной поверхности полиномами вто-
рой степени. Поэтому для решения данной задачи ( 21× ) на 2-м этапе необхо-
димо предварительно получить как минимум 9 значений функционала, соответ-
ствующих 9 различным сочетаниям фиксированных параметров 1T  и TT =2 . 
Для этого требуется 9 раз решить последовательность двух декомпозирован-
ных задач оптимального управления 1-го этапа, что соответствует 18 локаль-
ным двухточечным задачам оптимального управления типа 11× . 

При сближении с тремя объектами ( 3=N ) объем вычислений возрастает 
и уже требуется решить 81 двухточечную задачу типа 11× . Для произвольного 

N  число таких локальных задач NM  можно оценить по формуле NM N
N 3= . 

Так, при 4=N  имеем 324=NM  и т.д. 

•

.

. •

•
•

),( )1(
1 TTV∆

),( )2(
1 TTV∆

),( )3(
1 TTV∆

)/( 1
o p tTTV∆

скмV /,∆

cT ,1

cT ,

)1(T )2(T )3(To p tT •

o p tT1
•

)(1 TT o p t

m inV∆
•

•

 
Рис. 1. Геометрическая интерпретация метода построения 

локальных аппроксимационных моделей. 
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3. Пример 
 

Рассмотрим задачу жесткого сближения космического аппарата при по-
следовательном обходе N  целевых объектов. Для этого конкретизируем ис-
ходную постановку задачи. 

Будем полагать, что движение объектов происходит в нормальном грави-
тационном поле, учитывающем полярное сжатие Земли. Запишем соответст-
вующие уравнения в абсолютной геоцентрической экваториальной системе от-
счета для управляемого объекта 

Vr =& ;  )(),( tutrgV +=&

;  β−=m& , (16) 

где 
;)2(;; zabcgaygaxg zyx +===   

)]1([ 00 −+α−= dcba ; 3
0

−= rRb ; 22
0205.1 −α= rRc ; 225 −= rzd ;  

001082627.020 −=J ; 22
00 /62564951 cм=α ;  

22
20 /273,67889 cм−=α ; кмR 63710 = ; 2/1222 )( zyxr ++= .  

)()()( ttutu α= ;  
)(
)(

)(
tm
tW

tu
β= ;  

0

)(
)(

m
tm

t
&

=β ;  max0 β≤β≤ ;  

Ttttttt )](sin),(cos)(sin),(cos)([cos)( ψψνψν=α ;  

W  — скорость истечения газов; 
β , m  — относительные секундный расход топлива и масса; 

ψν,  — углы тангажа и рыскания; 
g  — вектор гравитационного ускорения.. 

Движение N  пассивных ЦО описываются системами уравнений 

ii Vr =& ;  ),( trgV ii =&

;   Ni ,1= . (17) 

Требуется найти программу управления, доставляющую минимум функ-
ционалу 

∫ϕ=
T

dttuxI
0

0 ),,( ,  

при заданных ограничениях (15). 
Если минимизируются энергетические затраты, то 

)(0 tβ=ϕ ,  

а в случае минимизации времени сближения: 
10 =ϕ ,  

при этом должно учитываться изопериметрическое ограничение по имеющимся 
энергетическим запасам АО, в частности, по запасам характеристической ско-
рости задxap VV = . 

Решение при )(0 tβ=ϕ  сводится к соответствующей многоточечной крае-
вой задаче, которая формируется условиями оптимальности управления 

10 =ϕ ,  
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где П∆  — функция переключения, т.е. системами дифференциальных уравне-
ний движения (35) и (37), сопряженной системой 
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а также краевыми и промежуточными условиями: 

00 )( xtx = ;  
0

)( 0 ii yty = ;   

0)()( =−=ψ iiii TrTr ;  

0)()( ,,1, =ϑ+λ−λ + iriiriir TT ;  

0)()( ,1, =λ−λ + iiViiV tt ; 0)(, =λ NNV t ; 0)( =λ Tm ;  

[ ] 0)()()()( ,1 =−ϕϑ+−= + irir
T

iriiiii TfTTHTHR ;     Ni ,1= .  

Неизвестными являются векторы параметров: 
T

NTpq ],[ λ= ;  

T
Np ],...,,,[ 1210 −λ ϑϑϑλ= ; T

NN TTTT ],...,,[ 21= ,  

где 0λ  — начальный вектор сопряженных переменных; 

 iϑ  — векторы множителей Лагранжа; 

 NT  — вектор неизвестных моментов встречи.  

Оптимальные значения вектора параметров управления T
NTpq ],[ λ=  яв-

ляются решением краевого уравнения  
0)( =qS ,  

T
VN N

RS ],,,...,,[ 21 λψψψ= ;           T
NRRRR ],...,,[ 21= .  

Для численного решения этой многоточечной задачи о встрече движений 
применялся комбинированный метод. При этом осуществлялась декомпозиция 
задачи первого этапа на N  локальных двухточечных задач оптимального 
управления. В свою очередь, в интересах решения локальных задач оптимиза-
ции авторами были получены аналитические решения ряда приближенных за-
дач для модели движения в однородном центральном поле [4] при постоянном 
реактивном ускорении и при постоянном секундном расходе топлива. Это по-
зволило аналитически определить начальные приближения для всех сопря-
женных переменных.  

Построение аппроксимирующих моделей проводилось методом локальной 
аппроксимации. В качестве изопериметрического ограничения L  рассматрива-
лись располагаемые запасы характеристической скорости АО. В ходе решения 
задачи дополнительно учитывалось, что в моменты встречи с i -ым ЦО, масса 
АО изменялась на некоторую постоянную величину, так что учитывалась раз-
рывность модели динамики по этой переменной. 
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Численные исследования проводились для облета двух и трех ЦО как при 
минимизации энергетических затрат, так и при минимизации общего времени 
маневрирования АО. Движение рассматривалось в нецентральном гравитаци-
онном поле с учетом переменности массы АО. В исходном состоянии АО и ЦО 
располагались в диапазоне относительных дальностей до 2000 км. Общее вре-
мя движения ограничивалось периодом обращения АО на опорной орбите. 
Некоторые результаты расчетов приведены на рис. 2–7. На рис. 2 и 3 изобра-
жены критериальные поверхности, отражающие характерную зависимость оп-
тимизируемого функционала от временных параметров встречи. Они получены 
на множестве попадающих траекторий. На рис. 4 и 5 приводятся результаты  
минимизации энергетических затрат при встрече с двумя и тремя ЦО, соответ-
ственно. На рис. 6 даны результаты минимизации временных параметров 
встречи с тремя ЦО при заданных запасах характеристической скорости АО. 
Графики на рис. 7 иллюстрируют точность квадратичной аппроксимации сум-
марных энергетических затрат при построении локальных аппроксимационных  
моделей. 

50
0

80
0

11
00

14
00

17
00

20
00

23
00

1500

2200

2900

0

0,5

1

1,5

2

2,5

dV, км/с

T1, c

T, c  
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В целом, расчеты показали, что разработанные методические и алгорит-
мические средства обеспечивают решение рассматриваемой многоточечной 
задачи оптимального управления с приемлемыми быстродействием и точно-
стью. 
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Рис. 6. Оптимальные интервалы полета при 

2=N . 
Рис. 7. )(min TV∆  при optT1 , optT2  при 2=N . 

Для ускорения вычислений, связанных с решениями краевых задач на 
внешних и внутренних циклах комбинированного метода, применялся метод 
приближенного корректирующего оператора [5]. За счет этого удалось повысить 
оперативность базового алгоритма в 10 и более раз. Сходимость вычислитель-
ного процесса обеспечивалась за 3–4 итерации внутреннего и 2–3 итерации 
внешнего циклов расчета. Работа выполнена при поддержке РФФИ (Проект 
№ 06-07-89242) и при финансовой поддержке за счет грантов Санкт-Петербурга 
в сфере научной и научно-технической деятельности в 2006 году. 
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