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Аннотация. Для широкого класса нелинейных моделей динамики автономных летательных 
аппаратов получены критерии их обратимости, управляемости, декомпозируемости и ста-
билизируемости программируемых движений. Синтезированы в аналитическом виде про-
граммные движения и программные управления, а также алгоритмы робастной стабилиза-
ции программных движений. Предложены нелинейные канонические преобразования коорди-
нат интегрированного пространства состояний и управлений, упрощающие синтез и ана-
лиз законов стабилизации движений летательных аппаратов с обратимыми нелинейными 
моделями динамики. — Библ. 39 назв. 
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Abstract. For a wide class of non-linear models for autonomous flying vehicles dynamics criteria of 
their reversibility, controllability, decomposability and programme motion stabilizability have been re-
ceived. Programme motions and programme controls in analytic kind and also algorithms for robust 
stabilization of programme motions have been synthesized. Non-linear canonical transformations for 
coordinates of integrated state and control space, reducing synthesis and analysis for motion stabiliza-
tion laws of flying vehicles with reversible non-linear dynamics models, have been suggested. —
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1. Введение 
 

Построение математических моделей динамики пространственного (траек-
торного) движения центра масс летательного аппарата (ЛА) как твердого тела и 
изучение его динамики при различных законах управления являются важными 
разделами теории управления полетом. Эти задачи рассматривалась в ряде 
работ [1–10], в которых содержится обширная библиография. 

В работах [1–10] построены линейные и нелинейные математические мо-
дели динамики ЛА, описывающие в различных (скоростной, полярной, земной) 
системах координат вращательные движения ЛА и пространственные движения 
центра масс ЛА как объекта управления, учитывающие различные силы и мо-
менты (инерционные и аэродинамические силы и моменты, силы сопротивле-
ния и упругих деформаций конструкций ЛА и управляющие воздействия), дей-
ствующие на ЛА при полете в атмосфере. Описаны общие физические явле-
ния, связанные с понятиями управляемости и устойчивости движений ЛА. Опи-
саны количественные характеристики устойчивости и управляемости ЛА и ис-
следованы вопросы синтеза и анализа систем управления (в пространстве па-
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раметров) и их применения для улучшения показателей устойчивости и управ-
ляемости движений ЛА. 

В [1] рассмотрены возможные траектории ЛА и методы оптимизации тра-
екторий полета, основанные на применении вариационного исчисления. В [1–5] 
рассмотрены вопросы построения систем автоматического управления движе-
нием центра масс линейных моделей динамики ЛА по заданной пространствен-
ной траектории и изучены динамические характеристики (демпферирование, 
управляемость, устойчивость и т.п.) автоматов управления (демпферов крена, 
тангажа, рыскания, угла атаки, угла поворота крыльев, автоматов устойчиво-
сти), автопилотов, автоматов тяги, контуров управления высотой, боковым от-
клонением и скоростью ЛА. При этом исследование устойчивости и управляе-
мости ЛА проводится частотными методами (по амплитудно-фазовым, ампли-
тудно-частотным, фазочастотным и логарифмическим амплитудно-частотным и 
фазочастотным характеристикам их передаточных функций), по переходным и 
весовым (импульсным) функциям и анализируется влияние параметров ЛА и 
систем управления полетом на качество переходных процессов. 

В [6] с использованием методов качественной теории дифференциальных 
уравнений проанализированы особенности устойчивости и управляемости ЛА 
при одновременном управлении элеронами, стабилизатором и рулем направ-
ления. Рассмотрены физические причины взаимодействия продольного и боко-
вого движений, приводящие к появлению новых свойств в пространственном 
движении ЛА. 

В [7, 8] на основе метода аналитического конструирования по критерию 
обобщенной работы, разработанного Красовским А. А., рассмотрены вопросы 
синтеза систем автоматического управления ЛА линейными и нелинейными 
моделями динамики. В частности, синтезированы системы ручного управления, 
системы угловой стабилизации ЛА, системы бокового и продольного движений 
и контуры стабилизации пространственных траекторий центра масс ЛА. 

В [9] построены алгоритмы управления пространственным движением 
центра масс ЛА и вокруг него с использованием принципа управления по уско-
рению. В [10] рассмотрены вопросы построения систем автоматического управ-
ления пространственным движением центра масс ЛА на основе использования 
алгоритмов оптимального управления с прогнозирующей моделью, минимизи-
рующие критерий обобщенной работы.  

Изучение вращательного движения ЛА как твердого тела при различных 
законах управления связано с задачами управления ориентацией и стабилиза-
цией в динамической постановке (см., например, [1–7, 11–16]). В [11] предложен 
метод синтеза оптимального управления торможением твердого тела, вра-
щающегося в атмосфере. В [7, 12–14] рассмотрены методы построения систем 
угловой стабилизации космических и ЛА. В [15, 16] предложены аналитические 
методы построения нелинейного управления ориентацией ЛА, использующие 
кватернионный способ задания углового движения и нелинейные кватернион-
ные уравнения возмущенного движения и рассмотрены вопросы сведения ди-
намической задачи управления к кинематической. 

Анализ динамики и синтез эффективных законов управления пространст-
венным движением центра масс ЛА и его вращательным движением осложня-
ется нелинейностью уравнений динамики, наличием перекрестных связей, не-
определенностью или дрейфом параметров и т.п. Подобные трудности возни-
кают в теории управления роботами и машинами. Однако их модели динамики, 
основанные на уравнениях Лагранжа и Максвелла, обладают свойством обра-
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тимости на подпространстве [17, 20]. Это позволяет получить простые критерии 
управляемости, стабилизируемости, декомпозируемости и робастности для 
широкого класса роботов и электромеханических систем [16–23]. С использова-
нием этих результатов удалось синтезировать в аналитическом виде опти-
мальные и адаптивные законы управления роботами и мехатронными систе-
мами [24–29]. 

Попытки непосредственно перенести критерии анализа нелинейной дина-
мики и методы синтеза высококачественных законов управления, полученные 
применительно к робототехническим и мехатронным системам, наталкиваются 
на трудности, связанные с особенностями динамики ЛА. 

Поэтому в настоящей статье на примерах классических уравнений про-
странственных движений центра масс ЛА и его вращательных движений [5, 7] 
анализируются их структурные свойства, вводятся нелинейные канонические 
преобразования интегрированного пространства состояний и управлений и 
формулируются критерии обратимости, управляемости, декомпозируемости и 
стабилизируемости. На этой основе синтезируются в аналитическом виде про-
граммные движения ЛА и стабилизирующие их законы управления, обеспечи-
вающие декомпозицию и желаемый характер переходных процессов и робаст-
ность замкнутой системы. 
 
2. Обратимость нелинейных моделей динамики ЛА 
 

Динамика широкого класса летательных аппаратов (ЛА) описывается 
дифференциальным уравнением вида 

,tttt 000 ,)(),,,( ≥== zzuzz F&  (2.1)
где , 0z )(tz  — -мерные векторы состояний системы в начальный и текущий 
моменты времени; 

n
u  — -мерный вектор управлений; m F  — -мерная вектор-

функция, удовлетворяющая условиям существования и единственности реше-
ния системы (2.1) и определяющая модель динамики ЛА как управляемого объ-
екта. 

n

Уравнения математической модели движения центра масс ЛА как твердого 
тела в траекторной системе координат (СК) (начало  которой нахо-
дится в центре масс ЛА, ось  направлена вдоль вектора скорости 

kkk ZYOX O

kOX V  ЛА от-
носительно Земли и, следовательно, по касательной к траектории, ось  на-
ходится в вертикальной плоскости и для симметричного ЛА совпадает с плос-
костью его симметрии, ось  перпендикулярна плоскости  и образует 
правую прямоугольную СК) (рис. 1),  имеют вид [5, 7] 

kOY

kOZ kkYOX

,sincos,sin,coscos ψθ−=θ=ψθ= VzVyVx ggg &&&  (2.2)

.sin)sin(cos
,coscos)sin(

,sincos

γ+α=ψθ−
θ−γ+α=θ

θ−−α=

YPmV
mgYPmV

mgXPV

&

&

&

 (2.3)

Здесь  — проекции вектора скорости ggg zyx &&& ,, V ЛА на оси земной (инер-
циальной) СК ;  — координаты центра масс O  ЛА;  — угол 
наклона траектории к горизонтальной плоскости; 

ggg ZYOX ggg zyx ,, θ
ψ  — угол поворота траекто-

рии в горизонтальной плоско сти, т. е. угол, образуемый горизонтальной проек-
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цией вектора скорости V  с осью ; gg XO γα,  — угол атаки и крена соответст-
венно;  — сила тяги;  — масса; P m g  — ускорение земного притяжения;  — 
сила аэродинамического сопротивления; Y  — подъемная сила ЛА. 

X

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1 Название. 
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Рис. 1. Положение траекторной СК   относительно земной (инерциальной) СК 
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При изучении вращательного движения ЛА уравнения математической 
модели его динамики как твердого тела с шестью степенями свободы пред-
ставляется уравнениями вида [1, 2] 
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 (2.5)

Здесь γψϑ ,,  — углы тангажа, рыскания (курса) и крена ЛА в связанной с ним СК 
 (рис. 2) относительно инерциальной (земной) CK ; начало  

связанной СК  находится в центре масс ЛА, оси  этой СК сов-
падают с главными центральными осями инерции ЛА так, что ось  направ-
лена по продольной главной оси инерции, ось  расположена в плоскости 
симметрии и перпендикулярна  и ось OZ  образует с осями  и  пра-
вую прямоугольную СК; 

OXYZ gggg ZYXO O
OXYZ OZOYOX ,,

OX
OY

OX OX OY
zyx ωωω ,,  — проекции вектора угловой скорости на оси 

связанной СК ;  — моменты инерции ЛА относительно осей 
  — моменты, действующие на ЛА. 

OXYZ zyx III ,,
OZOYOX ,, ; zyx MMM ,,
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Рис. 2. Положение связанной СК OXYZ относительно инерциальной (земной) СК . ggg ZYOX
 
Структура уравнений динамики ЛА (2.2), (2.3) и (2.4), (2.5) такова, что их 

можно представить в виде (2.1), где 
,),,...,(col mrn == r1 zzz   (2.6)

)),,(),,(),...,,((col),,( 1
2

1 tttt r
r

r uzFzFzFuzF −= , (2.7)

,1,...,1),,(),(),( 1
0

1 −=+== ++ rittt i
i

i
i

i
ii zFzCzFz& (2.8)

),,,(),(),,( 0 ttt r
r

rrr uFzCuzFz z+==&  (2.9)

iz  и  — - и ),...,(col 1 i
i zzz = m mi -мерные векторы;  —  задан-

ные вектор-функции, причем -мерные вектор-функции  обладают 
свойством обратимости 

),...,1(,, rioiii =FCF
m ),...,1( rii =F

FC , т. е. удовлетворяют следующим условиям: 
1) вектор-функции  представимы в виде (2.8), (2.9) на множест-

вах 
),...,1( rii =F

 { },,:),( 0
)1(11 ttRt imii

iF ≥∈=Ω +++ zz  (2.10)

где ) — )(z);u,z(z,uz 111
1 col +++

+ ∈== imirr
r R )1( +im -мерное евклидово про-

странство, и  
{ } iipFiFiFiF

ik
i kri ≤=ΩΩ=ΩΩ∈ 1,,...,1,\),(СF , (2.11)
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здесь множество  либо пусто, т. е. ipFΩ 0/=Ω ipF , либо дискретное множество 

изолированных точек в )1( +imR ; )( iF
ik ΩС  — непрерывные и достаточное число 

1≥ik  раз непрерывно дифференцируемые вектор-функции;  
2) -матрицы Якоби )( mm ×

 ,,...,1,),(),(
1

1
01 ri

tz
tz

i

i
ii

i =
∂

∂
=

+

+
+

z
FD  (2.12)

где  таковы, что  iD
i t Ω∈+ ),( 1z

iD
ii

i tmt Ω∈= ++ ),(,)),((rank 11 zzD , (2.13)
причем 

rit
i

j
jpiF

i
iD ,..,1\),(

1

1 =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ΩΩ∈=Ω

=

+ Uz , (2.14)

где множество  —  либо пусто, т. е. jpΩ

0/=Ω jp , (2.15)
либо является дискретным множеством изолированных точек в ) -мерном 

евклидовом пространстве 

1( +jm
)1( +jmR , т. е. 

{ }0
1)1(11 ,0)),((det::, tttR j

j
jmjj

jgjgjp ≥=∈=ΩΩ=Ω ++++ zDzz , (2.16)

3) в случае, когда в области iDΩ  (2.14) выполнено (2.15), либо имеют ме-
сто соотношения 

riti
i

i
,...,1,),(lim 1

0
1

=∞=+

∞→+
zF

z
, (2.17)

где , uz =+1r 1+iz  — евклидова норма (модуль) -мерного вектора , либо 
матрицы Якоби  (2.12) являются равномерно положительно (отри-
цательно) определенными, т. е. существует такое число 

m 1+iz
),...,1( rii =D

0>ε , что для любого 
-мерного вектора  m mR∈y

21 ),(* yyzDy ε≥+ ti
i  при  , iD

i t Ω∈+ ),( 1z
21 ),(*( yyzy ε−≤+ ti

iD   при  , )),( 1
iD

i t Ω∈+z
либо угловые миноры  у матриц Якоби ),...1( m,kik =Δ ),...,1( rii =D  (2.12) удовле-
творяют в области iDΩ (2.14), (2.15) неравенствам 

,,...,1,/...,,/, 1121 riimimiii =ε≥ΔΔε≥ΔΔε≥Δ −  (2.18)
где  — некоторая постоянная; 0>ε

4) в случае, когда в области iDΩ (2.14) выполнено (2.16), имеет место хотя 
бы одно из условий: 

а) множество  — выпукло и матрица Якоби (2.12) положительно 

(отрицательно) определена при всех ; 
iDΩ iD

iD
i t Ω∈+ ),( 1z

б) множество iDΩ  — прямоугольная область и матрица Якоби  (2.12) 
такова, что все ее главные миноры нечетного порядка отрицательны (положи-

iD
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тельны), а все главные миноры четного порядка положительны (отрицательны), 
либо все главные миноры положительны (отрицательны). 

В Приложениях 1 и 2 показано, что уравнения моделей динамики ЛА (2.2), 
(2.3) и (2.4), (2.5) представимы в виде (2.1), (2.6)–(2.9), а вектор-функции 

 из (2.8), (2.9) обладают свойствами обратимости ),...,1( rii =F FC . 
Отсюда следует [30, § 20; 31, с. 50–55; 35–39], что для рассматриваемого 

класса моделей динамики ЛА уравнения (2.8), (2.9)  взаимно однозначно раз-
решимы относительно переменных )1,...,1(1 −=+ riiz  и управления u , т. е. 
справедливы соотношения 

1,...,1,),(),,,( 1
1 −=Ω∈= +

+ ritt iD
i

iiii zzzGz & , (2.19)

rD
r

rr tt Ω∈= + ),(),,,( 1zzzGu & . (2.20)
Таким образом, модели динамики ЛА (2.2), (2.3) и (2.4), (2.5) записанные в 

форме Коши (2.1), (2.6)–(2.9), обладающие указанным свойством разрешимо-
сти, относятся к классу обратимых управляемых систем (ОУС) в смысле опре-
деления, данного в [18–22]. 

Примеры представления уравнений (моделей) динамики ЛА (2.2), (2.3)  и 
(2.4), (2.5) в разрешенной относительно управления форме (2.19), (2.20) приве-
дены в Приложениях 1 и 2. 
 
3. Нелинейные канонические преобразования обратимых 
моделей динамики ЛА 
 

Предлагаемые ниже методы анализа управляемости, устойчивости и син-
теза стабилизирующих управлений ЛА основаны на приведении системы (2.1), 
(2.6)–(2.9) к канонической форме с помощью нелинейных канонических преоб-
разований в интегрированном пространстве состояний и управлений. 

Канонической формой будем называть представление прямой модели ди-
намики ЛА в виде 

000 ,)(, ttt ≥=+= xxQwPxx& . (3.1)
Здесь  

),...,col( 1 rxxx =  (3.2)
 — -мерный вектор канонических переменных состояния системы; , 

 — -, 

n ix
),...,(col 1 i

i xx x= m mi -мерные векторы;  — -мерный вектор «канони-
ческих» управлений;  — постоянные блочные матрицы размерностей 

w m
QP, nn ×  

и  вида mn ×

,

1,2,1

1,11,1,21,1

12,2,22,1

232221

1211

r

rr,rr,rr

rrrrrr

rrrr Q
O

Q,

PP...PP
PP...PP

OP...PP
......
OO...OPPP
OO...OPP

P ==

−

−−−−−

−−−−
 (3.3)
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 где  — rrrrij ijri Q,PPP ,...,),1,...,1;1,...,1( 1+=−= mm × -блоки;  — нулевая мат-

рица, соответствующей размерности, причем блоки 

0
),...,(, 111 −=+ riiiP  матрицы 

 и блок  матрицы Q  невырождены, т. е. P rQ
mrim rii =−==+ QP rank11rank 1 ;,...,,, . (3.4)

В частном случае, когда у системы (3.1) матрицы , Q  имеют вид P

,
r

mn
Q
0

Q,
00

I0
P == −  (3.5)

где  — единичная -матрица, каноническая форма (3.1), (3.2), (3.5) име-
ет наиболее простой вид, а вектор состояния определяется каноническими пе-
ременными вида 

mI mm ×

.,...,2),(col)(col )1(
1 ri,,...,,..., 1ii
r

11r1 ==== −
− xxxx,xxxx &&&  (3.6)

Построим взаимно однозначные непрерывно дифференцируемые преоб-
разования координат пространства состояний z  и управлений u  исходной мо-
дели динамики ЛА (2.1), (2.6)−(2.9) к каноническим координатам x  и w  в виде 

),z(x tψ= , (3.7)
),u,z( w tr 1+= ψ , (3.8)

где 
)),,(),...,,(),,((col),( 2

2
1

1 tttt r
r zzzz ψψψψ =  (3.9)

,,,),( 11111
1

1 mt IL0KzLKz ==+=ψ  (3.10)

,,...,2),,(),(),( 0
1 rittt i

i
i

i
i

i =+= − zzKz ψψ  (3.11)

).,),(),,( 1,011 tu(z,tt r
r

rr +++ += ψψ zKuz  (3.12)
 Опишем алгоритм нахождения неизвестных вектор-функций 

)1,...,2( += riiψ . С этой целью рассмотрим  тождеств r

.,...,2,),(),(

),(),(),(),(

,),(

00

1
0

1
111111

1
11

ri
t

t
t

tttt

t

i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i
ii

=
∂

∂
+

∂
∂

+

+=+==

=++==
−−

z
z
zz

zKzzKzx

zzLzLKzx

&

&&&&&

&&&&&

ψψ

ψψ

ψ

 (3.13)

Заменяя в (3.13) производные ix&  по формулам 

),,,(...

,1,...,1),,(...

,11

1
11,11

t

rit
r

xrrrrrri

i
xiiiii

r

i

wxFwQxPxPx

xFxPxPx

=+++=

−==++= +
++

&

&
 (3.14)

и используя iz&  из (2.8), (2.9), получим 
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,,...,

,zF,(zC
z

),(z),zF
z

),(z),(z

),(zK),(zF
z

),z(),z(F
z

),z(

),z(),z(Kz
z

),z(),z(

),z(K),z(),z(KxP,...,xP

),,z(F),z(CzzLzLKxPxP
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t
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t
t

t
t

t
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t
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ttt
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i
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i
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i

i
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i
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i
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i

i
iiiii

i

2

()(( 1
0
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1

00
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1

0

0100

1
0

1
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2
011111111212111

=

+
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

+

+=
∂

∂
+

∂

∂
+

+
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∂
+=

∂

∂
+
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+==++=+
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ψψψ

ψψ

ψψψ
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&&&

&&&&

 

(3.15)

,)),,(),((
),(

),(
),(),(

),(),,(
),(

),(
),(

),(
),(),,(

),(

),(
),(

),(),(
),(),(),(...

0
01

1
00

01
1

0

00

000

011

tt
t

t
t

t
t

tt
t

t
t

t
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tzKtuzF
z
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t
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t
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r
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r
rr

r
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r
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r
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r
rrrrrrrr

uzFzC
z

zzF
z
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zKuzF
z

zzF
z

z

zzKz
z

zz
zKzzKwQxPxP

+
∂

∂
+

∂

∂
+

∂
∂

+
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∂

∂
+

∂

∂
+
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∂

∂
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∂
∂
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∂

∂
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∂
∂

+
∂

∂
+

+=+=+++

−
−

−
−

ΨΨΨ

ΨΨ

ΨΨ

ΨΨΨ

ψ

&

&

&&

&&&

 

где . )),(),...,,((),( ttt i
i

ii zFzFzF 1
2

1
1 col −

− =
Поскольку в канонической форме (3.1)–(3.4) матрица  — невырождена 

в силу (3.4), то первое (при 1
12P

=i ) уравнение системы (3.15) с учетом (3.10) мож-
но разрешить относительно  и получить искомое второе (при 22x =i ) преобра-
зование из (3.11), связывающее переменные  и  с вектор-функцией 

, в котором 
1x x

),(Ψ t2
2 z

2

[ ]
).,(),(Ψ

,),(),(),(

tt

ttt
21

12
1

12
2

02

1
1

1
111

1
12

1
2

zFPz

zCzPPzK
−−

−

=

+−= Ψ
 (3.16)

Продолжая последовательно этот процесс, т. е. подставляя в i -ое ( 2≥i ) 
уравнение из (3.15) найденные ранее вектор-функции ),...,1( ijj =Ψ  и учитывая 

согласно (3.4) невырожденность матриц )1,...,1(1, −=+ riiiP  и , получим иско-
мые преобразования 

rQ
)1,...,3( += riiΨ  вида (3.11), (3.12), в которых 
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 (3.17)
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,),(
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−
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+ ∑

Ψ
Ψ

ΨΨ

Ψ
Ψ &

 (3.18)

Покажем, что вектор-функции )1,...,1( +riΨ  (3.10)–(3.12), (3.16)–(3.18) обладают 
свойством , аналогичным свойству обратимости ΨC FC . 

Из (2.10), (2.11) и (3.10)–(3.12), (3.16)–(3.18) следует, что 
,1,...,1,1),(, +=≤∈ Ψ ril i

l
i i

i ΩΨΨ C  
где 

{ }
.;1,...,2;1,...,2

,,,:),(

1

11 011

−

−

=+=+=

=≥∈=

Ψ

ΨΨ

r

ii

D

D
m

riri

ttRzt

ΩΩ

ΩΩΩ z
. (3.19)

Учитывая (3.17), (3.18), (2.12), вычислим mm× -матрицы Якоби 

).1,...,2,1(),()...,(),(...

),(
...

),(),(
...

),(),(),(
),(

1
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2
2

1
1

12
1

1,2
1
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011

12
1

1,2
1
,1

1,0

1

1
1,01

,1
0

+==

=
∂

∂
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−
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−
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−
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rittt

ttt

ttt
t
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iiiii

i

i
i

iiii
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ii
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ii

i

zDzDzDPPP

z
zF

z
zF

z
zFPPP

z
zF

z
z

P
z
zzL

ΨΨ

 
(3.20)

Поскольку с учетом (2.12)–(2.15), (3.4), (3.19) 

111 ;1,...,2),(

,),(rank,rank 1

ΨΨ =+===∈

==

− ΩΩΩΩΩ LDL
i

i
i

rit

mtm

iiiz

zLL
 (3.21)

и -матрица Якоби nn×

z
zzJ

∂
∂

=
Ψ

),(),( tt
r

r
r

Ψ  (3.22)

имеет блочный нижне-треугольный вид с диагональными -блоками mm×
),...,1( rii =L  (3.10), (3.20), (3.22), то 

.),(,),(rank ΨΨ
∈== Ωtnmrt rr

r zzJ  
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Так как для вектор-функций ),...,1( rii =F  (2.8), (2.9) выполнено свойство FC , то 
с учетом (3.4), (3.13)–(3.15), (3.19)–(3.21) получим 

.),,(lim,,...,1,),(lim 1 ∞==∞= +
+∞→+∞→

trit rii
i

uzz
uz

ΨΨ  (3.23)

Таким образом, вектор-функции )1,...,1( += riiΨ  (3.10)–(3.12), (3.17)–(3.23) 
обладают свойством , аналогичным свойству обратимости iCΨ FC  для вектор-

функций ),...,1( rii =F . 
Отсюда следует [30, §20; 31, с. 50–55; 35–39], что преобразования 

iΨ  (3.10)–(3.12), (3.17), (3.19)–(3.23) и преобразование 1+rΨ  (3.12), (3.18)–
(3.23) можно взаимно однозначно разрешить относительно переменных 

),...,1( rii =z  и управления u  соответственно, т. е. существуют непрерывно 
дифференцируемые обратные преобразования 

,),()),,(),...,,((col),( 1
1 Φ∈== ΩΦΦΦ tttt r

r xxxxz  (3.24)

,,...,1,)()( ri,t,,t i
ii

ii =∈= ΦΩΦ xxz  (3.25)
,)()( 11 +Φ+ ∈= r,t,tr ΩΦ wx,w,x,u  (3.26)

где 
{ },),(),,(:),( ΨΦ ∈== ΩΨΩ ttt zzxx  (3.27)

{ },),(),,(:),( ii ttt ii
ii ΨΦ ∈== ΩΨΩ zzxx  (3.28)

{ },),()()(col:( 11
11

++ Ψ
++

Φ ∈=== rr ttt rr ΩΨΩ uz,,u,z,wx,x)w,x,  (3.29)

где . )))((col 1
1 ,t,(,,t,t),( r

r uzzuz +
+ = ΨΨΨ

Аналогично строятся взаимно однозначные непрерывно дифференцируе-
мые преобразования для канонической формы (3.1), (3.2), (3.5). 

В приложениях 3 и 4 приведены явные формулы прямого и обратного пре-
образований пространства состояний и управлений (3.9)–(3.12), (3.16)–(3.23) 
и (3.24)–(3.29) для моделей динамики ЛА (2.2), (2.3) и (2.4), (2.5). 
 
4. Управляемость и программирование движений ЛА с 
обратимой динамикой 
 

Прямая модель динамики ЛА (2.1), (2.6)–(2.9) называется управляемой (по 
Калману) [32, 33], если существует закон управления )(tu  такой, что соответст-
вующее ему решение )(tz  системы (2.1), (2.6)–(2.9) удовлетворяет граничным 
условиям 

11,00 )()( pp tt zzzz ==  (4.1)
для любых двух состояний Ψ∈Ω0pz  и Ψ∈Ω1pz  и любых ∞<< 1tt . Это реше-

ние  будем называть программным движением (ПД), а соответствую-
щее ему управление 

)(tpzz =

[ ]10,),( ttttp ∈= uu  (4.2)
программным управлением. 

Покажем сначала, что модель динамики ЛА в канонической форме (3.1)–
(3.4) управляема. Поскольку ввиду (3.3), (3.4) 
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,,...,,rank 1 nr =− QPPQQ  (4.3)

то система (3.1)–(3.4) управляема [33], т. е. существует закон управления 
, переводящий (3.1) из любого начального состояния 

 в произвольное конечное состояние 

 за время 

pp t www == )(

Φ∈== ΩΨ )()( 0,000 tt ppp zxx

Φ∈== ΩΨ )()( 1,111 tt ppp zxx ∞<− 01 tt  по траектории pp t xxx == )( . 

Отсюда в силу свойства обратимости  для преобразований (3.26), (3.29) 
и (3.12), (3.18) следует, что закон управления 

ΨC

),),,((),,( 11 ttt pprpprp wzwxuu ΨΦΦ ++ ===  (4.4)
переводит исходную систему (2.1), (2.6)–(2.18) из начального состояния 

 в конечное состояние Ψ∈= Ω00 )( pr t zz Ψ∈= Ω11)( pr t zz за время ∞<− 01 tt  по 
траектории 

),( tpp xzz Φ== . (4.5)
Поэтому исходная система (2.1), (2.6)–(2.18) также управляема. 

Критерии управляемости для модели динамики ЛА в канонической фор-
ме (3.1)–(3.3) имеет вид (3.4), а для исходной прямой модели динамики ЛА 
(2.1), (2.6)–(2.9) сводится к выполнению свойства обратимости FC . 

Построим сначала программное управление и ПД для линейной канониче-
ской системы (3.1)–(3.4) в аналитическом виде 

[ ] ),(,,),(xx),(ww ∞<−∈== 0110 ttttttt pp  (4.6)
удовлетворяющие граничным условиям 

.)(,)( 1100 ΦΦ ∈=∈= ΩΩ pppp tt xxxx  (4.7)
Будем искать  в виде )(tpw

[ ],,,*)( 10
)(* 1 tttt tt

p ∈= − αPeQw  (4.8)
где α  — искомый постоянный -мерный вектор. Тогда в момент времени  n 1t

,00
)(*

1 01 αα Kxex P += −
p

tt
p  (4.9)

.dt
t

t

tttt∫ −−=
1

0

11
0

)(*P*)(P eQQeK  (4.10)

В силу управляемости системы (3.1)–(3.4) матрица  (4.10) является положи-
тельно определенной [33]. Поэтому из (4.9) получим 

0K

.),( 0101
1

0 ttTp
T

p −=−= − xexK Pα  (4.11)
Исключим вектор α  (4.11) из (4.8), найдем искомое каноническое программное 
управление в виде 

).(*)( )(
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1
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1
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T
p

tt
p t xexKeQw P*P −= −−  (4.12)

Используя  (4.12), построим для модели динамики ЛА (3.1)–(3.4) ПД 

 (4.6), (4.7) в виде 

)(tpw
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Для вычисления  можно использовать представление его в виде интерпо-

ляционного полинома Лагранжа–Сильвестра [34], т. е. , где 

 )  — коэффициенты полинома.  

teP

∑
=
β=

n

k

k
k

t t
0

)( PеP

)(tkβ ,...,1,0( nk =
Преобразуя  (4.12) и )(tpww = )(tpxx =  (4.13) согласно (3.26), (3.29) 

и (3.24), (3.25), (3.27), (3.28), получим программное управление  (4.4), 

(4.12), (4.13) и соответствующее ему программное движение  (4.5), 
(4.13) для исходной системы (2.1), (2.6)–(2.18). 

)(tpp uu =

)(tpp zz =

 
5. Критерии стабилизируемости программных движений ЛА 
 

Рассмотрим некоторое ПД 0),( tttpp ≥= zz , исходной модели динамики 
ЛА (2.1), (2.6)–(2.18) и будем говорить, что оно стабилизируемо, если существу-
ет закон управления с обратной связью вида 

,),,( 0tttz ≥= uu .)(,)( 1100 ΦΦ ∈=∈= ΩΩ pppp tt xxxx  (5.1)
обеспечивающий асимптотическую устойчивость ПД . )(tpz

Рассмотрим сначала задачи устойчивости и стабилизации ПД 
 для канонической модели динамики ЛА (3.1)–(3.4). ,),( 0tttp ≥x

Из управляемости этой модели следует [33], что существует постоянная 
-матрица коэффициентов усиления nm×

r0010 ,...,ΓΓΓ = , (5.2)
где  — -блоки, такая, что матрица  ),...,1(0 rjj =Γ mm×

0ΓΓ QP +=  (5.3)
устойчива [34], т. е. 

,,...,1,0)(Re nii =<λ Γ  (5.4)
где ),...,1( nii =λ  — собственные числа матрицы Γ . 

Синтезируем закон управления с «канонической» обратной связью по x  в 
виде 

).(0 pp xxww −+= Γ  (5.5)
Тогда уравнение переходных процессов (ПП) px xxe −=  в замкнутой систе-
ме (3.1)–(3.4), (5.5), (5.4) имеет вид 

.,)(, 000 ttt xxxx ≥== eeee Γ&  (5.6)
Следовательно, ПД  асимптотически устойчиво в целом с оценкой  )(tpx

[ ] ,,)(,)()(exp)( 0000000 ttttttt xxxx ≥=−γβ≤ eeee  (5.7)
где 0),,...,1()(Remax 00 >β=γ=γ nii Γ  — параметр, зависящий только от Γ . 

Подставляя (5.5), (5.2)–(5.4) в (3.26), (3.29) и используя преобразования 
координат пространств состояний (3.9)–(3.23), получим искомый стабилизи-
рующий закон управления с обратной связью по z  вида 

).)),,(),((),,((

)),(,(

01

01

tttt

t

ppr

ppr

zzwz

xxwxu

ΨΨΓΨΦ

ΓΦ

−+=

=−+=

+

+
 (5.8)
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для исходной модели динамики ЛА (2.6)–(2.18). 
Уравнение ПП  в замкнутой исходной модели динамики ЛА (2.1), 

(2.6)–(2.18), (5.7), (5.2)–(5.4) имеет вид 
pz zzе −=

,000 ,)(),,( tttt zzzzz ≥== eeeFe&  (5.9)
где  
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(5.10)

Оценим ПП ze  в (5.9), (5.10). Предположим, что для каждой из вектор-
функций )  в (2.8), (2.9) справедливы оценки  ,...,1(, 0 riii =FC

∑
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i
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где  — некоторые по-
стоянные. Будем предполагать, что аналогичные соотношения справедливы 
для частных производных от вектор-функций 

0,0,0,0;),,(col 32111
1 ≥>≥≥== ++

+
iiijijrr

r naaauzzzz

iCΔ  и ),...,1(0 rii =ΔF  по их 
аргументам. 

Используя оценки для конечных приращений вектор-функции 
, получим оценку ),(),(),( ttt ppxx xxee ΦΦΦ −+=Δ
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x
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где [ ] { } ),...,1(0,0,10,,0 0 sjjxxxx =≥ν>ν≤Θ≤Θ== eeee  — некоторые па-

раметры. Отсюда следует, что ПД )  исходной модели динамики ЛА (2.1), 
(2.6)–(2.18), (5.8), (5.3), (5.4) асимптотически устойчиво с оценкой ПП (5.13)–
(5.15). 

(tpz
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6. Декомпозируемость, робастность и качество стабилизации 
движений ЛА 
 

Многим ЛА присущи перекрестные динамические связи, интенсивность ко-
торых нелинейно зависит от текущего состояния и управления. Вследствие это-
го использование линейных ПИД-регуляторов существенно ухудшает качество 
ПП вплоть до потери устойчивости. 

Преимущество синтезированных выше нелинейных регуляторов заключа-
ется в том, что за счет правильного выбора параметров матриц коэффициентов 
усиления можно обеспечить полную компенсацию перекрестных связей и за-
данный характер затухания ПП в замкнутой модели динамики ЛА. 

Будем называть декомпозирующим такой закон управления, при котором 
уравнение ПП в замкнутой модели динамики ЛА распадается на систему неза-
висимых уравнений по управляемым координатам. 

Важно отметить, что синтезированные регуляторы являются декомпози-
рующими при определенном выборе их коэффициентов усиления. Например, 
это имеет место для канонической модели динамики ЛА (3.1)–(3.4), в случае, 
когда в (3.3), (5.1)–(5.3) блочные матрицы диагональные, т. е. 

.,...,1,)((diag),(

,1,...,1,1,...,1,)(diag

1000
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==+−=
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ΓΓΓΓ PQ

PP
  

Тогда уравнение ПП ЛА (5.5) распадается на  независимых уравнений 
вида 

m

,...,1,,)(, 00 0 mkttt kkkk xxxkx =≥== eeee Γ&  

где ),...,(col 1 krkk xxx eee =  — -мерный вектор состояния системы, причем 

, 

r

),...,(col 1 rxxx eee = ),...,(col 1 jmjj xxx eee = ),...,1( mk =  — - ,m -мерные векто-

ры:  

n
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rkkkkrkkkk

kkrrkkrrkkrkkr
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0,1,00201
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232221
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. 

Параметры jkk0Γ  всегда можно выбрать так, чтобы ПП имели наперед задан-
ный характер, желаемую скорость затухания и т.п. [21–23]. 

Важно отметить, что синтезированные высококачественные законы стаби-
лизации являются робастными, т. е. обеспечивают устойчивость обратимых 
моделей динамики ЛА по отношению к ограниченным параметрическим и по-
стоянно действующим возмущениям [21–23]. На основе этих законов стабили-
зации можно синтезировать алгоритмы адаптивного управления ЛА с помощью 
методов, описанных в [11–21, 24–29]. 
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7. Заключение 
 

На основе свойства обратимости уравнений движения центра масс ЛА и 
вращательных движений ЛА и нелинейных канонических преобразований про-
странства состояний и управлений получены критерии управляемости, стаби-
лизируемости моделей динамики ЛА. Использование этих свойств и критериев 
существенно упрощает синтез и анализ законов управления ЛА за счет исполь-
зования новых нелинейных канонических преобразований. Естественно ожи-
дать, что предлагаемый подход окажется полезным также при исследовании 
нелинейных уравнений движения центра масс ЛА с учетом его угловой ориен-
тации. 

Работа выполнена при частичной поддержке гранта РФФИ № 05-01-
08044-офи. 
 
Приложение 1 
 

Покажем, что уравнения динамики центра масс ЛА (2.2), (2.3) представимы 
в виде (2.1), (2.6)–(2.9), в котором mn 2= , 3=m , 2=r , а вектор-функции 

)2,1( =iiF  из (2.8), (2.9) обладают свойствами обратимости FC . 
Действительно, из уравнений (2.1)–(2.3), (2.6)–(2.9) имеем: 
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Здесь 
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где 
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где  
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1. Для матрицы-функции 
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,0cos)(det 2
21 ≠θ−= VzD  при θΩ∈θ VV ),( , (П.1.10)

где множество 
{ }{ })\(,0\:),( 11

θθ Ω∈θ∈θ=Ω pV RRVV , (П.1.11)
а множество 
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и, следовательно, имеет 
,),,(col3)(rank 1221 DV Ω∈Ψθ== zzD  (П.1.13)
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2. Аналогично, матрица-функция 
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у которой  и  — матрицы-функции вида (П.1.8) и вида 21D 22D

γ+αγαγα
γ+α−γαγα

α−α
=

∂
∂

=
cos)sin(sincossinsin
sin)sin(coscoscossin

0sincos
)(ˆ

)( 02
22

YPP
YPP

P
u

u
FuD  (П.1.18)

имеет определитель 
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где множества 
{ },),,(col,),,(col:),( 12 22 uDD PVu ΩΩΩ ∈γα=∈Ψθ== uzz  (П.1.20)
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и, следовательно, имеет 

3),(rank 22 =uzD  при 2),( 2 DΩ∈uz  . (П.1.23)
Множества 

{
} ,,),,(col,),,(col

,),,(col),,(col:),,(

21

2

02

3
121

FuD

gggF

ttPV

Rzyxt

ΩΩ

Ω

⊂≥∈γα=Ω∈Ψθ=

∈===

uz

zzzzuz
 (П.1.24)

{
}.,),,(col,),,(col

,),,(col),,(col:),,(

0
33

2

3
1212

ttRPRV

Rzyxt gggF

≥∈γα=∈Ψθ=

∈===

uz

zzzzuzΩ
 (П.1.25)

Из (2.1), (2.6)–(2.18) следует, что в уравнении динамики ЛА (2.1), (П.1.1)–
(П.1.25) вектор-функции )2,1( =iiF  обладают свойством FC . 

Уравнения динамики центра масс ЛА (2.2), (2.3) с учетом (П.1.1)–(П.1.25) в 
форме обратной модели динамики (2.19), (2.20) имеют вид 
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где  
.cosˆ,cosˆ,sinˆ 321 Ψθ=θ+θ=θ++= mVwmgmVwmgXVmw &&  (П.1.28)

 
Приложение 2 
 

Покажем, что уравнения динамики вращательного движения ЛА вокруг 
центра масс (2.4), (2.5) представимы в виде (2.1), (2.6)–(2.9), в котором mn 2= , 

 2 , а вектор-функции 3=m =r )2,1( =iiF  из (2.8), (2.9) обладают свойством об-
ратимости FC . 

400



Труды СПИИРАН. 2006. Вып. 3. Т. 2. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн)
SPIIRAS Proceedings. 2006. Issue 3. V. 2. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

Действительно, из уравнений динамики вращательного движения ЛА (2.4), 
(2.5), (2.1), (2.6)–(2.8) имеем 

),,,(col
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21
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u
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 (П.2.1)
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 (П.2.3)

Здесь 
,)(),(,0)1,( 211

2
01

1
1 zzDzFzC == t  (П.2.4)

где матрица-функция 

,)z(D

ϑ
−

ϑ

ϑϑ−=

cos
sinγ

cos
cosγ0

sinγtgcosγtg1
cosγsinγ0

11  (П.2.5)
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(П.2.6)

где матрица 

),,(diag
),,( 11102

2
−−−=

∂
∂

= zyx III
t

u
uzFD . (П.2.7)

1. Для матрицы-функции  (П.2.5) ее определитель 1D

0)(cos)(det 1
11 ≠ϑ= −zD  при 1pΩ∉ϑ , (П.2.8)

где множество 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ±±=Ζ∈π+

π
±=ϑ∈ϑ=Ω ,...,,,: 210

2
1

1 kkRp  (П.2.9)

и, следовательно, матрица-функция  невырождена и имеет 1D

1),,(col3)(rank 111 DΩ∈ψγϑ== zzD , (П.2.10)
где множество 

{ }.,,:,, 11
1

13
11 \)col( RRRR pD ∈ϑ∈γΩ∈ϑ∈ψγϑ== zΩ  (П.2.11)

2. Аналогично, для матрицы  (П.2.7) ее определитель 2D

,0det 111
2 ≠= −−−

zyx IIID  (П.2.12)
и поэтому матрица  невырождена, т. е. 2D

.0),\(,3rank 222
3

2 /=Ω== ppD R ΩΩD  (П.2.13)
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Множества )2,1( =iiFΩ  с учетом (П.2.8)–(П.2.13) имеют вид 
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а множества 

{
},,),,(

,),,(),,(:),(

0
3

2

3
121

22
1

col

colcol

ttRz

Rzzzzztz

zyx

F

≥∈ωωω=

∈ψγϑ====Ω
 (П.2.16)
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2 1 Rtt FF ∈∈= uzuz ΩΩ . (П.2.17)

Уравнения вращательного движения ЛА (2.4), (2.5), (П.2.1)–(П.1.7) в фор-
ме (2.19), (2.20) имеют вид 
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 (П.2.19) 

 
Приложение 3 
 

Для модели динамики центра масс ЛА (2.2), (2.3) прямое и обратное пре-
образования координат в пространстве состояний и управлений имеют 
вид (3.7), (3.9)–(3.11) и (3.8), (3.12), где mn 2= , 3=m , 2=r  
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Приложение 4 
 

Для модели вращательного движения ЛА (2.4), (2.5) прямое и обратное 
преобразования координат в пространстве состояний и управлений имеют 
вид (3.7), (3.9)–(3.11) и (3.8), (3.12), где mn 2= , 3=m , 2=r , 
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где матрицы 2),2,1;2,1(, QP == jiij  и вектор-функции )3,2,1( =jjΨ  определены 
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