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1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим динамическую систему вида 
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где  — действительная переменная; ;  — открытое множество ве-
щественной оси , ;  — вектор состояния дей-
ствительного –мерного пространства , ; , 

 — заданные вектор-функции; , ; , ; 
 — –мерный вектор управления; ,  — заданное множе-

ство допустимых управлений; . В дальнейшем будем рассматривать слу-
чай, когда каждая компонента управления ограничена отрезками 

t )(tt ℑ∈ )(tℑ
t ),,()( ∞+∞−=ℑ …t ),,( 1 nxxx …=

n )(xRn )(xRx n∈ ),,( 1 nfff …=
),,( 1 mBBB …= 1Cf∈ 1CB∈ 0≠jB mj ,,1 …=
),,( 1 muuu …= m Uu∈ U

nm<
[ ]допдоп uu maxmin ,  и 

доп
j

доп
j

доп
j Uuu == maxmin . 
Задан терминальный функционал 
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определенный на решениях уравнений (1), F  — некоторая функция, , 

. 
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В момент  могут быть заданы дополнительные условия вида Tt =
 

niTxh i ,,1,])([ …== , (3)
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которые могут быть включены в функционал (2) через дополнительные множи-
тели Лагранжа. 

Отметим, что поскольку система уравнений (1) автономная, то множество 
 допустимо сузить до отрезка , где  — начальное значение аргу-

мента , . 
)(tℑ ],[ 0 Tt 0t

t )(0 tt ℑ∈
Значения  полагаются известными. 00 )( xtx =
Сформулируем задачу оптимального управления следующим образом: 

среди всех допустимых на отрезке  управлений , переводящих точку 
 в точку , найти такие, для которых функционал (2), опре-

деленный на решениях системы уравнений (1), принимает наименьшее значе-
ние при выполнении условий (3). 

],[ 0 Tt Uu∈
))(,( 00 txt ))(,( TxT

Введем вектор-функцию множителей Лагранжа , , и со-
ставим гамильтониан задачи оптимизации H : 
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С использованием функции  в пространстве переменных , 

, , уравнения (1) запишутся в следующей канонической 
форме: 
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Отметим, что  и H p  на оптимальном решении непрерывны и к этому же 

приводит аналог условия Эрдмана–Вейерштрасса классического вариационно-
го исчисления. Непрерывность сохраняется и в том случае, когда правые части 
уравнений (1) терпят разрыв. 

Для оптимального управления  и фазовой траектории  в рамках 
принципа максимума необходимо существование такого ненулевого вектора 

)(tu )(tx
p , 

при котором выполняются условия: 
1) функция  переменного  при каждом , т.е. при фиксиро-

ванных 
H Uu∈ ],[ 0 Ttt∈

px , , достигает при  минимума: )( tuu opt=
 

),,(min),,( puxHpuxH
Uuoptopt ∈

= . (6)
 
Таким образом, оптимальное управление на границе множества допусти-

мого управления определяется как 
 

),,(minarg puxHu
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2) выполняется условие трансверсальности: 
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где ,  — произвольные вариации соответствующих переменных; 

 — вектор констант. 
tδ ixδ

),,( 1 nµµ=µ …
Обобщенные условия трансверсальности в силу независимости вариаций 

приводят к соотношениям: 
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Непосредственным следствием системы уравнений (5) и условия (6) яв-

ляется выполнение соотношения: .
t
H
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Hd

∂
∂=  

С учетом (9) для автономных систем при незаданном явно аргументе  
имеем: 

T

 
0const ==H . (10)

 
Из соотношения (7) ввиду особой структуры уравнений динамической сис-

темы (1) и соответственно гамильтониана (4), оптимальное управление опре-
деляется как 
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Откуда после преобразований имеем: 
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где  — особое оптимальное управление. jособu

Отметим, что если в каждый момент времени значения x  известны (могут 
быть оценены), то вектор p  определен (с точностью до констант) на правом 
конце фазовой траектории. Возникает специфическая краевая задача, после 
решения которой тем или иным способом можно найти . Од-
нако вычислительные трудности, стоящие на этом пути, методические ошибки и 
ошибки округлений при численном решении систем уравнений (5) делают про-
цесс нахождения достоверных значений  весьма трудным. Поэтому пред-
ставляется желательным поиск нетрадиционных методов нахождения особого 
оптимального управления, в частности, использовать для этой цели метод оги-
бающих. 

),( pxuu jособjособ =

jособu
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2. Основной результат 
 
Представим уравнения (5) для  в следующей форме: ),,( 1 nppp …=
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Преобразуем уравнение (12) к виду 
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Проинтегрировав уравнение (14), получим: 
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Постоянные  находятся из условий трансверсальности (9). Отметим, что знак 
функций , при известных  определяется знаком функции . 

νC
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Показано [3], что ввиду линейного вхождения управления в систему урав-
нений (1) особое оптимальное управление каждой j-й компоненты может быть 
найдено из системы уравнений 
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где  — порядок сингулярности, при выполнении следующих необходимых ус-
ловий оптимальности: 
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Первоначально рассмотрим случай, когда порядок сингулярности особого 
управления равен единице. В этом случае особое управление можно найти из 
уравнений: 
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Из первых двух уравнений системы (19) с учетом (14), (16) следует, что . 
Разрешим эти уравнения относительно соответствующей переменной . Если 
корень существует, то  .  
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Тогда третье уравнение системы (19) можно записать как 
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И третье уравнение системы (19) после преобразований примет вид 
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Из этого уравнения можно найти особое управление как 
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при выполнении необходимых условий оптимальности в следующей форме: 
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Отметим, что корень уравнения 0  необязательно может быть един-

ственным. Тогда каждое его значение проверяется на выполнение необходи-
мых (23) и достаточных (2) условий оптимальности. Отметим, что на мгновен-
ном решении . 

=jG
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Так как  при , то оптимальное управление можно предста-

вить в форме 
0=jG jjx η=
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В [4] показано, что особое оптимальное управление может быть найдено 

на семействе мгновенных решений. Следовательно, и управление на границе 
допустимой области также может быть найдено на семействе мгновенных ре-
шений. 

В случае, когда порядок сингулярности особого управления больше еди-
ницы, оно может быть найдено из решения следующей системы уравнений [3]: 
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Так как уравнения системы (25) составлены из приравнивания нулю по-

следовательно производных , то из второго уравнения системы уравнений 
(25) можно выделить условия сингулярности первого порядка  (или 

), а затем, дифференцировав их  раз, найти особое управление. 
Таким образом, и в этом случае управление примет вид (24) и может быть най-
дено на мгновенных решениях. 
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Рассмотрим случай нулевого порядка сингулярности. Он характеризуется 
отсутствием особого управления, т.е.  либо сохраняет знак, либо меняет его, 
становясь равной нулю только в одной точке (а не на отрезке) при выполнении 
условий трансверсальности (9) на правом конце траектории. Дополним условие 

 условиями первого порядка сингулярности (19), которые преобразуем к 
форме . Тогда оптимальное управление на границе допустимой области 
можно выразить в виде 
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Но знак , согласно (16), определяется знаком функции , в точке 

. Таким образом, и в этом случае управление находится на семействе 
мгновенных решений. 

jp jG

jjx η=

 
3. Пример 
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где  — управление, u Uu ≤ ,  — константы, ,  — задан-
ные функции. 

BA, 0,0 >> BA kk xx 43 ,

Уравнение Гамильтона–Якоби имеет вид 
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Для нахождения мгновенных решений, согласно [4], условно разделим пе-
ременные с учетом условий трансверсальности: 
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Определим V : 
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Определим мгновенные решения: 
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Поставляя эти значения в функционал и минимизируя последний, после 
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Управление  найдем как u
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η+η= 1cos . 

Производные 
td

dη  можно найти, дифференцируя геометрические соотно-

шения либо применяя численные методы. 
На мгновенных решениях выполняется соотношение:   или , 

. 
η=θ π±η=θ

const=η
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