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УДК 681.3 
Калачева С. Б. Алгоритм распознавания цепных и циклических правил в контекстно-
свободной грамматике // Труды СПИИРАН. Вып. 5. — СПб.: Наука, 2007. 
Аннотация. Приводится и обосновывается алгоритм распознавания цепных и циклических 
правил для контекстно-свободной грамматики. — Библ. 1  назв. 
 
UDC 681.3 
Kalacheva S. B. Formal Algorithm of Recognition of the Chain and Cyclic Rules for the Context 
Free Grammars // SPIIRAS Proceedings. Issue 5. — SPb.: Nauka, 2007. 
Abstract. Formal algorithm of recognition of the chain and cyclic rules for the context free grammars 
is presented and substantiated. — Bibl. 1 items. 
 
1. Введение 
 

Контекстно-свободная грамматика (КС-грамматика) определяется как 
четверка множеств [1] 

),,,( SPTNG = , 
где N  – множество нетерминальных символов, или нетерминалов,T  –
 множество терминальных символов, или терминалов, P  – множество правил 
грамматики вида α⇒А , где NА∈ , ∗∪∈α )( TN , где ""∗  обозначает цепочки 
символов в алфавите N  и T , S  – начальный символ грамматики. 

Цепным правилом называется правило вида: kji AAА ⇒⇒⇒ ... , где 

NAAА kji ∈,...,, . 
Циклическим правилом называется цепное правило, для которого ki = . 
КС-грамматика ),,,( SPTNG =  называется грамматикой без циклов, если в 

ней нет циклов. 
Без нарушения общности (так как имеется операция дизъюнкции), будем 

считать, что каждому нетерминалу соответствует единственное правило. 
 
2. Алгоритм нахождения циклических правил 
 

Ниже предлагается простой алгоритм выявления циклических правил. По-
кажем, что алгебраическая структура |),,*,( * >< пробелG  изоморфна алгебраи-

ческой структуре ),,,( * ∧⊕⊕B , где ),},1{,(*
bb SPBB = , в которой B  — множество 

булевых переменных, сопоставляемых нетерминалам Nn∈  и принимающих 
значение }1,0{ , BSb ∈  — начальный символ, bP  — множество правил, которые 
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строятся по множеству правил P  грамматики *G . Введем функцию, отобра-
жающую  

** BG →  (поэлементно), 
операцию  итерации: 

}1,0{,,,,1 21212121 ∪∈∪∈≡⊕→∗ BbbTNnnbbnn , 
операцию конкатенации: 

}1,0{,,,,1 21212121 ∪∈∪∈≡⊕→>< BbbTNnnbbnпробелn , 
операцию дизъюнкции:  

}1,0{,,,,| 21212121 ∪∈∪∈∧→ BbbTNnnbbnn . 

В грамматике *G  заменяются нетерминалы Nn∈  на переменные Bb∈ , терми-
нальные символы Tt ∈  заменяются на1, затем P  — множество правил КС-
грамматики — заменяется множеством bP , причем бинарные операции 

|},,{ ><∗ пробел  заменяются операциями },,{ ∧⊕⊕  соответственно. 
Пример. 
Исходная грамматика: 
R1:t|s<пробел>r*R2; 
R2:R1|t<пробел>(p*R2|R1); 
где 1R , NR ∈2 , Tt ∈ . 
Замена: 

)).1)21((1(1:2
)),21(1(1:1

bbbb
bb

∧⊕⊕∧
⊕⊕∧

 

После преобразования: 

.1:2
,1:1
bb

b  

Тогда можно оставить в стороне рассмотрение алгоритмов на грамматиках 
и перейти к рассмотрению бинарной структуры, а конечный результат для бу-
левской структуры отобразить обратно в грамматики. 

Алгоритм нахождения циклических правил заключается в следующем: 
1)Построить правила для изоморфных булевых множеств. 
2)Присвоить 1=i . 
3)Всем булевским переменным, кроме ib , присвоить значение 
один: Bbi ∈∀ : 1=jb , ijnj ≠<≤ ,0 , n  - число правил; ib  присвоить значение 0. 
4)Подставить значения ib  в правила, построенные по исходным правилам  и 
посчитать по их правым частям новые значения (пересчитываются только пра-
вила для 0≠jb ). 
5)Проанализировать новые полученные значения. Если хотя бы одно значение  
изменилось, перейти к пункту 4).  
6)Процесс заканчивается, когда все значения ib  остаются прежними. 
7)Перейти к следующему нетерминалу: 1+= ii . 
8)Если ni ≤ , перейти к пункту 3), иначе работа алгоритма закончена. 
9)Если 2 или больше булевских значений равны 0, значит соответствующие 
правила цепные. 
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3. Пример применения алгоритма 
 

Рассмотрим следующий фрагмент грамматики: 
 
01  Program: Expression; 
02  Expression: Decimal_number | 
03       '-' Expression | 
04       Expression '+' Expression | 
05       Expression '-' Expression | 
06       Expression '*' Expression | 
07       Expression '/' Expression | 
08       '(' Expression ')'; 
09  Decimal_number: Unsigned_integer |                            
10                  Unsigned_integer Decimal_fraction ; 
11  Decimal_fraction: '.' Unsigned_integer; 
12  Unsigned_integer: Digit|Digit Unsigned_integer; 
14  Digit: '0'|'1'|'2'|'3'|'4'|'5'|'6'|'7'|'8'|'9'; 
 
Очевидно, что правила в  строках 2-10 цепные. Рассмотрим работу алгоритма. 
 
1)Правила для изоморфных булевых множеств: 

;1111111111:6
);56(6:5

;51:4
);45(5:3

);121()212()212()212()212()21(3:2
;2:1

∧∧∧∧∧∧∧∧∧
⊕∧

⊕
⊕∧

⊕⊕∧⊕⊕∧⊕⊕∧⊕⊕∧⊕⊕∧⊕∧

b
bbbb

bb
bbbb

bbbbbbbbbbbb
bb

или после преобразования: 

;1:6
;6:5

;1:4
;5:3
;3:2
;2:1

b
bb

b
bb
bb
bb

 

2)Присвоим всем булевым переменным, кроме 1b , значение 1, 1b  присвоим 
значение 0: 

.165432,01 ====== bbbbbb  
Получаем: 

161514131211 ====== bbbbbb . 
Второй проход алгоритма дает: 

161514131211 ====== bbbbbb . 
3)Переходим к 2b . Полагаем: 

165431,02 ====== bbbbbb . 
Получаем: 

161514131201 ====== bbbbbb . 
Второй проход алгоритма дает: 
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161514131201 ====== bbbbbb . 
4)Переходим к 3b . Полагаем: 

165421,03 ====== bbbbbb . 
Получаем: 

161514130211 ====== bbbbbb . 
Второй проход алгоритма дает: 

161514130201 ====== bbbbbb . 
Третий проход дает: 

161514130201 ====== bbbbbb . 
Значит, правила в строках 01-08 — цепные. 
5)Переходим к 4b . Полагаем: 

165321,04 ====== bbbbbb . 
Получаем: 

161514131211 ====== bbbbbb . 
Второй проход алгоритма дает: 

161514131211 ====== bbbbbb . 
6)Переходим к. 5b  Полагаем: 

164321,05 ====== bbbbbb . 
Получаем: 

161514031211 ====== bbbbbb . 
Второй проход алгоритма дает: 

161514030211 ====== bbbbbb . 
Третий проход дает: 

161514030201 ====== bbbbbb . 
Четвертый проход дает: 

161514030201 ====== bbbbbb . 
Значит, правила в строках 1-10 — цепные. 
7)Переходим к 6b . Полагаем: 

154321,06 ====== bbbbbb . 
Получаем: 

160514131211 ====== bbbbbb . 
Второй проход алгоритма дает: 

160514031211 ====== bbbbbb . 
Третий проход дает: 

160514030211 ====== bbbbbb . 
Четвертый проход дает: 

160514030201 ====== bbbbbb . 
Пятый проход дает: 

160514030201 ====== bbbbbb . 
Правила грамматики в строках 1-10 и 12 — цепные. 
Исправленная грамматика: 
 
01  Expression: Unsigned_integer | 
02       Unsigned_integer '.' Unsigned_integer | 
03       '-' Expression | 
04       Expression '+' Expression | 
05       Expression '-' Expression | 
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06       Expression '*' Expression | 
07       Expression '/' Expression | 
08       '(' Expression ')'; 
12  Unsigned_integer: Digit|Digit Unsigned_integer; 
13  Digit: '0'|'1'|'2'|'3'|'4'|'5'|'6'|'7'|'8'|'9'; 
 
1)Правила для изоморфных булевых множеств: 
 

;1111111111:3
;233:2

);111(
)111()111()111()111()11()212(2:1

∧∧∧∧∧∧∧∧∧
⊕∧

⊕⊕
∧⊕⊕∧⊕⊕∧⊕⊕∧⊕⊕∧⊕∧⊕⊕∧

b
bbbb

b
bbbbbbbbbbbbb

 
 
или после преобразования: 

 
;1:3

;233:2
;2:1

b
bbbb

bb
⊕∧  

2)Присвоим всем булевым переменным, кроме 1b ,1; 1b  присвоим значение 0: 
.132,01 === bbb  

Получаем: 
.131211 === bbb  

Второй проход алгоритма дает: 
.131211 === bbb  

Можно показать, что так же обстоит дело и с другими булевыми перемен-
ными. 

Цепных правил нет. 
Разумеется, такие выкладки громоздки и алгоритм предназначен для ком-

пьютерной обработки. 
 
4. Обосновывающие теоремы 
 
Теорема 1. 
Правила КС-грамматики не являются цепными тогда и только тогда, если после 
завершения работы приведенного выше алгоритма всем правилам, кроме рас-
сматриваемого, будет сопоставлено значение 1=ib . 
Доказательство. 
 Необходимость. 
То, что правило не является цепным, означает, что в грамматике отсутствует 
вывод kji AAА ⇒⇒⇒ ... . Доказательство от противного. Пусть 0=jb  для не-
которого j , отличного от i . Тогда последняя операция – конъюнкция с пара-
метром 0, то есть, j∃ ,…,k  такие что jkk bb ∧β: , …, jii bb ∧β:  Тогда правила 

для kA , mA , …, jA , NAi ∈  : ;|: mkk AA α  ∗∪∈α )( TNk , …, ;|: jii AA α  
*)( TNi ∪∈α . Но тогда  существует вывод kji AAA ⇒⇒⇒ ... , kA , mA , …, jA , 

NAi ∈ и правила цепные, а это не так, что и требовалось доказать.  
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Достаточность. 
Пусть 1=jb  для всех ij ≠ . То, что правило не является цепным, означает, что 
в грамматике отсутствует вывод kji AAА ⇒⇒⇒ ... . Доказательство от против-
ного. Пусть в грамматике такой вывод присутствует. Тогда kj,...,∃ , такие что 

kji AAA ⇒⇒⇒ ... , kA , mA , …, jA , NAi ∈ . Тогда ;|: mkk AA α  ∗∪∈α )( TNk , 

…, ;|: jii AA α  *)( TNi ∪∈α  Тогда mkk bb ∧β: , …, jii bb ∧β:  И тогда, положив 
0=ib , получим на первом проходе алгоритма для i  ,0=kb  и так далее, потом 
0=jb , что противоречит условию. Следовательно, правило не цепное, что и 

требовалось доказать.  
Теорема доказана.  
 
Теорема 2. 
Правило КС-грамматики не является цикличным тогда и только тогда, когда по-
сле завершения работы приведенного выше алгоритма для нахождения цепных 
правил ему будет сопоставлено значение 1=ib . 
Доказательство. 
 Необходимость. 
То, что правило не является цикличным, означает, что в грамматике отсутству-
ет вывод kji AAА ⇒⇒⇒ ... , где ki = .  Доказательство от противного. Пусть 

0=ib .  Тогда последняя операция – конъюнкция с параметром 0, то есть 
j∃ ,…,k , такие что ikk bb ∧β: , …, jii bb ∧β:  Тогда правила для kA , …, jA , 

NAi ∈ : *)(;|: TNAA kikk ∪∈αα ,…, .)(;|: *TNAA ijii ∪∈αα  Но тогда  сущест-
вует вывод ikji AAAA ⇒⇒⇒⇒ ... , NAAA ijk ∈,,... и правило цикличное, а это 
не так, что и требовалось доказать.  
Достаточность. 
Пусть 1=jb . То, что правило не является цикличным, означает, что в граммати-
ке отсутствует вывод ikji AAAА ⇒⇒⇒⇒ ... . Доказательство от противного. 
Пусть в грамматике такой вывод присутствует. Тогда kj,...,∃ , такие что 

ikji AAAА ⇒⇒⇒⇒ ... , NAAA ijk ∈,,... . Тогда kA , …, jA , NAi ∈ : ;|: ikk AA α  
∗∪∈α )( TNk , …, ;|: jii AA α  *)( TNi ∪∈α . Тогда ikk bb ∧β: , …, jii bb ∧β:  И то-

гда, положив 0=ib , получим на первом проходе алгоритма для i  ,0=kb  и так 
далее, потом 0=jb , а потом 0=ib , что противоречит условию. Следователь-
но, правило не циклическое, что и требовалось доказать.  
Теорема доказана.  
 
5. Заключение 
 

На базе данного алгоритма реализуется распознавание цепных и цикличе-
ских правил в программном верификаторе грамматики. Это необходимо для 
преобразования грамматик перед разбором. К сожалению, алгоритм не исправ-
ляет цепные и циклические правила и здесь требуется участие человека. 
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