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Фильченков А.А., Тулупьев А.Л., Сироткин А.В. Особенности анализа вторичной 

структуры алгебраической байесовской сети. 

Аннотация. Цель данной работы — обобщение результатов структурного анализа ми-

нимальных графов смежности, представляющих вторичную структуру алгебраической 

байесовской алгебраической сети, на графы смежности общего вида, представляющие 

эту же структуру. Сформулирована система терминов, расширяющая существующую 

систему для МГС на графы смежности в целом. Исследованы новые свойства графов 

смежности. Сформулированы и доказаны две леммы, характеризующие оммаж (резуль-
тат сжатия минимального графа смежности) как минимальную курию (результат сжатия 

графа смежности). Упрощено доказательство теоремы о множестве минимальных гра-

фов смежности. 
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ности, автоматическое обучение, структурный синтез. 

 
Filchenkov A.A., Tulupyev A.L., Sirotkin A.V. Algebraic Bayesian networks secondary struc-

ture analysis features.  

Abstract. The goal of this work is to generalize structure analysis of minimal join graphs rep-
resenting algebraic Bayesian network secondary structure on common join graphs representing 

the same structure. A term system spreading the existing one with common join graphs is de-

signed. New join graph properties are researched.  Two lemmas characterizing an homage 
(product of a minimal join graph compression) as a minimal curia (product of a join graph 

compression) are proven. Theorem on minimal join graph proof is simplified. 

Keywords: algebraic Bayesian networks, secondary structure, join graphs, automated learning, 
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1. Введение.Алгебраические байесовские сети (АБС) представля-

ют собой логико-вероятностную графическую модель [1–2, 14, 19] 

сложных систем знаний с неопределенностью. В теории АБС неопре-

деленность знаний характеризуется с помощью оценок вероятностей 

(вероятность задается на пространстве пропозициональных формул, 

через которые мы представляем утверждения; это позволяет говорить 

о вероятности истинности). В классе вероятностно-графических моде-

лей алгебраические байесовские сети,как и байесовские сети доверия, 

позволяют осуществить синтез согласованных оценок и пропагацию 

свидетельств, а также поддерживают непротиворечивость [8, 

15].Выделяют первичную и вторичную структуру АБС [6, 14, 16]. 

Выбор вторичной структуры АБС является существенным для 

эффективности логико-вероятностного вывода всех видов, более того,  

97



Труды СПИИРАН. 2010. Вып. 1(12). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2010. Issue 1(12). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

он обусловливает саму возможность таких выводов, потому что они 

для определенного класса вторичных структур вообще неосуществимы 

[10–13, 15]. Одним из вариантов представления вторичной структуры 

одной и той же АБС являются графы смежности и их семейства [4–7]. 

С точки зрения потребностей теории АБС, особенно важным является 

исследование минимальных графов смежности [6]. В частности, вто-

ричная структура любой ациклической алгебраической сети, важность 

которых была показана в [9], представима минимальным графом 

смежности. Но свойства этих графов изучены недостаточно. Установ-

лено только, что множество минимальных графов смежности допуска-

ет матроидное представление[3], а также через подграфы максималь-

ного графа смежности[17]. При этом необходимо более глубокое по-

нимание свойств графов смежности. 

Последняя из указанных работ исследует множества минималь-

ных графов смежности, вводя ряд операций на подграфах графов 

смежности. Основным результатом работы является теорема о множе-

стве минимальных графов смежности, которая утверждает, что множе-

ство минимальных графов смежности является декартовым произведе-

нием множеств особых подграфов максимального графа смежности. 

Этот результат является теоретической основой для алгоритмов синте-

за указанного множества, а также для дальнейшего исследования 

свойств минимальных графов смежности. 

Цель данной работы — обобщить и уточнить результаты работы 

[17], связанные с теоремой о множестве минимальных графов смежно-

сти, а также уточнить некоторые термины, сделав их более легкими 

для понимания и удобными в применении. Указанные обобщения и 

уточнения позволяют получить новые результаты о минимальных гра-

фах смежности, упорядочить исследуемую область и сделать ее более 

доступной для улучшения освоения и применения. 

2. Основные определения и обозначения.В данном разделе при-

водятся определения так, как они были введены в [17]. 

Граф — пара 〈   〉 , где   — множество вершин графа, а   — 

множество ребер, каждое из которых является неупорядоченной парой 

(     )    ,        . Для удобства будем через   и   обозначать 

функции от графа, возвращающие множество его вершин и множество 

его ребер соответственно: 

 (  )       (  )             〈     〉  
Внесем дополнительную определенность: ⊆ — (нестрогое) вклю-

чение:  

( ⊆  )  (          ); 
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  — строгое включение: 

(   )  (                   )  
Алфавитом будем называть множество атомарных пропозицио-

нальных формул   *       + , над которым будут заданы макси-

мальные фрагменты знаний. Слово   — подмножество алфавита: 

 ⊆  . 

Множество главных конъюнктов максимальных фрагментов 

знаний (МФЗ), вошедших в АБС, — это такое множество слов    

 *  ⊆  +   
   , что: 

1) оно не содержит несобственное подмножество алфавита:  

         ; 

2) никакое слово полностью не содержит никакое другое слово:  

      (     )   (     ). 

Граф максимальных фрагментов знаний — ненаправленный 

граф , вершины которого соответствуют элементам множества глав-

ных конъюнктов МФЗ, вошедших в алгебраическую байесовскую сеть, 

а ребра удовлетворяют условию 

(     )   ( )           

Введем понятия веса для вершины, для ребра и для подграфа. Вес 

 (  ) вершины     ( ) — множество атомов алфавита, вошедших в 

  : 

 (  )  *  |    +  

Вес  ({     })ребра{     }   ( )графа   определяется как пере-

сечение весов тех вершин, которые соединены этим ребром: 

 ({     })   (  )  (  ). 

Вес  ( )подграфа ⊆   — наибольшее по включению слово, 

которое входит в веса всехего вершин:  

 ( )    ( )   . 

Магистральный путь       от вершины    до вершины     пе-

ресечение весов которых непусто, — это такой путь от вершины    до 

вершины     что вес любой принадлежащей ему вершины содержит 

пересечение весов начальной и конечной вершин.              
  , такой, что 

      (  )  (  )   (  ). 

Граф магистрально связен, если между каждой парой несовпада-

ющих вершин, веса которых содержат общие элементы, существует 

магистральный путь. Будем обозначать множество магистрально связ-

ных графов через    . 
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Благодаря введенным понятиям граф смежности определяется 

как магистрально связный граф МФЗ. При этом магистрально связный 

граф не обязательно связен (например, граф из двух вершин   и   , в 

котором нет ребер, тем не менее, является магистрально связным). 

Минимальный граф смежности — граф смежности, число ребер в 

котором минимально (рис. 1). Будем обозначать множество минималь-

ных графов смежности через    .  

Максимальный граф смежности      — наибольший по числу 

ребер граф смежности (рис. 1). Так как в графе МФЗ возможны не все 

ребра, а только те, которые соединяют вершины, пересечение весов 

которых непусто, то максимальный граф смежности вовсе необяза-

тельно совпадает с полным подграфом. В [14] было доказано, что для 

заданного множества вершин существует и при этом единственный 

максимальный граф смежности. 

3. Клики, сужения и владения.В данном разделе приводятся 

определения так, как они были даны в [18]. 

Сужение    ненаправленного графа   на слово   — это нена-

правленный граф, в который входят только те вершины и ребра исход-

ного графа  , веса которых содержат или равны  :  

     〈*  |    ( )  ⊆  (  )+ *  |    ( )  ⊆  (  )+〉  
Любое слово, являющееся весом какого-либо ребра графа  , бу-

дем называть значимым словом графа  , а сужение графа   на такое 

слово  — значимым сужением. Для любого значимого сужения     

выполняется  (   )   ( ). 

Кликой  будем называть значимое сужение максимального графа 

смежностина вес   (рис. 2). Вес любой клики является значимым сло-

вом, а сама она является полным подграфом графа     . Множество 

всехтаких клик будем обозначать как       . 

В [17] было доказано, что если сужение      на произвольное 

слово непусто, то оно является максимальным подграфом. Отсюда 

следует, что клика является полным подграфом, как ее обычно и по-

нимают в теории графов. 

Граф клик — направленный граф, вершинами которого являются 

клики из множества        (рис. 3). Данный граф клик отличен от того, 

что иногда под ним могут понимать — от графа максимальных клик. 

Ребро из вершины   в вершину   проведено, если клика   содержит 

клику  , и не существует клики  , такой, что клика   содержит клику 

  и клика   содержит клику  :         — пара 〈              〉, где  

            (   )                         . 
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Рис. 1. Максимальный граф смежности  

и минимальный граф смежности. 
Графы смежности, построенные на вершинах     ,            ,     ,          , 

    ,     ,     . Минимальный граф смежности состоит из черных ребер, макси-
мальных граф смежности — из черных и серых. 

 

 

 

Рис. 2. Клика . 
Клика, образованная сужением максимального графа с рис. 1 на вес  . 
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Рис. 3. Граф клик. 
Граф клик, построенный для графа на рис. 1. 

Сильное сужение    — значимое сужение   , из которого 

удалили все ребра веса  : 

     〈*  |    ( )  ⊆  (  )+ *  |    ( )    (  )+〉  
Сильное сужение графа        представляет собой компоненты 

связности, на которые разбивается сужение        удалением ребер 

веса   (рис. 4). Владение   
  — множество вершин i-й компоненты 

связности сильного сужения      (рис. 4). 

В работе [18] была доказана теорема о классификации владений, 

которая утверждала, что любое владение является либо доменной 

вершиной, либо вассалом, либо братством (эти три термина мы опре-

делим ниже).  

 

Рис. 4. Сильное сужение. 
Сильное сужение графа с рис. 1 на вес  .Оно состоит из 3х владений. 
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Доменная вершина   клики   — вершина, принадлежащая клике 

  и не принадлежащая ни одному из ее сыновей (рис. 5). 

Вассал    клики   — множество вершин, входящих в какого-либо 

сына клики  (рис. 5). 

Два вассала   
  и   

 
 называются братьями, если их пересечение 

непусто(рис. 5): 

  
    

 
   

    
 
  . 

Два вассала   
  и   

 
 называются полусиблингами, если существует 

такой упорядоченный набор вассалов {  
      

  }, что   
  — брат   

  , 

  
   — брат   

  , …,   
     — брат   

  , а   
   — брат   

 
: 

  
    

 
  {  

      
  }   

    
     

     
  

и         
     

    . 

 

 

Рис. 5. Владения. 
Треугольником обозначена доменная вершина    прямоугольником обозначен вассал 

  , состоящий из вершин           и       овалом обозначено братство     , со-

стоящее из выделенных полупрозрачными прямоугольниками вассалов   ,    и   ; 

вассалы      и  приходятся друг другу братьями. 

Полусиблинговый путь между двумя родственными вассалами   
  

и   
 

 — такой набор вассалов {  
      

  }  из определения 6’, что 

  
    

  ;   
     

  и       
     

    . 
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Братство    клики   — непустой набор вассалов {   
     

 } 

клики  , такой, что с каждым вассалом в братство входят все его по-

лусиблинги и только они (рис. 5): 

   {  
 |(  

    ) (  
    

 
)    

 
      

    
 
    

   
    

 
}  

4. Множество минимальных графов смежности. В утверждении 

3.1 из [17] говорилось, что для любого минимального графа смежности 

  его сужение на произвольное значимое слово   связно; следствие 

3.1 из него утверждало, что это сужение магистрально связно; лемма 

3.2 утверждала, что если любое значимое сужение магистрального 

графа магистрально связно, то оно является графом смежности. Мы 

можем обобщить все эти факты в одном утверждении. 

Утверждение 1.   — граф смежности тогда и только тогда, когда 

его произвольное значимое сужение     магистрально связно. 

Доказательство. 1)  . Любые две вершины   ,    из сужения 

    в самом графе   магистрально связны. Пускай    
  (  )  (  ) . Так как  ⊆  (  )  и  ⊆  (  ) , то  ⊆   . Рас-

смотрим связывающий эти вершины магистральный путь        .  

          ⊆  (  )   ⊆  (  )          
Так как все ребра магистрального пути лежат в сужении, значит, 

   и    магистрально связны. Поскольку мы рассмотрели произволь-

ные вершины, то все сужение магистрально связно. 

2) . Возьмем любые две вершины    и     у которых пересечение 

весов не пусто и равно  . Они обе попадают в сужение графа на  . В 

этом сужении между    и     существует магистральный путь, а, зна-

чит, этот же магистральный путь связывает их в самом графе, а значит, 

граф является графом смежности. 

Пример 1. Давайте рассмотрим граф смежности, изображенный 

на рисунке 6.а. Его сужение на вес  изображено на рисунке 6.б с вы-

деленными владениями (братством, вассалом и доменной вершиной). 

Для дальнейшего анализа удобно изменять сужение, представляя вла-

дения в виде вершин и соединяя их ребрами в том случае, если сами 

владения соединены. 

В статье [17] мы ввели операцию сжатия (определение 3.7), кото-

рая вводилась на графе для его подграфа. Смысл был в том, чтобы  

каждое владение   
  в одну вершину   , так, что ребра, выходящие из 

  
  и ведущие к другим владениям, станут ребрами, выходящими из    

и ведущими к другим вершинам. Однако подобное определение было 

достаточно неудобно: граф, состоящий из сжатых компонент связно-
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сти, представлял собой композицию многих сжатий (то есть компози-

цию сжатий для каждого такого компонента связности). При подго-

товке спецификаций на разработку программного обеспечения такой 

подход оказался неудобным. 

 

 

Рис. 6. Граф смежности. 
На рис. 6.а изображен некоторый граф смежности над вершинами    ,          ,     , 

   ,    ,    ,     ,     ,     ,   ,   . На рис. 6.б изображено сужение этого графа 

на вес  с выделенными владениями. 

Еще одним недостатком подобного определения было то, что оно 

недостаточно формально описывало процессы, происходящие с эле-

ментами графа: его вершинами и ребрам. 

Наконец, данное определение сжатия не учитывало, число ребер 

между двумя владениями. Так, в старом определении подграф  , со-

стоящий из двух владений, между каждой парой вершин, выбранных 

по одной из каждого владения, проведено ребро, и подграф  , состоя-

щий из тех же двух владений, но с единственным ребром, соединяю-

щим два этих владения, сжимались бы до одного и того же графа. По-

скольку речь идет о минимальных подграфах, то, как будет показано в 

лемме 1, кратность ребер несущественна, поскольку она всегда равна 

единицы. Однако же подобное упрощение не позволяло нам обобщить 

операцию сжатия до сжатия на графах смежности вообще, а не только 

на минимальных графах смежности. 

Учитывая все вышеизложенные замечания, мы предложим новое 

определение (а, точнее, новое семейство определений) сжатия. Число 

ребер, связывающих два владения, будет выражено в кратности ребра, 

связывающего две соответствующие вершины.  
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Определение 1. Сжатие   компоненты связности   
 ⊆⊆     в 

вершину    — отображение на множестве подмножеств вершин, сопо-

ставляющее множеству вершин   
  вершину    (рис. 7).  

Определение 2.Сжатие    множества ребер  

     (   ) (   ), 

соединяющих владения   
 и   

 
 в ребро      — отображение на множе-

стве подмножеств ребер, сопоставляющее множеству ребер      ребро 

      соединяющее вершины     (  
 ) и      (  

 
) и имеющее крат-

ность, равную |    | (рис. 8). 

Определение 3. Сжатие    графа смежности   в граф    — 

отображение на множестве графов, сопоставляющий графу  , являю-

щему графом смежности, граф   , вершинами которого являются вла-

дения сильного сужения    , а ребро между двумя вершинами    и 

   графа    существует, если существует ребро в графе   между вер-

шинами, принадлежащими соответствующим    и    владениям   
  и 

  
 . Кратность такого ребра (  ,   ) равна числу всех ребер, соединяю-

щих вершины из  
  и   

  (рис. 9). 

 

 

 

Рис. 7. Сжатие владения. 
Сжатие братства      в вершину. 

То же самое, но более формально: 

Определение 3’. Сжатие           ( )             

 〈       ( )〉, такое, что: 

1)    *  |     (  
 )   

 ⊆  (   )+; 
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2)    *  |     (    )      (   ) (   )+; 

3)         (  (    ))  |    |. 

 

 

Рис. 8. Сжатие множества ребер. 
Сжатие множества ребер, соединяющих владения      и   в ребро кратности 2, со-

единяющее соответствующие вершины. 

 

Рис. 9. Сжатие графа. 
Сжатие графа, изображенного на рис. 6. 

Нетрудно заметить, что новое сжатие и старое сжатие, применен-

ные к минимальным графам смежности, дадут один и тот же резуль-

тат. Данное положение будет формально обосновано ниже в утвер-

ждении 2. 

Определение 4. Феод —    из определения 1 — вершина, полу-

чившаяся сжатием какого-то владения (рис. 7). 

По сути, данное определение ничем не отличается от определения 

3.8 из статьи [17], однако оно основано на другом понимании опера-

ции сжатия. Благодаря тому, что мы изменили операцию сжатия, став 

учитывать кратность ребер, мы можем ввести новый термин, который 

бы отвечал за получаемый в ходе сжатия результат. 
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Определение 5. Курия веса   —    из определения 3 — нена-

правленный граф с кратными ребрами, полученный сжатием значимо-

го сужения     (рис. 9). 

Учет кратности заставляет нас изменить и определение оммажа, 

который, по сути, остается ровно тем, чем он был в определении 3.9 из 

статьи [17]. 

Определение 6. Оммаж   — курия   , являющаяся деревом, все 

ребра которой имеют кратность, равную единице (рис. 10).  

Поскольку мы решили идти по пути обобщения и ввели операцию 

сжатия не только на минимальных графах смежности, но и на графах 

смежности вообще, нам необходимо установить, как соотносятся меж-

ду собой курии и оммажи. В работе [17] мы считали оммаж деревом, 

которое получается при сжатии минимального графа смежности. Те-

перь необходимо показать, что оммажи являются в определенном 

смысле «минимальными» куриями. 

 

 

Рис. 10. Оммаж. 
Сжатие минимального графа, построенного над теми же вершинами, что и на рис. 6 до 

оммажа. 

Лемма 1. Пускай в какой-то курии веса   графа смежности   есть 

ребро кратности не меньше двух. Тогда удаление любого из ребер 

графа  , сужаемого до кратного ребра, сохранит его магистральную 

связность: 

    (  ( ))  ( )        ( )   ( )         

 〈 ( )  ( ) * +〉     . 

Доказательство. Пускай   (     )      
       

   Рассмот-

рим какое-нибудь ребро   (  
    

 )    ( )    и       
    

    
  

  
   Рассмотрим какой-нибудь магистральный путь, проходивший че-

рез это ребро:  
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  (     )    

 
. 

Его вес    был таков, что   ⊆  , потому что вес самого удален-

ного ребра был  . Рассмотрим путь   : 

     
  (  

       
 )  (  

    
 )  (  

    
    )    

 
. 

  
 ⊆   

    
 ⊆   

  поэтому веса всех вершин, им принадлежащих, 

содержат вес  , поэтому       . 

Лемма 2. Пускай в какой-то курии веса   графа смежности   есть 

цикл. Тогда удаление любого из ребер графа  , сужаемого до ребра, 

принадлежащего этому циклу, сохранит магистральную связность 

графа: 

  ⊆  (  ( ))             ( )   ( )         

 〈 ( )  ( ) * +〉     . 

Доказательство.  (       )  где      (  
 ) — феоды. Пред-

положим, что мы хотим удалить ребро   (  
    

 ) , где   
    

  и 

  
    

 . Рассмотрим какой-нибудь магистральный путь, проходив-

ший через это ребро:     
  (  

    
 )    

 
. Его вес    был таков, 

что   ⊆    потому что вес самого удаленного ребра был    Рассмот-

рим путь   
   состоящий из следующих участков: магистральный путь 

от вершины   
    

  (внутри владения   
 , его вес содержит  ), ребро 

(  
    

 ) (его вес равен  ), магистральный путь   
    

   ребро(  
    

 )  
… ребро (    

    
   )  магистральный путь   

      
 . Веса всех 

вершины предложенного пути будут содержать вес  , и, следователь-

но,   , поэтому путь      
    

    
  будет магистральным пу-

тем. 

 

Благодаря доказанным леммам мы можем окончательно сформу-

лировать и формально доказать утверждение о взаимосвязи между 

минимальным графом смежности и оммажем, которое было использо-

вано в статье [17], но требует формального доказательства в новой 

системе терминов. 

Утверждение 2. Для любого минимального графа смежности   и 

любого значимого слова   курия     ( ) является оммажем. 

Доказательство. Если курия не является оммажем, то в ней есть 

кратные ребра или циклы. Но тогда, по лемме 4.1 или по лемме 4.2 

соответственно, мы можем удалить из графа   ребро так, чтобы маги-

стральная связность сохранилась. Так как число ребер уменьшилось, 

то граф   не был минимальным. 
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Теперь мы несколько по-другому определим жилу. В работе [17] 

жила понималась как граф, тогда как в настоящей работе мы опреде-

лим ее как множество ребер. Это нужно для более удобного понимая 

пучков. 

Определение 7.Жила    — множество ребер графа смежности  , 

такое, что    *  ( )|    +   является множеством ребер оммажа 

сжатия    (рис. 11). 

 

 

Рис. 11. Жила. 
Жила веса  , соответствующая оммажу на рис. 10. 

Замечание 1. Жила является элементом множества  (  
  (  )). 

В работе [17] утверждение 3.2 говорило, что ребра любой жилы 

любого значимого слова  имеют вес  ; следующее за ним утвержде-

ние 3.3 состояло в том, что для любого минимального графа смежно-

сти  в произвольном сужении на вес   множество ребер веса  явля-

ется жилой. Мы можем объединить эти утверждения в одно, а также 

улучшить доказательства, используя достижения работы [18] (в част-

ности, теорему о классификации владений). 

Утверждение 3. В жилу    входят те и только те ребра мини-

мального графа смежности  , вес которых равен  . 

Доказательство. Докажем, что вес любого ребра жилы равен  . 

Действительно, если вес какого-то ребра отличен от  , то он входит в 

   , поэтому будет соединять вершины одного владения, и, следо-
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вательно, не сможет быть ребром, соединяющим вершины из разных 

владений. 

Теперь докажем, что в минимальном графе смежности множество 

ребер веса   сжимается до оммажа. Из утверждения 2 следует, что все 

ребра веса  , соединяющие вершины различных владений, сжимаются 

до оммажа. Докажем, что в минимальном графе смежности не суще-

ствует ребер веса  , соединяющих вершины внутри какого-нибудь 

владения   
 . Предположим, что такое ребро   нашлось. Из теоремы о 

классификации владений следует, что владение является либо домен-

ной вершиной, либо вассалом, либо братством. 

  
 , очевидно, не может быть доменной вершиной.   

  не может 

проходить внутри вассала, иначе бы вес   совпадал с весом сына кли-

ки  , соответствующем вассалу. Значит,   
  соединяет вершины двух 

вассалов    и   , содержащихся в одном братстве. Однако тогда граф 

  не будет минимальным, потому что при удалении ребра   братство 

останется связным, так как все вассалы, лежащие в полусиблинговом 

пути от    и    магистрально связны по утверждению 1, а, значит,   и 

   магистрально связны посредством пути, проходящего через всех 

этих вассалов. 

Пояснение: Таким образом, мы получили, что в минимальном 

графе все ребра одного веса образуют дерево на владениях соответ-

ствующего веса. 

Замечание 2. Множеству жил может соответствовать один и тот 

же оммаж. 

В соответствии с переопределением понятия жилы мы изменим 

понятие пучка по сравнению с тем, как оно было дано в [17]. 

Определение 8. Пучок — граф, построенный на исходном наборе 

вершин, множество ребер которого равно объединению жил, выбран-

ных по одной для каждого значимого слова (рис. 12). 

Каждый пучок однозначно задается набором жил по одной для 

каждой клики. Для данного набора вершин   все пучки имеют одина-

ковое число ребер. Два этих утверждения были сформулированы и 

доказаны в работе [17] (теорема 1 и лемма 3.1 соответственно). 

Бездетным называется значимое слово, такое, что у порожденной 

этим словом клики нет сыновей в графе клик. 

Благодаря всем введениям доказательство теоремы о множестве 

минимальных графов смежности, сформулированной и обоснованной 

в работе [17], может быть сокращено. 
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Теорема (о множестве минимальных графов смежности). 
Множество минимальных графов смежности совпадает с множеством 

пучков. 

 

Рис. 12. Пучок. 
Пучок, в котором выделена жила из рис. 11. 

Доказательство. Любой граф смежности   является пучком, так 

как множество его ребер совпадает с объединением соответствующих 

жил всех значимых весов, т.к. по утверждению 2 следует, что для лю-

бого сужения минимального графа смежности на значимое слово   

множество ребер этого сужения является жилой. 

Докажем, что любой пучок является графом смежности. Будем 

доказывать, что любое значимое сужение пучка магистрально связно. 

Проведем индукцию на частично упорядоченном множестве, которым 

является граф клик. В данном случае порядком будет выступать отно-

шение отцовства.  

База: Сужение пучка на бездетные слова магистрально связно, по-

тому как оно представляет собой жилу только на доменных верши-

нах — то есть дерево.  

Переход: Рассмотрим некое значимое сужение    , про которое 

мы знаем, что все сужения      на сыновей   магистрально связны. 

Значит, магистрально связными являются и все владения сужения 

   . Рассмотрим жилу пучка, выбранную для  . Она соединяет все 
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владения     и все ее ребра имеют вес  , поэтому     магистраль-

но связно. 

Таким образом, любой пучок оказывается магистрально связным 

для любого значимого сужения, а значит, любой пучок магистрально 

связен — то есть он являет графом смежности. 

Поскольку любой минимальный граф смежности является пуч-

ком, а любой пучок является графом смежности и число ребер у всех 

пучков равно, значит, множества графов смежности и пучков совпа-

дают. 

 

Из теоремы в работе [17] получено 4 следствия, повторим их: 

Следствие 1. Число ребер в минимальных графах смежности 

одинаково. 

Следствие 2. Множество минимальных графов смежности совпа-

дает с множеством пучков, которое равно декартовому произведению 

множеств жил каждой клики. 

Следствие 3. Мощность множества графов смежности равна про-

изведению мощностей множеств жил каждой клики. 

Следствие 4. Согласно следствию 2, для того, чтобы построить 

множество графов смежности, достаточно для каждой клики построить 

множество соответствующей ей жил. 

Теперь мы можем добавить еще одно: 

Следствие 5. Если любая курия графа смежности является омма-

жем, то граф является минимальным графом смежности. 

Заключение.В статье мы развили и использовали систему терми-

нов и утверждений работы [17], основанные на минимальных графах 

смежности, в применении к обычным (не ограниченным требованием 

минимальности) графам смежности. Все рассмотренные понятия и 

утверждения удалось обобщить на более широкую область и сделать 

их доступными для исследования произвольной вторичной структуры 

алгебраической байесовской сети. 

Так, понятие сжатие было переработано по сравнению с [17] и 

рассматривается в применении к трем объектам: владениям, множе-

ству ребер и графам (в последнее основывается на первых двух). Были 

изменены или дополнены в целях улучшения понимания и удобства 

примененияпонятия жилы, пучка, феода и оммажа. Последнее теперь 

понимается как частный случай курии — результата применения сжа-

тия к графу. 

Так, была доказана эквивалентность магистральной связности 

каждого сужения графа тому, что он является графом смежности, 
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сформулированы и доказаны две леммы, на основе которых было 

обосновано утверждение о том произвольное сжатие любого мини-

мального графа смежности является оммажем — деревом с ребрами 

кратности один. 

Полученные результаты позволили усовершенствовать доказа-

тельства ряда утверждений из статьи [17], в частности, теоремы о 

множестве минимальных графов смежности. 

На основе сформированного теоретического аппарата и доказан-

ных утверждений открывается путь для дальнейших исследований 

графов смежности — представлений вторичной структуры алгебраи-

ческой байесовской сети. В частности, это подводит нас к сравнению 

множеств минимальных графов смежности и нередуцируемых графов 

смежности, эквивалентность которых, доказанная в [3], может быть 

обоснована и без привлечения теории матроидов. 
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РЕФЕРАТ 

 

Фильченков А.А., Тулупьев А.Л., Сироткин А.В. Особенности анализа 

вторичной структуры алгебраической байесовской сети. 
Цель работы — обобщить терминологию, применяемую для структурно-

го анализа минимальных графов смежности, представляющих вторичную 

структуру алгебраической байесовской сети, а также некоторые результаты, 

полученные для этих графов, на произвольные графы смежности, представля-

ющие эту структуру. 

Рассмотрена система терминов, употребляемая при исследовании и опи-

сании свойств минимальных графов смежности, и на ее основе построена рас-

ширенная система терминов, позволяющая работать с графами смежности, на 

которые не наложено ограничение минимальности по числу ребер. Так, была 

расширена операция сжатия графа смежности, которая преобразует граф 

смежности в кратный граф, превращая компоненты связности особых подгра-

фов максимального графа смежности — владения — в вершины, а множества 

ребер, соединяющие эти владения — в кратные ребра. 

На основе введенного понятия сжатия были переопределены понятия фе-

ода и оммажа. Последний определялся через введенное понятия курии — упо-

мянутого выше кратного графа, как дерево с кратностью ребер, равной едини-

це. 

На основе введенных понятий были обобщены и доказаны утверждения 

относительно графов смежности без ограничения на их минимальность. Кроме 

того, было доказано, что оммаж является в определенном смысле минималь-

ной курией, на основе чего было установлено, что минимальный граф смежно-

сти сжимается до оммажа. 

Помимо этого были упрощено доказательство теоремы о множестве ми-

нимальных графов смежности. 

Полученные результаты развиваютпонятия, лежащие на стыке теории 

графов смежности и теории алгебраических байесовских сетей, а также разви-

вают последнюю, формируя теоретическую базу для дальнейшего изучения 

вторичной структуры, которую представляют в виде графа смежности, и свой-

ства которой обуславливают эффективность и даже саму возможность логико-

вероятностных априорного и апостериорного выводов и поддержания непро-

тиворечивости всех видов — основных достоинств байесовской сети. 

Полученные результаты раскрывают определенную взаимосвязь мини-

мальности и нередуцируемости графов смежности. 
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SUMMARY 

 

Filchenkov A.A., Tulupyev A.L., Sirotkin A.V. Algebraic Bayesian net-

works secondary structure analysis features. 

The goal of this work is to generalize terminology applied for minimal 

join graph representing algebraic Bayesian networks secondary structure 

analysis and also some results obtained for this graphs to arbitrary join 

graphs representing secondary structure. 

Term system, applied in minimal join graphs research and description 

is considered and on its base an extended term system is build that allow to 

deal with join graphs not limited with the property of its edges number min-

imality. So that, a join graph compression operator that transforms a join 

graph into multiply graph by turning maximal join graph special subgraph 

connection components (possessions) into vertexes, and edge set connecting 

this vertexes into multiply edges.  

Terms of feud and homage are redefined on the base of new term of 

compression. The homage is defined by a term of curia — the multiplied 

graph mentioned above, as a tree with edge multiplicity equals to 1.  

Assertions about join graphs not limited by its minimality were gener-

alized and proved. Homage is proven to be a minimal curia in some mean-

ings and by that is proven that compressed minimal join graph is an hom-

age.  

Also minimal join graph set theorem proof was simplified. 

Obtained results develops the terms belonging to the graph theory and 

the algebraic Bayesian network theory, and develops the last one by design-

ing a theoretical basement for further researches of secondary structure that 

is usually presented as a join graph and that its properties condition effi-

ciency and even the ability to maintain a priori and a posteriori probabilis-

tic-logic inference and reconciliation that are referred to be algebraic Bayes-

ian network main virtues. 

Obtained results explore minimal (irreducible) and minimum join 

graphs interconnection. 
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