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Аннотация. В статье представлены описание коллаборативного робота (кобота) как 
одного из подвидов интеллектуальной робототехники и его отличительные особенности 
по сравнению с другими видами роботов. Дано описание коллаборативной 
робототехнической системы как единой комплексной системы, в которой субъекты 
(акторы) различного типа – коботы и люди – выполняют действия в рамках 
коллаборации для достижения единой цели. Для коллаборативной робототехнической 
системы как единой комплексной системы представлены ее составные части, а также 
процессы и сущности, которые оказывают непосредственное влияние на эту систему. 
Представлены ключевые принципы коллаборации человека и робота (Human-Robot 
Collaboration). Коллаборативная робототехническая система проанализирована, с одной 
стороны, как многоагентная система, и, с другой стороны, как смешанная неоднородная 
команда, члены которой являются гетерогенными акторами. Актуальность работы 
заключается в недостаточном уровне исследованности вопроса формирования 
смешанных неоднородных команд из людей и коботов и распределения задач в них с 
учетом специфики этих двух типов участников и требований их безопасного 
взаимодействия. Целью работы является исследование вопросов формирования 
смешанных команд из числа элементов единой комплексной системы человек-кобот, 
распределения задач среди участников подобных команд с учетом необходимости 
минимизации затрат для ее участников и гетерогенности ее состава. В рамках 
исследования представлена постановка задачи формирования смешанной неоднородной 
команды из числа людей и коботов и распределения работ между членами команды, а 
также ее математическое описание. Рассматриваются частные случаи задачи, в том 
числе при различных функциях затрат у разных видов участников, в случае 
ограниченной активности членов команды, при наличии зависимости функции затрат 
участников одного типа от числа назначенных на этот вид работ участников другого 
типа, а также в случае наличия произвольного количества видов работ, назначаемых 
участникам смешанной команды.  

Ключевые слова: коллаборативный робот, многоагентная система, смешанная 
неоднородная команда, взаимодействие человека и робота. 

 
1. Введение. В ходе проектирования и разработки автоматизи-

рованных систем на производстве на основе использования робототех-
нических решений, повсеместная и полная замена роботами людей-
операторов для выполнения производственных операций (реализация 
т. н. безлюдных производств), вне зависимости от специфики исполь-
зуемых технологических процессов и сложности выполняемых дей-
ствий, на данном этапе оказалась невозможной. Работа на промыш-
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ленных сборочных линиях по-прежнему требует труда большого ко-
личества людей, а вопрос о том, как автоматизировать ручной процесс 
сборки многокомпонентных деталей или обработки сложных изделий 
с различными свойствами и составом материалов, продолжает оста-
ваться открытым [1]. Несмотря на это, автоматизация отдельных про-
изводственных мощностей и линий предприятий за счет внедрения 
робототехнических решений продолжает активно расти. Следует особо 
отметить, что спросом для этих целей пользуются именно интеллекту-
альные роботы, обладающие функциями частичной автономности дей-
ствий. 

Одним из направлений развития интеллектуальной робототех-
ники является переход от использования функциональных роботов, 
предназначенных для выполнения одной или нескольких конкретных 
функций (работ), к интерактивным, особенностью которых является 
способность безопасного взаимодействия с человеком. Одним из при-
меров интерактивного робота является кобот (коллаборативный ро-
бот). Коллаборативные роботы предназначены для работы в едином 
рабочем пространстве с человеком без риска нанесения вреда послед-
нему (т.н. коллаборативное взаимодействие [2–5]) и обладают рядом 
преимуществ по сравнению с индустриальными, в пользу чего свиде-
тельствует рост активности интеграции коботов в различных отраслях 
производства [6, 7]. 

Комплексность решаемых задач интеллектуальными коллабора-
тивными роботами обуславливает повышенные требования к обеспе-
чению безопасного процесса деятельности совместно с человеком-
оператором в рамках единой комплексной системы, взаимодействую-
щими и взаимосвязанными элементами которой являются человек и 
кобот [8]. В подобных системах коллаборативного робота возможно 
рассматривать как отдельную техническую систему, способную вы-
полнять полезные действия; вторым элементом системы является че-
ловек–оператор, обладающий способностями самостоятельно прини-
мать решения и выполнять целенаправленные и конкретные операции 
во взаимодействии с коботом для достижения общей цели системы. 

Несмотря на актуальность направлений исследований в области 
коллаборативной робототехники, недостаточно проработанным оста-
ется вопрос формирования (подбора по составу) смешанных команд 
из числа людей и коботов и распределения задач в них с учетом спе-
цифики гетерогенных акторов и требований безопасности их совмест-
ной деятельности (подробнее в главах 3–5). В настоящей работе пред-
ставлено исследование вопросов формирования смешанных неодно-
родных команд из числа участников КРТС и распределения задач в 
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команде с учетом необходимости минимизации затрат для ее участни-
ков и различных значений эффективности выполнения конкретными 
участниками определенных видов работ. 

2. Кобот как элемент коллаборативной робототехнической 
системы. Рабочее пространство для безопасного взаимодействия с 
коллаборативным роботом должно быть спроектировано с точки зре-
ния эргономики рабочего места. Наличие технических объектов и до-
полнительного оборудования в рабочем пространстве не должно со-
здавать угрозу безопасности человека. В рассматриваемой системе 
определены различные области рабочего пространства, которые пред-
ставлены на рисунке 1. Данные области рабочего пространства можно 
описать следующим образом [9]: 

 предельно допустимое рабочее пространство (maximum 
workspace) — пространство, которое определяется максимальным зна-
чением радиуса коллаборативного робота – зона досягаемости с уче-
том элементов захвата, установленных на фланце кобота; 

 пространство ограниченного доступа (restricted workspace) 
— зона рабочей области в рамках предельно допустимого рабочего 
пространства. Данная зона рабочей области обусловлена наличием 
элементов робототехнической системы – совместная рабочая ячейка 
или коллаборативное приложение. Это означает, что речь идет не 
только о коботе, но и о инструментах, кабелях, рабочего стола, т.е. все 
то, что входит в данную зону рабочей области [10]. Наличие этих эле-
ментов системы создает условия ограниченного доступа; 

 операционное пространство (operating workspace) — рабочая 
область, в которой осуществляются операционные действия коллабо-
ративным роботом; 

 коллаборативное пространство (collaborative workspace) — 
рабочая зона совместных операция (одновременно/параллельно) кол-
лаборативного робота и человека. 
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Рис. 1. Области рабочего пространства в робототехнической системе 

человек–кобот 
 
Авторы рассматривают представленную робототехническую си-

стему с точки зрения ее комплексности. Для понимания комплексно-
сти необходимо учитывать следующие сущности и объекты, которые 
непосредственно оказывают влияние на саму систему (в целом) и/или 
ее подсистемы (в частности). К таким сущностям и объектам можно 
причислить: 

 технологический процесс выполнения операций; 
 технические объекты и подсистемы разного уровня иерар-

хии; 
 объекты, которые используются элементами системы в про-

цессе деятельности (например, инструменты); 
 среда, необходимая для функционирования системы. 
Таким образом, рассмотрение вышеуказанной единой ком-

плексной системы человек–кобот как совокупность взаимосвязанных и 
взаимодействующих ее элементов является неполным. Необходимо 
учитывать требуемые для ее функционирования ресурсы, взаимодей-
ствие элементов с окружающей средой, управляющие воздействия и 
последовательность выполнения команд. Иными словами, именно по-
добное (расширенное) толкование рассматриваемой единой системы 
человек–кобот будет отвечать ее работоспособности и комплексности. 
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Представим систему взаимодействия человека и робота в каче-
стве двух одноименных взаимодействующих подсистем. Тогда подси-
стема «Человек» будет включать в себя не только самого работника, 
но и блок обработки информации, поступающей от робота, о ходе вы-
полнения задач, и блока управляющих воздействий, направляемых 
коботу как в явном (в виде передачи команд), так и в неявном виде 
(например, за счет подстраивания работы кобота под действия челове-
ка). В свою очередь, подсистема «Робот» состоит из кобота, органов 
управления, осуществляющих прием и обработку управляющих воз-
действия от человека и выдачу команд для актуаторов и манипулятора, 
а также блока отображения информации для подготовки и передачи 
человеку необходимых данных о текущем состоянии выполнения ра-
боты. Упрощенная схема взаимодействия элементов в единой ком-
плексной системе человек–робот представлена на рисунке 2. 

 

 
Рис. 2. Схематичное представление единой комплексной системы 

человек–робот 
 
В представленной схеме подсистема «Робот» является элемен-

том робототехнической системы [11, 12], а наличие подсистемы «Че-
ловек» в единой системе позволяет рассматривать ее в качестве эрга-
тической робототехнической системы [13]. Кроме того, учитывая ис-
пользование именно коботов в рамках настоящей работы, подобную 
комплексную систему можно назвать коллаборативной робототехни-
ческой системой (КРТС). В рамках данной работы именно это понятие 
будет использоваться в дальнейшем для описания единой комплексной 
системы человек–кобот. 

В процесс проектирования КРТС в обязательном порядке долж-
ны учитываться следующие четыре ключевых принципа взаимодей-
ствия человека и кобота (HRС – Human-Robot Collaboration) [14–16]: 
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 операции, выполняемые коботом, должны быть безопасны 
по отношению к другим агентам, расположенным в области рабочего 
пространства (в первую очередь, к человеку-оператору), а также к объ-
ектам внешней среды; 

 робот должен приспосабливаться к человеку, а не наоборот. 
В случае, если КРТС функционирует недостаточно эффективно, то 
необходимо вносить изменения в рабочий процесс робота, а не искать 
замену человеку; 

 должны создаваться такие условия, в которых любой чело-
век–оператор в области рабочего пространства мог бы максимально 
использовать возможности кобота; 

 при проектировании системы следует добиваться повышения 
производительности труда и снижения вероятности возникновения 
ошибок за счет эргономического дизайна и/или упрощения конструк-
ции. 

Таким образом, КРТС, которую можно рассматривать в каче-
стве отдельной производственной единицы на предприятия, обладает 
уникальными свойствами, в первую очередь связанными с гетероген-
ностью двух типов входящих в нее акторов – людей и коботов. Эти 
разнородные члены команды могут использовать различные подходы к 
выполнению производственных операций: коботы действуют в основ-
ном на основании имеющейся программы, и их действия повторяются 
для одинаковых операций, в то время как люди могут использовать 
креативность и нестандартные подходы к выполнению задач. Второй 
значимой особенностью КРТ является необходимость соблюдения мер 
безопасности и вытекающие из этого особенности размещения рабоче-
го пространства для людей и технические спецификации коботов 
(наличие силомоментных датчиков, контроль скорости движения и 
т.д.). 

3. Анализ КРТС как многоагентной системы и смешанной 
неоднородной команды. Участники КРТС взаимодействуют в единой 
области рабочего пространства для выполнения единой глобальной 
целевой задачи. Такие задачи могут быть решены с применением тех-
нологий многоагентных систем. Исследование многоагентных систем 
с участием людей и коботов осуществлялось в работах [17–19]. В 
частности, в [17] рассматривались подходы к решению задачи управ-
ления человеком группой роботов. В [20] представлены централизо-
ванные и децентрализованные методы распределения задач между 
агентами на примере интеллектуальных электромеханических систем. 
В работе [21] рассматривается децентрализованная структура много-
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агентной робототехнической системы с акцентом на сетевое взаимо-
действие между агентами.  

Распределению задач в однородных группах роботов с предла-
гаемыми подходами и методами многоагентного управления посвяще-
ны работы [22–24]. Особенности формирования и распределения задач 
в однородных командах, состоящих из людей, исследовались в [25–
27]. Однако недостаточно исследованным остается вопрос формирова-
ния смешанных команд из людей и коботов и распределения задач в 
них с учетом специфики этих двух типов участников и требований их 
безопасного взаимодействия.  

Проблему формирования КРТС, в которых участвует множество 
коботов и людей, а также распределения и выполнения ее элементами 
задач, можно рассматривать в контексте так называемых многоагент-
ных систем. Подобные системы представляют собой некоторое мно-
жество интеллектуальных агентов, взаимодействующих друг с другом, 
учитывая взаимное влияние друг на друга внешней среды и самих 
агентов [28, 29]. Ключевыми свойствами агентов являются целена-
правленность и автономность принятия решений и действий, т.е. по-
добные агенты обладают чертой интеллектуальности (подробное опи-
сание понятия интеллектуального агента представлено в работах [5, 
17, 30, 31]). Применение многоагентных робототехнических систем 
позволяет решать проблему распределения между агентами всего 
спектра задач и перераспределять (переназначать) их в зависимости от 
изменений среды функционирования, а также состояния и состава са-
мой системы. В КРТС при взаимодействии интеллектуальных агентов 
необходимо учитывать такие аспекты, как общность цели, автоном-
ность агентов и согласованность действий агентов. 

Аналогичными аспектами обладает команда при рассмотрении 
задач коллективного управления организационных систем [32]. Тради-
ционно под командой понимают коллектив (объединение агентов, 
осуществляющих совместную деятельность и обладающих общими 
интересами), способный достигать цели автономно и согласованно, 
при минимальных управляющих воздействиях [33]. В рамках КРТС 
смешанная неоднородная команда состоит из людей и коботов, осу-
ществляющих совместную согласованную деятельность. 

На практике согласованность действий редко появляется сама 
по себе; достижение согласованности в действиях требует наличия 
управления. При этом команды, состоящие из людей, можно рассмат-
ривать как организационные системы, и для обеспечения требуемого 
поведения участников возможно применение обширного набора суще-
ствующих способов управления (см., например, [33]). Команды, состо-
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ящие только из коботов, можно рассматривать в качестве многоагент-
ных систем [25, 34] или групп [35], способы и методы управления, ко-
торыми также хорошо исследованы [36–39]. 

Спецификой смешанных неоднородных команд является необ-
ходимость объединения в системе управления механизмов управления 
организационными и техническими системами. Одной из перспектив-
ных методологий, рассматривающих именно организационно-
технические системы, является методология комплексной деятельно-
сти [40]. В то же время, последняя является по сути расширением тео-
рии управления организационными системами, и предлагаемые в её 
рамках модели и методы требуют адаптации к специфическим задачам 
для роботов (в частности, коллаборативным). 

Согласно [26, 32, 41], жизненный цикл команды состоит из двух 
этапов — формирования и функционирования. По отношению к рас-
сматриваемым КРТС этап формирования разделён на определение со-
става участников команды и её адаптацию к особенностям решаемой 
задачи. Этап функционирования рассматривается в рамках коллабора-
тивного пространства, с учетом взаимодействия человека и кобота и 
требований безопасности коллаборации. Следует отметить, что про-
анализированные исследования сосредоточены в основном на изуче-
нии именно этапа функционирования КРТС [42–44]. Однако на прак-
тике часто требуется решать задачи, относящиеся к этапу формирова-
ния команды. 

4. Формирование смешанной неоднородной команды из лю-
дей и коботов и распределение работ между ее участниками. Рас-
смотрим команду, членами которой являются множество людей 

1{ }n
i iH h  , где n – количество людей в команде и множество коллабо-

ративных роботов 1{ }m
j jB b  , где m – количество коботов. Предполо-

жим, что успешная деятельность команды требует осуществления 
множества различных видов работ 1{ }q

k kU u  , где q – количество этих 
работ.  

Допустим, что любой агент в составе смешанной команды КРТС 
обладает некоторой характеристикой с набором значений, отражаю-
щим эффективность выполнения определенных видов работ. Для че-
ловека эта характеристика может отражать его квалификацию для ви-
дов работ (производительность труда [33]), для кобота – предназна-
ченность для выполнения этих работ с точки зрения технических воз-
можностей и характеристик (например, точность позиционирования 
актуаторов, наличие определенных манипуляторов (захватов) и/или 
степеней свободы и т.д.). Эффективность выполнения k-ого вида работ 
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i-м человеком и j-м коллаборативным роботом обозначим через 0
i

k
hr   

и 0
j

k
br   соответственно. Характеристики 

i

k
hr  и 

j

k
br  являются безраз-

мерными, а их величины можно представить в виде неотрицательных 
вещественных чисел ( 0,

i j

k k
h br r  ). 

Предположим, что требуемые к выполнению полный объём ра-
бот задан вектором 1( ,..., ), 0, [1, ]q kV V V V k q   . Теперь введем до-
полнительную характеристику участников команды – затраты на вы-
полнение определенного вида работ, зависящие от объема этих работ 𝑥 
и эффективности конкретного члена команды 𝑟 , т.е. определяемые 
функцией затрат с двумя переменными: ( , )

i ii h hc x r  и ( , ),
j jj b bc x r  

1 2( , ,..., )
i i i i

q
h h h hx x x x , 1 2( , ,..., )

j j j j

q
b b b bx x x x  для людей и роботов соответ-

ственно. В общем случае функции затрат относятся к производствен-
ным функциям, однако для определения конкретного вида функции 
отдельно для людей и коботов определим суть самих затрат, которые 
понесут участники команды при выполнении определенного объема 
работ конкретного вида. 

С одной стороны, за затраты можно считать денежные средства, 
требуемые на привлечение и удержание/задействование агента в ко-
манде. Так, для людей затратами будет являться выплачиваемая им 
заработная плата, для роботов – затраты на эксплуатацию и обслужи-
вание (амортизационные расходы для упрощения не учитываем). В 
этом случае при увеличении объема работ для человека потребуется не 
только увеличивать его заработную плату, но и выплачивать дополни-
тельные денежные средства для удержания в команде, отдельно опла-
чивать его работу в нерабочие дни, после окончания рабочего времени 
в рабочие дни и т.д. Кроме того, при увеличении объема работ, назна-
чаемого человеку, его эффективность неизбежно начнет снижаться, в 
том числе до значения, близкого к нулю, например, в случае перена-
пряжения. Вместе с тем, затраты на кобота будут расти пропорцио-
нально количеству работ определенного типа или общего количества 
всех назначенных работ всех видов (в случае ненулевой эффективно-
сти для всех указываемых видов работ, без учета сценариев с его по-
ломкой и оплаты стоимости ремонта). 

С другой стороны, затраты в общем виде могут отражать и время, 
необходимое для выполнения работ. Аналогично первому случаю, 
в случае перенапряжения, отсутствия или недостатка полноценного 
отдыха человек будет терять эффективность с течением времени (в 
конечном счете – до нулевого значения). Кобот же может функциони-
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ровать круглосуточно, а время на выполнение определенной работы не 
зависит от продолжительности его непрерывного функционирования. 

Таким образом, можно предположить, что в случае увеличения 
объема работ для человека его затраты будут увеличиваться нелиней-
но, а для кобота – линейно, поэтому возьмем линейную функцию для 
определения затрат кобота. В качестве функции затрат людей для 
упрощения создаваемой модели будем использовать квадратичную 
производственную функцию Кобба-Дугласа, которая для i-го агента, 
выполняющего k-ый вид работ с эффективностью ,

ihr  примет вид 
2

1

( )
( , )

2
i

i i

i

k
q h

i h h kk
h

x
c x r

r

 
   

 
 . Следует отметить, что также существуют и 

другие производственные функции (функции затрат), например, обоб-
щенная функция Кобба-Дугласа, функция с постоянной эластичностью 
замещения (функция Солоу), производственная функция Леонтьева и 
др. Таким образом, выпуклость функции затрат для человека будет 
означать убывающую отдачу от него при наращивании объема назна-
чаемой ему работы k-го вида и неизменности значения эффективности 
выполнения им этого вида работ, а у кобота в этих же условиях отдача 
будет пропорционально возрастать [41]. 

Для всех участников в команде считаем, что ( , )ic    и ( , )jc    
неотрицательны, монотонно возрастают и невогнуты по первому аргу-
менту, монотонно убывают по второму, а также (0, ) (0, ) 0i jc c    . 
Содержательно монотонность отражает рост затрат при увеличении 
объёма выполняемых работ (первый аргумент). При этом, чем выше 
эффективность (второй аргумент), тем затраты ниже. Невогнутость 
отражает тот факт, что затраты возрастают как минимум линейно 
(обычно, для роботов), а в случае выпуклой функции затрат — тем 
быстрее, чем больший объём работ назначен члену команды (эффект 
уставания). 

Определим следующие условия: 
 любой член команды может выполнить любой неотрица-

тельный объём работ каждого вида; 
 функции затрат аддитивны (т.е. не учитывается дополни-

тельность затрат по различным видам работ [41]). 
При выполнении данных условий оптимальное распределение 

работ между членами команды можно найти, решив следующую зада-
чу: 
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 { 0},{ 0}, 1,1 1

1 1

( , ) ( , ) min ,

, [1, ].

i i j j k k
h bi j

i j

n m

i h h j b b
x x k qi j

n m
k k k
h b

i j

c x r c x r

x x V k q

   

 


 



   

 

 
 (1) 

 
Если функции затрат членов команды являются функциями 

Кобба-Дугласа (т. е. 
1

( , ) ,i

i i i

i

k
q hk

i h h h kk
h

x
c x r r

r




 
   

 
  ( , )

j jj b bc x r 

1
j

j

j

k
bq k

b kk
b

x
r

r




 
 
 
 

 , [1, ], [1, ], ( )i n j m     — возрастающая выпуклая 

гладкая функция, (0) 0  , то решение задачи (1) будет соответство-
вать решению задачи оптимального распределения работ между чле-
нами однородной команды, представленному в [41]. В то же время, 
специфика смешанной команды, включающей два вида членов раз-
личной природы, требует рассмотрения постановок задач со следую-
щими расширениями и ограничениями: 

1. Разные виды функций затрат для разных видов членов ко-
манды — людей и роботов. 

2. Ограниченная активность роботов в команде (в выполнении 
работ каждого вида обязательно должен участвовать хотя бы один че-
ловек*). 

3. Зависимость затрат роботов на выполнение некоторого вида 
работ от количества людей, назначенных на выполнение того же вида 
работ. 

4. Неаддитивность функций затрат у одного вида членов ко-
манды или у обоих сразу. 

Рассмотрим ниже несколько постановок таких задач с различ-
ными ограничениями и приведём ряд примеров решения задачи опти-
мизации. 

4.1. Постановка и решение задачи в случае различных 
функций затрат у разных видов участников. Пусть функции затрат 
членов команды — коботов и людей соответственно — имеют вид: 

                                                           
*данное условие соответствует принципам взаимодействия человека и 

коллаборативного робота в рамках КРТС. 
1234
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1
( , ) , [1, ];j

j j

j

kq
b

j b b k
k b

x
c x r j m

r

   (2) 

1
( , ) , [1, ],i

i i i

i

kq
hk

i h h h k
k h

x
c x r r i n

r




 
   

 
 (3) 

 
где ( )  — возрастающая выпуклая гладкая функция, (0) 0  . 

Предположим, что функции затрат аддитивны. Рассмотрим по-
следовательно несколько случаев задачи формирования команды, при 
которых: 

1. Некоторый объём работ единственного вида распределяется 
между двумя участниками команды, один из которых является челове-
ком, а другой — коллаборативным роботом ( 1, 1, 1)q n m   ; 

2. Объёмы работ различных видов в количестве q распределя-
ются между участниками команды составом, аналогичным п. 1 
( , , 1, 1)q q n m     . 

3. Объём работ единственного вида распределяется между n 
людьми и m коботами ( 1, , , , )q n m n m      . 

4. Объёмы работ различных видов в количестве q распределя-
ются между n людьми и m коботами ( , , , , , )q n m q n m       . 

Рассмотрим вначале задачу 1 и решим её в дискретном виде. 
Предположим, что объём работ включает в себя 𝑉  идентичных ато-

марных операций, т. е. 
1

V

l
l

x V


  . Тогда общие затраты системы на 

выполнение объёма работ x могут записываться как: 
 

( , , , ) ( , ) ( , )c h h b b h h h b b bc x r x r c x r c x r  , либо 
 

( , , , ) max{ ( , ), ( , )}t h h b b h h h b b bc x r x r c x r c x r , 
 

, , ,h h b b h b
h H b B

x v x v x x x
 

    
 
где ( , )hc    — функция затрат человека, ( , )bc    — функция затрат кобо-
та, ,h bx x  — объёмы работы, выполняемые человеком и коботом соот-
ветственно, H и B — некоторые множества индексов такие, что 

{1, 2,..., }H B V  . 
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Функцию общих затрат ( , , , )c h h b bc x r x r  следует использовать, 
когда затраты сепарабельны (например, издержки на оплату труда лю-
дей и содержание коботов). Если же требуется, например, проводить 
оптимизацию по времени выполнения всего пула работ, тогда следует 
пользоваться функцией ( , , , )t h h b bc x r x r . Далее в тех случаях, когда вид 
функции затрат неважен, будем пользоваться записью ( , , , )h h b bc x r x r . 

Задача оптимального распределения работ заключается в 
нахождении значений * *0, 0,h h b bx x x x     минимизирующих значе-
ние функции общих затрат, то есть: 

 
* * *

0, 0,
( , , , ) min( ( , , , )).

h b

h b

h h b b h h b b
x x
x x x

c x r x r Arg c x r x r
 
 



 
Для решения этой задачи можно использовать следующий алго-

ритм. Предположим, что для объёма работ 
1

1

1

V
V

l
l

x v






   нам известны 

минимизирующие затраты 1

,
V

h h
h H

x v




   1

,
V

b b
b B

x v




   1 11 ,
V VV
h bx x x
   

{1, 2,..., 1}H B V   , а величина минимальных затрат равна, в зави-
симости от типа затрат: 

 
1 1 1 11 ( , , , ) ( , ) ( , )

V V V VV
c c h h b b h h h b b bc c x r x r c x r c x r

       , либо 
 

1 1 1 11 ( , , , ) max{ ( , ), ( , )}.
V V V VV

t t h h b b h h h b b bc c x r x r c x r c x r
       

 
Тогда величину минимальных общих затрат для объёма работ 

1V V
Vx x v   можно определить следующим образом: 

 
1 11( , , , ) ( , , , )

V V V VV V
c c h h b b c h h b bc c x r x r c x r x r

     
1 1

1 1

( , ) ( , ),
min ,

( , ) ( , )

V V

V V

h h V h h h h

b b V b b b b

c x v r c x r

c x v r c x r

 

 

     
   

 либо 

 
1 1

1 1

max{ ( , ), ( , )},
( , , , ) min .

max{ ( , ), ( , )}

V V
h h V h b b bV V V

t t h h b b V V
h h h b b V b

c x v r c x r
c c x r x r

c x r c x v r

 

 

     
  
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Так как для выбранных функций затрат (0, ) (0, ) 0h h b bc r c r  , 
то с помощью метода математической индукции можно убедиться, что 
значения минимальных общих затрат V

cc  и V
tc  могут быть найдены для 

любого 0V  . Отметим, что предложенный алгоритм применим на 
случай произвольного ограниченного числа участников смешанной 
команды, т. е. решает также и задачу 3. 

Теперь рассмотрим задачу 2. Если функции затрат коботов и 
людей имеют вид (2) и (3) соответственно, то задачу можно решить 
следующим образом. Пусть распределяемые объёмы работ заданы век-
тором 1( ,..., ), 0, [1, ]q kV V V V k q   , т.е. k-й вид работ состоит из 

0kV   идентичных атомарных операций. При этом операции, состав-
ляющие различные виды работ, попарно различны и выполняются 
участниками команды в общем случае с разной эффективностью. Для 
каждого 1,k q  будем вычислять значения минимальных затрат си-
стемы на выполнение объёма работ kV . 

 
( , , , ) ( , ) ( , ), .

kV k k k k k k k k k k k
c c h h b b h h h b b b h bc c x r x r c x r c x r x x V      

 
Для этого необходимо вычислять значения k

hx  и k
bx , что можно 

сделать по алгоритму решения задачи 1. Тогда минимальные затраты 

на выполнение всего объёма работ V будут равны 
1

k
q

V V
c c

k

c c


  . Задача 4 

решается аналогично. 
4.2. Постановка и решение задачи в случае ограниченной 

активности членов команды. Предположим, что функции затрат 
членов команды имеют вид (2) и (3) для коботов и людей соответ-
ственно. Введём следующее ограничение: каждый из заданных векто-
ром 1( ,..., ), 0, [1, ]q kV V V V k q    объёмов работ должен выполняться 
как минимум двумя членами команды, один из которых обязательно 
является человеком. 

Будем решать задачу (1) в непрерывном виде. Рассмотрим сле-
дующие частные случаи: 

1. Один вид работ, один человек, m коботов. 
2. Один вид работ, n людей, m коботов. 
3. q видов работ, один человек, m коботов. 
4. q видов работ, n людей, m коботов. 
Рассмотрим случай 1. Пусть 

hx  — часть объёма работ, который 
мы должны распределить для выполнения человеком. Итоговое рас-
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пределение всего объёма работ V между членами команды должно 
минимизировать затраты на его выполнение, а объём заранее неизве-
стен. 

Добиться этого можно, минимизируя приращение затрат при 
приращении объёма работ. Поскольку функции затрат коботов 

( , )
jj bc x r  линейны, то для обеспечения минимума затрат требуется вы-

брать кобота j, выполняющего данный вид работ с максимальной эф-
фективностью, и назначить ему часть объёма работ в размере 

hV x . 
Найдём теперь 

hx . Заметим, что поскольку ( , )i hc x r  — выпуклая 
функция, то [1, ]j m   0 0:j jx x x    ( , ) ( , )

ji h j bc x r c x r . В силу непре-

рывной дифференцируемости функции ( , )i hc x r  если 

0 : ( , ) ( , ),
jE i h j bx c x r c x r    то ' ' 1(0, ) : ( , ) ( , ) .

j

j

h E i h h j h b
b

x x c x r c x r
r

     

Это и будет искомая часть объёма работ. Следует отметить, что в слу-
чае ( , ) ( , )

ji h j bc x r c x r  0x   оптимального решения не существует. 

Предложенный алгоритм применим на случай произвольного 
ограниченного числа участников смешанной команды, т.е. решает 
также и задачу 3. 

Рассмотрим случай 2. Алгоритм решения тот же, но теперь 
необходимо искать вектор 

 1   

 

' 1{ ,..., } : [1, ]   ( , ) .
n i i

j

h h i h h
b

x x i n c x r
r

    Если 

 
1

i

n

h
i

x V


 , то решение для каждого из членов команды – людей можно 

найти по алгоритму для случая 1. Если же 
 

1
,

i

n

h
i

x V


  то распределе-

ние работ должно удовлетворять следующему условию: 
 

 1  1  2  2   

' ' ' '
1 2

1( , ) ( , ) ... ( , ) ( , ) .
n n j

j

h h h h n h h j h b
b

c x r c x r c x r c x r
r

      

 
Задача 4 решается аналогично. 
4.3. Постановка и решение задачи в случае зависимости 

функции затрат участников одного типа от числа назначенных на 
этот вид работ участников другого типа. Рассмотрим задачу о фор-
мировании смешанной неоднородной команды для случая, когда эф-
фективность коботов зависят от числа людей, выполняющих этот же 
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вид работ. Действующие требования к безопасности коллаборативных 
робототехнических систем требуют выбора траекторий движения, ис-
ключающих причинение травм человеку. В связи с этим разумным 
является предположение о том, что чем больше в рабочей зоне людей, 
тем более сложные траектории придётся использовать — таким обра-
зом, эффективность будет снижаться. Кроме того, в этом случае функ-
ция затрат для коботов будет также зависеть еще и от количества людей 
с ненулевой эффективностью выполнения работ, т.е. ( , , ).

j j jb b b kc f x r N  
Рассмотрим случай с линейным падением эффективности. 

Пусть функции затрат членов команды — коботов имеют вид: 
 

1
( , , ) (1 ) , [1, ].j

j j j

j

kq
b

b b b k k k
k b

x
c x r N N j m

r

   (4) 

 
Здесь 

kN  — число людей, которым распределён ненулевой объ-
ём работ вида k. Функции затрат людей имеют вид (3). Как и ранее, все 
затраты считаем аддитивными по видам работ. 

Будем решать задачу (1) в непрерывном виде. Рассмотрим сле-
дующие частные случаи: 

1. Один вид работ, n людей, один кобот. 
2. q видов работ, n людей, один кобот. 
Отметим, что при подобной постановке задачи достаточно рас-

смотреть решения для единственного коллаборативного робота, так 
как их функции затрат линейны. 

Рассмотрим случай, когда требуется распределить между участ-
никами команды объёмы работ одного вида. Вначале заметим, что при 
V   нет никакого смысла включать в команду более одного чело-
века. Действительно, при увеличении 

kN  увеличивается также и про-
изводная функции затрат (4) — следовательно, при достаточно боль-
шом V более быстрый рост затрат перекроет выгоду от распределения 
части объёма работ на людей, чьи функции затрат выпуклы и растут 
при небольших значениях 

ihx  медленнее, чем у кобота (см. также 
предыдущий параграф). 

С другой стороны, при фиксированном объёме работ и доста-
точном количестве людей может получиться так, что: 

 

 1  2   
1

{ , ,..., }: ,
n i

n

h h h h
i

x x x x V


   
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 1  1  1  2  2  2    

' ' ' ' 2( , ) ( , ) ... ( , ) ( ,1) .
n n nh h h h h h h h h b b

b

c x r c x r c x r c r
r

      

В этом случае очевидно, что включать в команду кобота нецеле-
сообразно, и весь объём работ следует поделить между людьми. 

Рассмотрим теперь ситуацию, когда V const   , а количе-
ство людей n имеет такое значение, что: 

 

 1  2   
1

{ , ,..., }: ,
n i

n

h h h h
i

x x x x V


   

 1  1  1  2  2  2    

' ' ' ' 2( , ) ( , ) ... ( , ) ( ,1) .
n n nh h h h h h h h h b b

b

c x r c x r c x r c r
r

      

 
Вначале посчитаем издержки для смешанной команды из одно-

го человека и одного кобота. В общем случае, выберем условную ну-
мерацию людей таким образом, чтобы их эффективность не росла с 
увеличением номера, то есть 

1  2  
... .

nh h hr r r    Также будем считать, 
что 

  

( ) ( )
 {1,..., }   0 : 0     ( , ) ( , , ).
i i j

i i
h h b bi n x x x c x r c x r i         

Тогда 
 1 1 1  1

(1) ' (1) '
  

2:    ( , ) ( ,1) .h h h h b b
b

x c x r c r
r

    

 

1 1

 1

 1

(1) (1)
 (1) 2 .h h

h
h b

x V x
c r

r r

  

   
 

 

 
При добавлении в команду ещё одного человека возможны два 

варианта: 
 
1) 

 1  2  1  2 1 1  1 2 2  2

(2) (2) (2) (2) ' (2) ' (2)
    , :    , ( , ) ( , )h h h h h h h h h hx x x x V c x r c x r      

 

 

' 3( , 2) .
j

j

b b
b

c r
r

   

 
2) 

 1  2  1  2 1 1  1 2 2  2

(2) (2) (2) (2) ' (2) ' (2)
    , :    , ( , ) ( , )h h h h h h h h h hx x x x V c x r c x r      

 

 

' 3( , 2) .
j

j

b b
b

c r
r

   
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Первый вариант соответствует случаю, когда минимум затрат 
достигается при распределении всего объёма работы среди людей, без 
задействования кобота. Рассмотрим второй вариант. Заметим, что в 
силу выпуклости функции затрат 

 1  1  1

(2) (1)
1 ( , ),  .h h hc x r x x  Обозначим 

 1  1

(1) (2) (1) .h hx x   Теперь рассчитаем величину затрат для этого случая: 
 

1 2 1 2

 1  2

 1  2

(1) (1) (2) (1) (1) (2)
   (2) 3 .h h h h

h h
h h b

x x V x x
c r r

r r r
 
        

        
   

 

 
В общем случае о том, в каком отношении находятся (1)c  и (2)c , 

ничего сказать нельзя. Авторам не удалось найти точного решения 
этой задачи даже для случая 

 1  2h h hr r r  , то есть, когда все люди вы-
полняют работу с одинаковой эффективностью. По всей видимости, 
для решения практических задач в такой постановке потребуется ис-
пользовать некоторые эвристические подходы. Разработка таких алго-
ритмов и методов является темой для дальнейшего исследования.  

5. Вычислительный эксперимент. В среде MATLAB было 
проведено моделирование оптимального распределения работ между 
участниками КРТС для решения системы уравнений, представленной в 
(1). Для целей моделирования были внесены следующие ограничения 
и допущения: 

1. В команде присутствует 1n   людей и 1m   коботов. 
2. Количество типов работ для людей и коботов в команде яв-

ляется одинаковым и равно 1q  . Любой кобот и человек в команде 
способен выполнять все 𝑞 видов работ, но с разной эффективностью, 
задаваемой матрицами эффективности 

  
( )

k ih h q nr r  , и 
  

( )
k jb b q mr r   для 

людей и коботов соответственно. 
3. Как было указано в главе 4, в качестве функций затрат лю-

дей были использованы квадратичные функции типа Кобба-Дугласа, 
суммируемые по всем 𝑞 видам работ. Так, для -го человека, выполня-
ющего q видов работ с различными значениями эффективности 

 
0, [1, ],

i

k
hr k q   данная функция примет вид:   

  

 

2

1
( , ) ,

2
i

i i

i

kq
h

i h h k
k h

x
c x r

r

 
 
 
 



 
[1, ], 0.

i

k
hi n r   В свою очередь, функция затрат для -го кобота, сумми-
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руемая по всем 𝑞  видам работ, полагаются линейными: 
  

( , )
j jj b bc x r 

 

 

 1
, [1, ], 0.j

j

j

kq
b k

bk
k b

x
j m r

r

 
   
 
 

  

4. Любой участник команды способен выполнять любой из до-
ступных ему 𝑞  видов работ, если его эффективность для этого вида 
работ не равна нулю. 

5. Общее количество затрат людей и роботов соответственно 
для -го вида работ равно общему объему для этого вида работ 

  
1 1

: , [1, ].
i j

n m
k k k k

h b
i j

V x x V k q
 

     Общие объемы для любых видов ра-

бот одинаковы, но значения объемов работ для людей 
1

i

n
k k

h h
i

V x


   и 

коботов 
1

j

m
k k

b b
j

V x


   могут различаться. Общий объем работ для всех 𝑞 

видов работ представляет собой матрицу   k d q l
V V


 , где 𝑙 – количе-

ство типов участников ( 2l   для команды из коботов и людей). 
Для процесса моделирования было принято к рассмотрению 

пять сценариев, расположенных в порядке усложнения исходных дан-
ных и начальных условий: 

1. Одинаковые фиксированные объемы работ для всех 𝑞 видов 
работ для людей и коботов, любой участник команды может выпол-
нять любое количество работ, количество людей и коботов одинако-
вое, значения матрицы эффективности для людей и коботов задаются 
случайным образом в диапазоне (0..1]. 

2. Одинаковые фиксированные объемы работ для всех 𝑞 видов 
работ для людей и коботов, любой участник команды может выпол-
нять любое количество работ, количество людей и коботов неодинако-
вое, значения матрицы эффективности для людей и коботов задаются 
случайным образом в диапазоне (0..1]. 

3. Неодинаковые фиксированные объемы работ для всех 𝑞 ви-
дов работ для людей и коботов, любой участник команды может вы-
полнять любое количество работ, количество людей и коботов неоди-
наковое, значения матрицы эффективности для людей и коботов зада-
ются случайным образом в диапазоне (0..1]. 

4. Одинаковые фиксированные объемы работ для всех 𝑞 видов 
работ для людей и коботов, любой участник команды может выпол-
нять только одну работу, количество людей и коботов одинаковое, 
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значения матрицы эффективности для людей и коботов задаются слу-
чайным образом в диапазоне [0..1]. 

5. Неодинаковые фиксированные объемы работ для всех 𝑞 ви-
дов работ для людей и коботов, любой участник команды может вы-
полнять только одну работу, количество людей и коботов неодинако-
вое, значения матрицы эффективности для людей и коботов задаются 
случайным образом, но значения эффективности для коботов – в не-
сколько раз выше, чем у людей; значения матрицы эффективности для 
людей и коботов задаются случайным образом в диапазоне [0..1]. 

Вычисление значений, назначенных участникам команды объё-
мов работ 

 i

k
hx  и 

j

k
bx  осуществлялось в среде моделирования MATLAB 

с использованием функции fmincon. Значения по исходным характери-
стикам для команд представлены в таблице 1, вычисленные значения 
объемов работ участникам неоднородной смешанной команды – в таб-
лице 2. 
 

Таблица 1. Характеристики команд. 

Сценарий 
Значение переменных 

𝑛 𝑚 𝑞 𝑉௛ 𝑉௕ 𝑟௛ 𝑟௕ 

№ 1 3 3 3 100 100 100 100 100 100
0,08 0,24 0,12 
0,05 0,9   0,95 
0,9   0,37 0,11 

0,18 0,24 0,42 
0,49 0,49 0,34 
0,78 0,39 0,24 

№ 2 4 2 3 100 100 100 100 100 100
0,3   0,74 0,19 0,69
0,63 0,78 0,08 0,93
0,46 0,45 0,31 0,51

0,18 0,37 
0,78 0,49 
0,51 0,82 

№ 3 4 2 3 60 100 70 50 100 20 
0,58 0,23 0,46 0,97
0,62 0,68 0,4   0,37
0,8   0,1   0,26 0,34

0,52 0,23 
0,04 0,89 
0,14 0,72 

№ 4 3 3 3 100 100 100 100 100 100
0,56 0    0 
0      0,7 0 

        0      0    0,82 

0,93 0      0 
0      0,58 0 

     0     0      0,88 

№ 5 2 4 3 50 90 30 50 100 60 
           1 0 

0 0,87 
           0 0 

0 2 0      0 
0 0 2,61 0 

      3 0 0      2,52
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Таблица 2. Результаты моделирования распределения объема работ 
в неоднородной смешанной команде. 

Сценарий 
Значение переменных 

𝑥௛ 𝑥௕ 

№ 1 
0,01 0,14 0,04 
0,01 1,66 1,82 
1,04 0,17 0,02 

0          0 199,81 
            196,52 0 0 
            198,77 0 0 

№ 2 
0,24 1,5   0,1   1,28 
0,5   0,78 0,01 1,11 
0,23 0,24 0,11 0,32 

0          196,88 
              197,59 0 

0          199,09 

№ 3 
0,64 0,11 0,4   1,78 
0,44 0,52 0,18 1,15 
0,88 0,01 0,1   0,16 

              107,07 0 
0          198,71 

              0          88,86 

№ 4 
0,34 0      0 
0      0,83 0 

               0      0      0,76 

199,66 0          0 
0          199,17 0 

             0          0          199,24 

№ 5 
                0,49 0 

0      0,29 
                0      0 

0   99,51 0          0 
0   0        189,71 0 
90 0        0          0 

 
5.1. Анализ полученных результатов и формирование соста-

ва КРТС. Согласно расчетам, представленным в таблице 2, во всех 
сценариях коботам назначался больший объем работ, чем людям. Это 
связано с отличиями в типах функциях затрат двух типов участников – 
у коботов она принята линейной. 

В сценариях 1-3 в результате минимизации функции основной 
объем работы назначался одному коботу с максимальной эффективно-
стью среди этого типа участников для данного вида работ. Кроме того, 
среди людей в команде также была заметна неравномерность распре-
деления назначаемых объемов работ, сильно зависящая от разницы 
значений эффективности по конкретному виду работ. 

Результаты моделирования по сценариям 4-5, где любой участ-
ник команды может выполнять только одну работу (т.е. некоторые 
значения в матрицах эффективности для людей и коботов являются 
нулевыми), схожи с вычисленными значениями назначаемых объемов 
работ в сценариях 1-3: основной объем работ выполнял кобот, если его 
эффективность для данной работы была больше нуля. Несмотря на это, 
некоторый объем работ людям все же назначался, если значение его 
эффективности было ненулевое. Особо следует отметить, результаты 
моделирования по третьему виду работ сценария 5, где ненулевыми 
значениями эффективности среди всех участников обладали только 
два кобота. В результате кобот с наивысшим значением эффективно-
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сти получил весь объем данной работы, хотя этот объем мог быть рас-
пределен между двумя роботами. 

Особенностью полученных результатов моделирования являет-
ся то, что вышеуказанные значения назначаемых объемов работ можно 
использовать не только на этапе первоначального распределения работ 
разных видов среди участников КРТС (в ходе первичной постановки 
задач на выполнение работ), но и, в первую очередь, осуществлять 
целенаправленный подбор состава команды для выполнения конкрет-
ных работ с учетом значений эффективности для каждого вида работ и 
всех агентов в команде. Кроме того, гибкость созданной модели поз-
воляет перераспределять требуемый для выполнения объем работ сре-
ди участников при изменении состава команды (например, в случае 
выхода из строя кобота или неспособности человека делать конкрет-
ный вид работ) и/или значений эффективности для агентов в составе 
КРТС, в том числе с учетом уже сделанного объема работ конкретных 
видов. 

6. Заключение. Актуальность настоящей работы заключается в 
недостаточной исследованности вопросов формирования смешанных 
неоднородных команд, состоящих из людей и коботов (т.е. гетероген-
ных групп из участников различных типов) и распределения задач в 
них с учетом специфики разнородности членов команды, а также обя-
зательных требований безопасного взаимодействия участников, при-
сущих КРТС. Рассматриваются частные случаи задачи, в том числе 
при различных функциях затрат у разных видов участников, в случае 
ограниченной активности членов команды, при наличии зависимости 
функции затрат участников одного типа от числа назначенных на этот 
вид работ участников другого типа, а также в случае наличия произ-
вольного количества видов работ, назначаемых участникам смешанной 
неоднородной команды.  

В ходе моделирования людям в КРТС назначался сравнительно 
малый объем работы, в то время как коботы выполняли ее основную 
часть. Это связано как различиями в используемых функциях затрат, 
так и с отсутствием в модели минимального значения объема работ, 
который может быть назначен участнику с ненулевым значением эф-
фективности. Кроме того, актуальной является задача более равномер-
ного распределения объемов работ среди участников одного типа. 

Полученные результаты свидетельствуют о необходимости вве-
дения в модель дополнительных условий и доработок. В частности, 
в результате моделирования определенный объем работы не обяза-
тельно должен назначаться всем участникам. Вместо этого планирует-
ся программно реализовать процедуру выбора определенного состава 
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участника из числа доступных (в том числе на основании более высо-
ких значений эффективности выполнения конкретных видов работ) с 
обязательным соблюдением требования наличия в составе исполните-
лей для каждого вида работ не менее одного кобота и не менее одного 
человека (для сохранения самой сути КРТС как комплексной системы 
взаимодействия людей и роботов). Также планируется добавить вре-
менную составляющую затрат на выполнение работ участниками ко-
манды и реализовать изменение величины эффективности участников 
КРТС во времени, добавить возможность введения простоев в работе 
по конкретным участникам и моделировать отказы коботов и сопут-
ствующие им снижение эффективности, связанное с затратами на про-
ведение ремонта (учет фактора надежности робототехнических си-
стем), а также предусмотреть возможность распределения объемов 
работ в случае зависимости функции затрат участников одного типа от 
числа назначенных на этот же вид работ агентов другого типа. Кроме 
того, требуется внедрение в модель функции дохода агентов, т.е. поль-
зы (награды), получаемой агентами при выполнении работ, в том чис-
ле в условиях нарастания получаемой агентами выгоды с увеличением 
объема выполненных работ. 

Введение соответствующих дополнений и условий в модель и 
проведение расчетов будет являться предметом дальнейших исследо-
ваний по тематике распределения задач в неоднородных смешанных 
командах в КРТС. 
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EFFECTIVE FUNCTIONING OF A MIXED HETEROGENEOUS 

TEAM IN A COLLABORATIVE ROBOTIC SYSTEM 
 
Galin R., Shiroky A., Magid E., Meshcheryakov R., Mamchenko M. Effective Functioning of a 
Mixed Heterogeneous Team in a Collaborative Robotic System. 

Abstract. The study describes a collaborative robot (cobot) as one of the types of 
intelligent robotics and its distinctive features compared to other types of robots. The paper 
presents a collaborative robotic system as a single complex system in which actors of different 
types – cobots and human workers – perform collaborative actions to achieve a common goal. 
Elements of a collaborative robotic system, as well as processes and entities that directly 
influence it are represented. The key principles of Human-Robot Collaboration are described. 
A collaborative robotic system is analyzed both as a multi-agent system and as a mixed team, 
whose members are heterogeneous actors.  The relevance of the work lies in a weak level of 
research on issues of formation of mixed teams of people and cobots and distribution of tasks 
in such teams, taking into account features of these two types of participants and requirements 
of their safe collaboration. This work focused on a formation of mixed teams of elements of a 
single complex human-cobot system, the distribution of tasks among the members of such 
teams, taking into account the need to minimize costs for its participants and the heterogeneity 
of the team. As part of the study, the problem of forming a mixed heterogeneous team of 
people and cobots, and distribution of work among its members, as well as the corresponding 
mathematical description are presented. Specific cases of the problem, including different cost 
functions of different types of participants, a limited activity of the team’s members, the 
dependence of the cost function of the participants of one type on the number of participants of 
another type, as well as an arbitrary number of works assigned to the team’s members are 
considered. 
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