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λ-èñ÷èñëåíèÿ ñ òèïàìè ê àòðèáóòíûì âû÷èñëåíèÿì â ñèñòåìàõ êà-

òåãîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ.

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé íà îñíîâå ïðåîáðà-
çîâàíèé àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Èññëåäóåòñÿ ïîäõîä îäèíàðíîãî óíèâåðñàëüíîãî
êâàäðàòà (single pushout) äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèÿ â êàòåãî-
ðèè àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ àòðèáóòîâ çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè λ-
òåðìîâ â λ-èñ÷èñëåíèè ñ èíäóêòèâíûìè òèïàìè. Ïðåäëàãàþòñÿ ðåøåíèÿ, ïîç-
âîëÿþùèå ðàáîòàòü ñ êîíñòðóêöèåé îäèíàðíîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðû ãðàôà è àòðèáóòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ôóíêöèé.
Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíûõ òèïîâ ïîâûøàåò âûðàçèòåëüíîñòü è ýôôåêòèâ-
íîñòü àòðèáóòíûõ âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûì ïîäõîäîì íà îñíîâå
Σ-àëãåáð. Ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ îñîáåííîñòè ïðåäëà-
ãàåìîãî ïîäõîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ êàòåãîðèé, óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò, λ-èñ÷èñëåíèå,
ïåðåïèñûâàíèå àòðèáóòíûõ ãðàôîâ.

Baranov S., Boisvert B., Soloviev S., F�eraud L. Applications of typed λ-terms
to categorical attributed graph transformations.

Abstract. This paper deals with model transformation based on attributed graph
rewriting. Our contribution investigates a single pushout approach for applying
the rewrite rules. The computation of graph attributes is obtained through the use
of λ-terms in a typed λ-calculus with inductive types. In this paper we present
solutions to cope with single pushout construction for the graph structure and the
computations functions. As this rewrite system uses inductive types, the expressive
power of attribute computations increases and appears to be more e�cient than the
one based on Σ-algebras. Some examples showing the interest of our computation
approach are described in this paper.
Keywords: category theory, single pushout, λ-calculus, attributed graph rewriting.

1. Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ òåõíîëîãèè ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëåé òðåáóåòñÿ ñòðîãîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñ-
íîâàíèå. Ìîäåëè â òàêèõ òåõíîëîãèÿõ, êàê ïðàâèëî, îïèñûâàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêèõ ÿçûêîâ (UML, SDL, ...) è ñîñòîÿò èç ñòðóê-
òóðíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãðàôà, è
àòðèáóòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé èíôîðìàöèþ, ïðèñîåäèíåííóþ
ê âåðøèíàì èëè ðåáðàì òàêîãî ãðàôà. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè ìî-
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ãóò áûòü ôîðìàëèçîâàíû êàê àòðèáóòíûå ãðàôû, à ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ìîäåëåé � êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Ïðåîáðà-
çîâàíèå àòðèáóòíîãî ãðàôà ñîñòîèò èç ïåðåïèñûâàíèÿ åãî ñòðóê-
òóðíîé ÷àñòè è âû÷èñëåíèÿ åãî àòðèáóòîâ, è äëÿ âûðàæåíèÿ ýòèõ
äâóõ âèäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ íóæåí ôîðìàëüíûé êàðêàñ.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé ÷àñòè ãðàôà øèðîêî èñïîëü-
çóþòñÿ ñèñòåìû ïåðåïèñûâàíèÿ ãðàôîâ íà áàçå òåîðèè êàòåãîðèé.
Ïðîáëåìó äëÿ ñèñòåì ïåðåïèñûâàíèÿ àòðèáóòíûõ ãðàôîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ðåàëèçàöèÿ àòðèáóòíûõ âû÷èñëåíèé. Áîëüøèíñòâî èç-
âåñòíûõ ñèñòåì íà áàçå òåîðèè êàòåãîðèé ïðèíèìàþò ñòàíäàðòíûé
àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä, â êîòîðîì àòðèáóòû èñïîëüçóþò àëãåáðà-
è÷åñêèå òèïû äàííûõ, ïðåäñòàâëÿåìûå Σ- àëãåáðàìè [5, 8]. Îäíà-
êî ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé íàä àëãåáðàè÷åñêèìè òèïàìè äàííûõ
âñòðå÷àåò ðÿä òðóäíîñòåé, ïîýòîìó èç ñîîáðàæåíèé ýôôåêòèâíî-
ñòè è ïðîñòîòû â èñïîëüçîâàíèè òàêèå ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, íå
ðåàëèçóþò àòðèáóòíûå âû÷èñëåíèÿ öåëèêîì, à îïèðàþòñÿ íà ïðî-
ãðàììû, íàïèñàííûå íà êàêîì-ëèáî ÿçûêå, çàâèñÿùèì îò ïëàòôîð-
ìû.

Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [9,10,12] ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü èí-
äóêòèâíûå òèïû è λ-òåðìû â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé
ïîäõîäà ñ äâîéíûì óíèâåðñàëüíûì êâàäðàòîì [11] , äëÿ êîòîðî-
ãî ïðèìåíÿåòñÿ àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà DPoPb (�double pushout-
pullback� approach). Íàøåé öåëüþ áûëî èñïîëüçîâàòü õîðîøî ðàç-
ðàáîòàííûé ïîäõîä ñ äâîéíûì óíèâåðñàëüíûì êâàäðàòîì äëÿ ðå-
àëèçàöèè ïåðåïèñûâàíèÿ ñòðóêòóðíîé ÷àñòè àòðèáóòíûõ ãðàôîâ,
à òàêæå ïðèìåíèòü âûðàçèòåëüíóþ ñèëó λ-òåðìîâ è èíäóêòèâíûõ
òèïîâ äëÿ îïèñàíèÿ àòðèáóòîâ è óïðîùåíèÿ èõ âû÷èñëåíèÿ. Îäíà-
êî êîíñòðóêöèÿ äâîéíîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà íàêëàäûâàåò
îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ, â îñíîâíîì
èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ âñþäó îïðåäåëåííûõ îòîáðàæåíèé è íåîáõî-
äèìîñòè ðàçáèâàòü âû÷èñëåíèÿ íà äâà ýòàïà. Èìåííî ïîýòîìó ìû
ïðåäñòàâëÿåì çäåñü íîâûé ïîäõîä íà îñíîâå îäèíàðíîãî óíèâåð-
ñàëüíîãî êâàäðàòà.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàííîé ðàáîòû äàåòñÿ ââåäåíèå â îñíîâíûå
ïîäõîäû ê ïåðåïèñûâàíèþ ãðàôîâ íà áàçå òåîðèè êàòåãîðèé è â
÷àñòíîñòè ïîäõîä ñ îäèíàðíûì óíèâåðñàëüíûì êâàäðàòîì, íà êî-
òîðîì îñíîâàí íàø ïîäõîä. Âî âòîðîì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëå-
íèå êàòåãîðèè àòðèáóòíûõ ãðàôîâ è îáúÿñíÿåòñÿ, êàê ïðèìåíÿòü
ïðàâèëî ïåðåïèñûâàíèÿ ÷åðåç ïîñòðîåíèå ñëàáîãî óíèâåðñàëüíî-
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ãî êâàäðàòà. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ äâà ïðèìåðà, â êîòîðûõ
îïèñûâàåìûé ïîäõîä ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïîäõîäàìè íà áàçå äâîéíîãî
óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà.

2. Êàòåãîðíûé ïîäõîä ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ãðàôîâ. Â ñè-
ñòåìàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ íà îñíîâå òåîðèè êàòåãîðèé îáû÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãðàôû,
à ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìû ãðàôîâ. Â ïðàâèëå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ó÷àñòâóþò, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâà ãðàôà, êîòîðûå íà-
çûâàþòñÿ åãî ëåâîé (îáû÷íî îáîçíà÷àåìîé L) è ïðàâîé (îáû÷íî
îáîçíà÷àåìîé R) ÷àñòÿìè. Ëåâàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò, êàêîé ïîäãðàô
äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â ãðàôå G, ÷òîáû äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîã-
ëî áûòü ê íåìó ïðèìåíåíî, à ïðàâàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò, êàê áóäåò âû-
ãëÿäåòü ýòîò ïîäãðàô ïîñëå äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìîðôèçìû
ìåæäó ëåâûìè è ïðàâûìè ÷àñòÿìè îïèñûâàþò, êàêèå ÷àñòè ãðàôà
áóäóò óäàëåíû, ïðåîáðàçîâàíû èëè äîáàâëåíû. ×òîáû ïðèìåíèòü
ïðàâèëî ê íåêîòîðîìó ïîäãðàôó ãðàôà G íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âû-
ÿâèòü ëåâóþ ÷àñòü ïðàâèëà êàê ïîäãðàô ãðàôà G. Ïðîöåññ òàêîãî

âûÿâëåíèÿ ïðåäñòàâëåí âêëþ÷åíèåì L
i→ G. Ñð. ðèñ.1(a) è 1(b).

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ïðåîáðàçîâàíèþ ãðàôîâ,
îñíîâàííûõ íà òåîðèè êàòåãîðèé: íà îñíîâå äâîéíîãî óíèâåðñàëü-
íîãî êâàäðàòà (ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå - DPo, ââåäåííîå Õ. Ýðè-
ãîì è åãî êîëëåãàìè [3], [11]), è íà îñíîâå îäèíàðíîãî óíèâåð-
ñàëüíîãî êâàäðàòà (ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå SPo, ââåäåííîå Ë¼-
âå [6], [11]). Ãëàâíîå ðàçëè÷èå ýòèõ ïîäõîäîâ â òîì, ÷òî ìîðôèçìû
â DPo ýòî âñþäó îïðåäåëåííûå îòîáðàæåíèÿ, à ìîðôèçìû â SPo �
÷àñòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ. Ýòî ðàçëè÷èå âëå÷åò çà ñîáîé ðàçíèöó â
ôîðìå ïðàâèë.

Â ïîäõîäå DPo ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàåòñÿ òðåìÿ ãðàôà-

ìè è äâóìÿ ìîðôèçìàìè: L
l← K

r→ R. Ìîðôèçì l óêàçûâàåò,
êàêèå âåðøèíû èëè ðåáðà äîëæíû áûòü óäàëåíû (òå, êîòîðûå íå
âõîäÿò â îáðàç K), è êàêèå äîëæíû áûòü äîáàâëåíû (òå, êîòîðûå
íå âõîäÿò â îáðàç r). Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðàâèëà îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äîïîëíåíèÿ äî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà â ëå-

âîé ÷àñòè äèàãðàììû (ñ äîáàâëåíèåì ñòðåëîê K
d→ D è D

l∗→ G,
à çàòåì ÷åðåç ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà â ïðàâîé ÷àñòè

(ñòðåëêè R
i∗→ H è D

r∗→ H), ñì. ðèñ. 1(a).
Â ïîäõîäå SPo ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ÷à-

ñòè÷íûì ìîðôèçìîì L
r→ R. Âåðøèíû è ðåáðà, íå âêëþ÷åííûå
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â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ r, áóäóò óäàëåíû, òå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ r, áóäóò ïðåîáðàçîâàíû, à òå, êîòîðûå íå
íàõîäÿòñÿ â îáðàçå r, áóäóò äîáàâëåíû. Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ îäèíàðíîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàä-

ðàòà (äîáàâëåíèåì ñòðåëîê G
r∗→ H è R

i∗→ H). Ñì. ðèñ. 1(b).

(a) Ïîäõîä DPo (b) Ïîäõîä SPo

Ðèñ. 1: Êëàññè÷åñêèå êàòåãîðíûå ïîäõîäû ê ïåðåïèñûâàíèþ ãðà-
ôîâ

Ïîñêîëüêó â êàòåãîðèÿõ ãðàôîâ íå âñå äîïîëíåíèÿ äî óíèâåð-
ñàëüíîãî êâàäðàòà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñóùåñòâóþò, òî ñ ïîäõîäîì
DPo ñâÿçàíû îïðåäåëåííûå "óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ". Êàê ñëåäñòâèå,
â ïîäõîäå DPo çàïðåùåíû ïðàâèëà, êîòîðûå ñîçäàþò âèñÿ÷èå ðåá-
ðà, òîãäà êàê â ïîäõîäå SPo âèñÿ÷èå ðåáðà âñåãäà óäàëÿþòñÿ ïðè
ïðèìåíåíèè ïðàâèëà.

Îáà ïîäõîäà âñòðå÷àþòñÿ ñî ìíîãèìè òðóäíîñòÿìè íà óðîâíå
âû÷èñëåíèÿ àòðèáóòîâ. Íàø îïûò ñ ïîäõîäîì DPoPb [9,10,12] è èñ-
ïîëüçîâàíèåì λ-òåðìîâ äëÿ àòðèáóòîâ îêàçàëñÿ ïåðñïåêòèâíûì, íî
ïîñòðîåíèå äâîéíîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà ïîâëåêëî ðÿä îãðà-
íè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì âñþäó îïðåäåëåííûõ îòîá-
ðàæåíèé è âûíóæäåííûì ðàçáèåíèåì âû÷èñëåíèé íà äâà ýòàïà.
Íîâûé ïîäõîä, ïðåäñòàâëÿåìûé â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ áîëåå
åñòåñòâåííûì, áåç óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ è êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé
íà óðîâíå âû÷èñëåíèÿ àòðèáóòîâ. Ïðîöåññ ïåðåïèñûâàíèÿ âêëþ÷à-
åò ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà è âû÷èñëåíèå åãî àòðèáóòîâ.
Â äàííîé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âû÷èñëåíèÿõ àòðèáóòîâ è
ëèøü ñëåãêà êîñíåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðóêòóðû. Ìû íàäååìñÿ,
÷òî ñî÷åòàíèå ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà SPo è λ-òåðìîâ ïîçâîëèò íàì
ïðåîäîëåòü èçâåñòíûå òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ àòðèáóòîâ.

Äëÿ ñîçäàíèÿ ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôîâ, îñíîâàííîé íà

299



Труды СПИИРАН. 2012. Вып. 4(23). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2012. Issue 4(23). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

òåîðèè êàòåãîðèé, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êàòåãîðèþ (îáúåêòû è
ìîðôèçìû), à çàòåì îáúÿñíèòü, êàê ïðèìåíÿòü ïðàâèëà (â íàøåì
ñëó÷àå ÷åðåç âû÷èñëåíèå óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà).

Óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò äëÿ ïàðû ìîðôèçìîâ L
r→ R, L

i→ G

çàäàåòñÿ ïàðîé ìîðôèçìîâ (G
r′→ H, R

i′→ H) òàêèõ, ÷òî:

• i′ ◦ r = r′ ◦ i,

• äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû ìîðôèçìîâ (R
h→ H ′, G

g→ H ′) òàêîé,
÷òî h ◦ r = g ◦ i, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì c òàêîé,
÷òî êîììóòèðóåò ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà âëå÷åò
åäèíñòâåííîñòü îáúåêòà H ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (ñì. [4,6]).
Åñëè â îïðåäåëåíèè óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà ïðèñóòñòâóþò ýòè
äâà ñâîéñòâà, íî áåç åäèíñòâåííîñòè c, òî òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ íà-
çûâàåòñÿ ñëàáûì óíèâåðñàëüíûì êâàäðàòîì. Â ýòîì ñëó÷àå îáú-
åêòû H ñóùåñòâóþò, íî íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

3. Òèïîâîå λ-èñ÷èñëåíèå ñ èíäóêòèâíûìè òèïàìè. λ-
èñ÷èñëåíèå â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì λ-èñ÷èñëåíèåì ñ èí-
äóêòèâíûìè òèïàìè, ñþðüåêòèâíûì îïåðàòîðîì îáðàçîâàíèÿ ïàðû
è òåðìèíàëüíûì îáúåêòîì. Ïîäðîáíîñòè åñòü â ðàáîòå [2]; ïðèâå-
äåì òîëüêî îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ýòîé ñèñòåìû, êî-
òîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê T .

Òèïû ìîãóò áûòü ëèáî àòîìàðíûìè, ëèáî îïðåäåëåííûìè ÷åðåç
êîíñòðóêòîð òèïîâ. Àòîìàðíûìè òèïàìè ÿâëÿþòñÿ:
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• êîíñòàíòíûé òèï >;

• êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî S = {α, β, . . .}, ýëåìåí-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå äëÿ òèïîâ.

Êîíñòðóêòîðàìè òèïîâ ÿâëÿþòñÿ:

• îïåðàòîð → äëÿ îáðàçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ, êîòî-
ðûé ñòðîèò òèï ôóíêöèé A→ B äëÿ ëþáûõ òèïîâ A è B;

• îïåðàòîð × äëÿ îáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òèïîâ, êîòîðûé
ñòðîèò òèï ïàð (ïðîèçâåäåíèå) A × B äëÿ ëþáûõ òèïîâ A è
B;

• îïåðàòîð Ind, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü C
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ èíòðîäóêöèè

(êîíñòðóêòîðîâ ýëåìåíòîâ èíäóêòèâíûõ òèïîâ), ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðîâ èç C ∩ S = ∅ ; òîãäà èíäóêòèâíûé òèï ñ n êîí-
ñòðóêòîðàìè c1, . . . , cn ∈ C, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ìåñò-
íîñòü ki (ãäå 1 ≤ i ≤ n), èìååò âèä: Ind(α){c1 : A1

1 → . . . →
Ak11 → α|...|cn : A1

n → . . . → Aknn → α}, Çäåñü êàæäîå
A ≡ A1

i → . . . → Akii → α ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé èíäóêöèè; ò.å.,

êàæäîå Aji ýòî:

� ëèáî òèï, íå ñîäåðæàùèé α;

� ëèáî òèï, èìåþùèé âèä: Aji ≡ C1 → . . .→ Cm → α, ãäå α

íå âñòðå÷àåòñÿ íè â êàêîì C`∈1..m (òàêèå Aji íàçûâàþòñÿ
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè).

Çäåñü Ind(α) ñâÿçûâàåò ïåðåìåííóþ α.

Ïðèìåðû. Îïðåäåëåíèå òèïîâ Bool, Nat è Tω, òèïà ω-äåðåâüåâ:

• Bool = Ind(α){T : α |F : α};

• Nat = Ind(α){0 : α |S : α→ α};

• Tω = Ind(α){0ω : α |Sω : α→ α |Lim : (Nat→ α)→ α}.

Ïóñòü V ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ V (ïðè÷åì
V∩S∩C = ∅). Ìíîæåñòâî èç λ-òåðìîâ ãåíåðèðóåòñÿ ïî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì ãðàììàòèêè:

M ::= c |RecB→D |x | (λx : B ·M) | (M M) | < M M >,
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ãäå x ∈ V, c ∈ C, B è D ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè òèïàìè, à
RecB→D ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îïåðàòîðîì ðåêóðñèè (ïîäðîáíî-
ñòè èìåþòñÿ â ðàáîòàõ [7], [2]).

Âñå òåðìû è òèïû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî α-êîíâåðñèè,
ò.å., ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèé ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Êîí-
òåêñòîì Γ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ äëÿ òåðìîâ, èìåþùèõ
òèïû: x1 : A1, ..., xn : An (x1, ..., xn âñå ðàçëè÷íû). Γ,∆ îáîçíà÷àåò
îáúåäèíåíèå êîíòåêñòîâ Γ,∆ (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Γ,∆ íå èìåþò
îáùèõ ïåðåìåííûõ äëÿ òåðìîâ). Âûðàæåíèå Γ `M : A íàçûâàåòñÿ
ñóæäåíèåì î òèïå (èëè ñåêâåíöèåé). Åãî ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî
�òåðì M èìååò òèï A â êîíòåêñòå Γ�.

Äàëåå ïðèâåäåíû àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà äëÿ ñóæäåíèé (ò.å.
ïðàâèëà âûâîäà ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ òåðìîâ ñ òèïàìè â êîíòåê-
ñòå). Íèæå A,B,D îáîçíà÷àþò ïðîèçâîëüíûå òèïû, Γ îáîçíà÷àåò
ïðîèçâîëüíûé êîíòåêñò.

Àêñèîìû:

• Γ, x : A ` x : A, Γ ` 0 : >;

• Äëÿ êàæäîãî èíäóêòèâíîãî òèïà C = Ind(α){c1 : A1 | . . . | cn :
An} and 1 ≤ i ≤ n

Γ ` ci : Ai[B/α]

(íàïðèìåð, åñëè C = Nat, òî Γ ` 0 : Nat è Γ ` S : Nat →
Nat);

• Äëÿ C òàêîãî æå, êàê è âûøå, è ëþáîãî òèïà D àêñèîìà1:

Γ ` RecC→D : ΥC(A1, D)→ ...→ ΥC(An, D)→ C → D.

Ïðàâèëà òèïèçàöèè òåðìîâ.

Γ `M : A Γ ` N : B

Γ `< M N >: A×B
(pair),

Γ `M : A×B
Γ ` p1M : A

(p1),
Γ `M : A×B
Γ ` p2M : B

(p2),

1ΥC(A,D) ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûìè âñïîìîãàòåëüíûìè òèïàìè, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèè èç C â D. Îíè ñîîòâåòñòâóþò òèïàì
ôóíêöèé, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ñòàíäàðòíûõ ðåêóðñèâíûõ óðàâíåíèÿõ íàä
C. Íàïðèìåð, åñëè C = D = Nat è A = Nat → Nat (òèï íàñëåäíèêà S), òî
ΥNat(A,Nat) = Nat→ Nat→ Nat.
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Γ, x : A `M : B

Γ ` (λx : A ·M) : A→ B
(λ),

Γ `M : A→ B Γ ` N : A

Γ ` (M N) : B
(app).

(i) Êîíñòàíòà RecC→D íàçûâàåòñÿ ðåêóðñîðîì èç C â D. Çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå åå ïðèìåíåíèÿ (èñïîëüçóÿ ïðàâèëî app) ê òåðìàì

M1 : ΥC(A1, D), ...,Mn : ΥC(An, D)

ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ

RecC→DM1...Mn : C → D.

×àñòî âêëþ÷àåòñÿ ñëåäóþùåå ïðîèçâîäíîå ïðàâèëî:

Γ `Mi : ΥC(Ai, D) (1 ≤ i ≤ n)

Γ ` (RecC→D M1 . . . Mn) : C → D
(elim).

(ii) Îáû÷íî ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå ïðàâèëà âêëþ÷àþòñÿ â T
(îíè äîïóñòèìû ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ïðàâèëàì):

Γ `M : B

Γ, x : A `M : B
(wkn),

Γ, x : A, x′ : A `M : B

Γ, x : A ` [x/x′]M : B
(contr),

Γ ` N : A Γ, x : A `M : B

Γ ` [N/x]M : B
(subst).

Çäåñü [N/x] îáîçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó ñ ïåðåèìåíîâàíèåì ñâÿçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ äëÿ èçáåæàíèÿ êîëëèçèè ïåðåìåííûõ.

Íîðìàëèçàöèÿ è ðàâåíñòâî. Òåðìû ñèñòåìû T ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâåíñòâà, ïîðîæäàåìîãî îòíîøåíèåì
êîíâåðñèè. Óæå óïîìèíàëàñü α-êîíâåðñèÿ (ïåðåèìåíîâàíèå ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ). Äðóãèìè êîíâåðñèÿìè ÿâëÿþòñÿ2 : (i) β-
êîíâåðñèÿ (λx : A.M)N = [N/x]M ; (ii) η-êîíâåðñèÿ λx : A.(Mx) =
M (ãäå ïåðåìåííàÿ x íå äîëæíà áûòü ñâîáîäíîé â M); (iii) π-
êîíâåðñèè äëÿ ïàðû è òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà p1 < M,N >=
M,p2 < M,N >= N,< p1M,p2M >= M , à òàêæå äëÿ âñÿ-
êîãî M : >,M = 0; (iv) è ι-êîíâåðñèÿ äëÿ ðåêóðñèè. Ýòà ι-
êîíâåðñèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó øàãó â ðåêóðñèâíîì âû÷èñëåíèè.

2Ìû îïóñêàåì êîíòåêñòû è òèïû òåðìîâ.
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Îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê òåðìàì, èìåþùèì âèä (RecC→DM1...Mn)(ciN),
ò.å. êîãäà ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê òåð-
ìó, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ êàêèì-ëèáî îïåðàòîðîì èíòðîäóêöèè. Íà-
ïðèìåð, äëÿ (RecNat→Natag)0 →ι a è (RecNat→Natag)(Sn) →ι

(RecNat→Natag)((gn)(Sn)) (çäåñü a : Nat ÿâëÿåòñÿ �íà÷àëüíûì çíà-
÷åíèåì� è g : Nat→ Nat→ Nat îïðåäåëÿåò øàã èíäóêöèè. Òî÷íîå
îáùåå îïðåäåëåíèå ìîæíî íàéòè â [2], ñòð.884.

T êîíôëþýíòíî è ñèëüíî íîðìàëèçóåìî ïî îòíîøåíèþ ê βηπι-
ðåäóêöèÿì (íàïðàâëåííûì êîíâåðñèÿì). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå è
òåîðåìû íîðìàëèçàöèè äëÿ T åñòü â [2]. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ òåðìîâ, îñíîâàííîå íà êîíâåðñèè, (÷àñòî
íàçûâàåìîå βηπι-ðàâåíñòâîì) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì.

4. Êàòåãîðèÿ àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ äàëåå
êàòåãîðèÿ ãðàôîâ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç GrT .

Îáúåêòû. Îáúåêòàìè êàòåãîðèè GrT ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàí-
íûå àòðèáóòíûå ãðàôû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èõ âåðøèíû è
ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáîçíà÷àåìûìè
êàê V (G) è E(G) äëÿ ãðàôà G; ïðè÷åì V (G) ∩ E(G) = ∅, è ÷òî
íà âåðøèíàõ è ðåáðàõ îïðåäåëåí ñòàíäàðòíûé (ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêèé) ïîðÿäîê, îáîçíà÷àåìûé êàê <. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿ-
åò èçáåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè â îïðåäåëåíèè ìîðôèçìîâ è â ëþáîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ ïðîãðàìíûå
ðåàëèçàöèè. Àòðèáóòàìè ãðàôîâ áóäóò ñëóæèòü λ-òåðìû ñèñòåìû
T , îïèñàííîé âûøå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ó ëþáîé âåðøèíû èëè ðåáðà èìå-
åòñÿ òîëüêî îäèí àòðèáóò. Îïåðàöèÿ ïàðû ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü
ðàçëè÷íûå äàííûå â âèäå ýòîãî åäèíñòâåííîãî àòðèáóòà. Êàæäûé
àòðèáóò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîðòåæ, ñîäåðæàùèé âñþ èí-
ôîðìàöèþ, íàõîäÿùóþñÿ â äàííîé âåðøèíå èëè ðåáðå. Êîðòåæ èç
n ýëåìåíòîâ < t1, ..., tn > ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîêðàùåííàÿ ôîð-
ìà çàïèñè òåðìà < ... < t1, t2 >, ..., tn >. Åñëè A1, ..., An � òèïû
äëÿ t1, ..., tn ñîîòâåòñòâåííî, òî òèï âñåãî òàêîãî êîðòåæà áóäåò
çàïèñûâàòüñÿ êàê A1× ...×An, à íå êàê (...(A1×A2)× ...An). Òðè-
âèàëüíûé àòðèáóò 0 : > (> � òåðìèíàëüíûé îáúåêò) ïðåäñòàâëÿåò
îòñóòñòâèå àòðèáóòà. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì âåðøèí è ðåáåð è ìíîæåñòâîì àò-
ðèáóòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà.

Åñëè G ÿâëÿåòñÿ àòðèáóòíûì ãðàôîì, V (G) � ìíîæåñòâîì åãî
âåðøèí, E(G) � ìíîæåñòâîì åãî ðåáåð, òî att(v), ãäå v ∈ V (G) ∪
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E(G) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àòðèáóòîì v (λ-òåðìîì).
Òðåõóðîâíåâûå ìîðôèçìû. Ïóñòü G,H � äâà àòðèáóòíûõ

ãðàôà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå λ-òåðìû îá-
ëàäàþò òèïîì â îäíîì è òîì æå êîíòåêñòå Γ. Ýòîò êîíòåêñò ìîæåò
áûòü çàôèêñèðîâàí äëÿ âñåé êàòåãîðèè èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, äîë-
æåí áûòü äîñòàòî÷åí äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ è òåðìîâ.
Òåðìû íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü çàìêíóòûìè. Ðàâåíñòâî òåð-
ìîâ ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå êàê ðàâåíñòâî ïî îòíîøåíèþ ê
α, β, η è òàêæå ι êîíâåðñèè äëÿ ðåêóðñèè3. Ìîðôèçì f : G → H
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òðåõóðîâíåâîé êîíñòðóêöèè:

1. "Ñòðóêòóðíàÿ ÷àñòü"fstr ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ãîìîìîðôèç-
ìîì ãðàôîâ (áåç àòðèáóòîâ) èç G â H (ñì. ðèñ. 2(a)).

2. "Îòíîøåíèå àòðèáóòíîé çàâèñèìîñòè"fadr ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-
íèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè V (G) ∪ E(G) è V (H) ∪ E(H), ïî-
ðîæäàåìûì âû÷èñëèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè. Äëÿ êàæäîé âåð-
øèíû v ∈ V (H)∪E(H) åå ïðîîáðàçîì (ò.å., ìíîæåñòâîì âñåõ
åå àíòåöåäåíòîâ) ÿâëÿåòñÿ [v]fadr

⊆ V (G) ∪ E(G) , êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò âñå òå àòðèáóòû ãðàôà G, êîòîðûå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ àòðèáóòà v. (Ñì. ðèñ. 2(b).)

3. "Âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü"äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v ∈ V (H) ∪
E(H) ïðåäñòàâëÿåòñÿ λ-òåðìîì fcmp(v). Ýòè λ-òåðìû áóäóò
íàçûâàòüñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè. Èõ àðãóìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ àòðèáóòû ãðàôàG , îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç fadr. Áîëåå
ñòðîãî, ïóñòü v ∈ V (H) ∪ E(H) è att(v) = t : A ÿâëÿåòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèì àòðèáóòîì. Ïóñòü [v]fadr

= {u1, ..., uk}, u1 <
... < uk (èñïîëüçóåòñÿ óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ ãðàôà) è
att(u1) = t1 : A1, ..., att(uk) = tk : Ak ÿâëÿþòñÿ àòðèáóòà-
ìè åãî àíòåöåäåíòîâ. Òîãäà òåðì sv = fcmp(v) èìååò òèï
A1 → ... → Ak → A è äîëæåí èìåòü ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî: sv(t1, ..., tk) = t (ðàçóìååòñÿ, ìíîãèå àðãóìåíòû ìîãóò
áûòü "ïóñòûìè"). Â ÷àñòíîñòè, åñëè [y]fadr

= ∅, òî sv = t.
(ñì.Ðèñ.2(c).)

Ðàâåíñòâî ìîðôèçìîâ. Äâà ìîðôèçìà f, g : G → H ðàâíû,
åñëè:

1. fstr = gstr;

3Â ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû è äðóãèå ôîðìû ðàâåíñòâà.
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(a) Ñòðóêòóðíàÿ ÷àñòü

(b) Ñòðóêòóðíàÿ ÷àñòü + àòðèáóòíîå îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè

(c) Ñòðóêòóðíàÿ ÷àñòü + àòðèáóòíîå îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè +
âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü

Ðèñ. 2: Òðåõóðîâíåâûé ìîðôèçì àòðèáóòíûõ ãðàôîâ
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2. îòíîøåíèÿ fadr = gadr;

3. è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v ∈ V (H) ∪ E(H) åãî âû÷èñëèòåëü-
íûå ôóíêöèè fcmp(v) è gcmp(v) ðàâíû íà ñâîèõ àðãóìåíòàõ
â G. Áîëåå òî÷íî, ïóñòü [v]fadr

= [v]gadr
= {u1, ..., uk} ÿâëÿ-

þòñÿ àðãóìåíòàìè fcmp(v) è gcmp(v). Òîãäà òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû fcmp(v)(att(u1), . . . , att(un)) = gcmp(v)(att(u1), . . . , att(un))
êàê λ-òåðìû.

Çàìå÷àíèÿ:

• Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà ìîðôèçìîâ íå ñëåäóåò ðà-
âåíñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ ôóíêöèé, òàê ÷òî äâà ðàâíûõ ìîð-
ôèçìà ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ôóíêöèè.

• Åñëè àòðèáóòàìèG ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå, òî ðàâåíñòâî ôóíê-
öèé íà èõ çíà÷åíèÿõ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó ñàìèõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ôóíêöèé. (Òàêîé âûáîð ïåðåìåííûõ â êà÷åñòâå àò-
ðèáóòîâ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñõåìû
ïðàâèë âìåñòî êîíêðåòíûõ ïðàâèë).

• Åñëè çàäàíû äâà ìîðôèçìà f, g : G→ H, òî èç ðàâåíñòâà ïåð-
âûõ äâóõ óðîâíåé fstr = gstr è fadr = gadr ñëåäóåò ðàâåíñòâî
f = g, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ H îäíè è òå æå.

• Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë, âèäèì,
÷òî îí âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèöèåé. Ìîðôèçì r : L → R
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ ïðàâèëà (èëè ñõåìû ïðà-
âèë), è åñòåñòâåííî ïðèíÿòü, ÷òî èçâåñòíû ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ (àòðèáóòû R).

Êîìïîçèöèÿ.

1. Íà óðîâíå ñòðóêòóðû áåðåòñÿ êîìïîçèöèÿ gstr ◦ fstr;

2. Íà óðîâíå îòíîøåíèé àòðèáóòíîé çàâèñèìîñòè áåðåòñÿ êîì-
ïîçèöèÿ îòíîøåíèé (gadr ◦ fadr). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî:

[w](g◦f)adr
= [w]gadr◦fadr

= ∪v∈[w]gadr
[v]fadr

.

3. Íà óðîâíå âû÷èñëèòåëüíûõ ôóíêöèé (λ-òåðìîâ) êîìïîçèöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîçèöèè λ-òåðìîâ. Áîëåå
òî÷íî, ïóñòü:
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• t = gcmp(w);

• [w]gadr
= {v1, ..., vk}, v1 < ... < vk;

• t1 = fcmp(v1), ..., tk = fcmp(vk);

• [v1]fadr
= {u11, ..., u1n1

}, ..., [vk]fadr
= {uk1, ..., uknk

}.

Ïåðåñå÷åíèÿ àíòåöåäåíòîâ ìîãóò áûòü íåïóñòûìè, ïîýòîìó
ïóñòü u1 < ... < up � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû (âåðøèíû èëè
ðåáðà) îáúåäèíåíèÿ [v1]fadr

∪ ... ∪ [vk]fadr
. Ïóñòü A1, ..., Ap,

ñîîòâåòñòâåííî, � òèïû àòðèáóòîâ att(u1), ..., att(up) è x1 :
A1, ..., xp : Ap � òåðìàëüíûå ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â êîí-
òåêñò Γ. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ýëåìåíòîâ uij ñîîòâåòñòâóåò
â òî÷íîñòè îäíîìó èç u1, ..., up, òî uij = um äëÿ íåêîòîðî-
ãî m, 1 ≤ m ≤ p è äëÿ âñåõ òåðìàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî
ïîëîæèòü xij = xm. Òåïåðü îïðåäåëÿåì:

(g ◦ f)cmp(w) =df

λx1 : A1...λxp : Ap.(t(t1x11...x1n1)...(tkxk1...xknk
)).

Òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû. Äëÿ àòðèáóòíîãî ãðàôà G åãî
òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì IdG îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. äëÿ ñòðóêòóðíîé ÷àñòè áåðåòñÿ òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
ãðàôà;

2. äëÿ îòíîøåíèÿ àòðèáóòíîé çàâèñèìîñòè áåðåòñÿ îòíîøåíèå
òîæäåñòâà;

3. äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ôóíêöèé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v ∈
V (G) ∪ E(G) ïóñòü A � òèï att(v); òîãäà (IdG)cmp(v) = λx :
A.x : A→ A.

Òåîðåìà 1. Àòðèáóòíûå ãðàôû è îïèñàííûå âûøå ìîðôèçìû
ãðàôîâ îáðàçóþò êàòåãîðèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êîìïîçèöèÿ àññîöèàòèâíà â ñèëó àññîöèà-
òèâíîñòè êîìïîçèöèè ãîìîìîðôèçìîâ ãðàôîâ è àññîöèàòèâíîñòè
êîìïîçèöèè îòíîøåíèé. Äëÿ λ-òåðìîâ êîìïîçèöèÿ òàêæå àññîöèà-
òèâíà, èç-çà åäèíñòâåííîñòè íîðìàëüíîé ôîðìû è òîãî ôàêòà, ÷òî
âñå λ-òåðìû ïðîñòûõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íîðìàëèçóåìûìè. Òà-
êèì îáðàçîì, ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ èõ âû÷èñëåíèÿ çàâåðøèòñÿ íà òàêîì
æå λ-òåðìå ïðîñòîãî òèïà.
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5. Ïîñòðîåíèå ñëàáîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà â êàòå-

ãîðèè GrT . Êàê áûëî îòìå÷åíî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ïðàâèëî L
r→ R

ê ãðàôó G, íåîáõîäèìî íàéòè âëîæåíèå R
i→ G è çàòåì âû÷èñëèòü

óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò äëÿ r è i. Â êàòåãîðèè GrT ðîëü âëîæåíèé
èãðàþò èíúåêòèâíûå ìîðôèçìû àòðèáóòíûõ ãðàôîâ.

Èíúåêòèâíûé ìîðôèçì àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Ïóñòü f :
G→ H ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Ìîðôèçì f èíú-
åêòèâåí, åñëè (ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâåíñòâà ìîðôèçìîâ àòðèáóòíûõ
ãðàôîâ):

1. fstr � èíúåêòèâíûé ÷àñòè÷íûé ãîìîìîðôèçì ãðàôîâ (ò.å.
∀v1, v2 ∈ V (G) ∪ E(G).(fstr(v1) = fstr(v2)⇒ v1 = v2));

2. fadr = fstr;

3. äëÿ âñåõ v′ ∈ V (H) ∪ E(H):

• åñëè [v′]fadr
ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî fcmp(v

′) = att(v′),

• åñëè ìíîæåñòâî [v′]fadr
íå ïóñòî (òàêèì îáðàçîì îäíîýëå-

ìåíòíîå ìíîæåñòâî [v′]fadr
{v}, ïîñêîëüêó fadr = fstr,

à ãîìîìîðôèçì fstr èíúåêòèâåí), òî fcmp(v
′) = λx :

A.x : A → A ãäå A � òèï att(v); çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì
att(v) = att(v′).

Êàíîíè÷åñêàÿ ðåòðàêöèÿ4 äëÿ âñþäó îïðåäåëåííîãî èíú-

åêòèâíîãî ìîðôèçìà àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Ïóñòü f : G→ H �
âñþäó îïðåäåëåííûé èíúåêòèâíûé ìîðôèçì àòðèáóòíûõ ãðàôîâ.
Ðåòðàêöèåé äëÿ f (èëè åãî ëåâûì îáðàòíûì) ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçì
àòðèáóòíûõ ãðàôîâ f : H → G, òàêîé ÷òî f ◦ f = IdG.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî f ◦f = IdH , è ìîôèçì f â
îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Èìåííî ïîýòîìó äëÿ ðå-
òðàêöèè f ïðåäëàãàåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ýòà êîíñòðóê-
öèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. äëÿ êàæäîãî v′ ∈ V (H)∪E(H), åñëè ìíîæåñòâî [v′]fstr ïóñòî,
òî v′ íå èìååò îáðàçà ïðè fstr; åñëè æå [v′]fstr íå ïóñòî (òàêèì
îáðàçîì [v′]fstr îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {v} êàê âûøå), òî
fstr(v

′) = v;

2. fadr = fstr;

4Ìû ïîëüçóåìñÿ çäåñü îáùåïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé.
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3. äëÿ êàæäîãî v ∈ V (G) ∪ E(G):

• åñëè ìíîæåñòâî [v]fadr
ïóñòî, òî f cmp(v) = att(v);

• åñëè ìíîæåñòâî [v]fadr
íå ïóñòî (è [v]fadr) îäíîýëåìåíò-

íîå ìíîæåñòâî {v′}), òî f cmp(v) = λx : A.x : A → A, ãäå
A � òèï àòðèáóòà att(v′).

Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûì ìîðôèçìîì, òî ëåãêî
âèäåòü, ÷òî f ◦ f = IdG.

Ïîñòðîåíèå ñëàáîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà. Íàø ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ (ñëàáîãî) óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà â ñëó÷àå ïðè-
ìåíåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïðàâèëà âîñõîäèò ðàáîòå Ë¼âå è äð. [11], íî â
íàøåì ïîäõîäå åñòü îòëè÷èÿ, îáóñëîâëåííûå íàøèì îïðåäåëåíèåì
àòðèáóòíûõ ãðàôîâ è èõ ìîðôèçìîâ.

�Îòïðàâíîé òî÷êîé"ñëóæèò ïàðà ìîðôèçìîâ (L
r→ R, L

i→ G),
ãäå i � èíúåêòèâåíûé è âñþäó îïðåäåëåííûé ìîðôèçì àòðèáóòíûõ
ãðàôîâ, êàê ýòî îïðåäåëåíî âûøå. Ìû õîòèì âû÷èñëèòü ñëàáûé

óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò (R
i′→ H, G

r′→ H) äëÿ äàííîé ïàðû ìîð-
ôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà â ðàáîòå Ë¼âå [11] èñ-
ïîëüçóåò êîóðàâíèòåëè. Ìû áóäåì èìåòü â âèäó ýòó êîíñòðóêöèþ,
íî äàäèì â áîëåå îãðàíè÷åííîì ñëó÷àå ïðÿìîå îïðåäåëåíèå áåç
ðàññìîòðåíèÿ êîóðàâíèòåëåé â êàòåãîðèè GrT .

Ïåðâûì øàãîì â îïðåäåëåíèè óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîóðàâíèòåëåé â êàòåãîðèè ãðàôîâ äîëæíî áûòü
âçÿòèå êîïðîèçâåäåíèÿ G + R ãðàôîâ G è R (èñïîëüçóåìîå çäåñü
êîïðîèçâåäåíèå � ýòî ïðîñòî íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå). Ñëåäóþùèì
øàãîì äîëæíà áûòü åãî ôàêòîðèçàöèÿ ïî íåêîòîðîìó îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè (ñîçäàíèå ãðàôà (G+R)′, ñîäåðæàùåãî êëàññû ýê-
âèâàëåíòíîñòè â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ), è çàòåì çàâåðøåíèå ïîñòðîå-
íèÿ ìîðôèçìà ïðèìåíåíèåì êîìïîçèöèè ñ íåêîòîðûì ìîðôèçìîì
p èç ôàêòîðíîãî îáúåêòà â îáúåêò H, ïðåäñòàâëÿþùèé âåðøèíó
óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà.

Îïðåäåëèì êàæäûé èç ìîðôèçìîâ r′ è i′ êàê êîìïîçèöèþ òðåõ
ìîðôèçìîâ (ñì. ðèñ.3) ÷òîáû ïîëó÷èòü

r′ = G
j′→ (G+R)

f ′→ (G+R)′
p→ H, i′ = R

j′′→ (G+R)
f ′′→ (G+R)′

p→ H.

Îáúåêòû è ìîðôèçìû â ýòèõ äèàãðàììàõ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì â íåñêîëüêî øàãîâ:
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Ðèñ. 3: Ïîñòðîåíèå ñëàáîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà

• íà óðîâíå ñòðóêòóðû G+R ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíè-
åì ãðàôîâ G è R;

• íà óðîâíå àòðèáóòîâ êàæäûé ýëåìåíò ãðàôîâ G è R â G+R
èìååò òîò æå àòðèáóò, ÷òî è â G è R;

• j′ è j′′ ÿâëÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî,G è R â G+R;
òàêèì îáðàçîì îíè ÿâëÿþòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûìè èíúåê-
òèâíûìè ìîðôèçìàìè àòðèáóòíûõ ãðàôîâ.

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïðîöåññà ñïåðâà îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè ∼1 íà ýëåìåíòàõ ãðàôîâîé ñòðóêòóðû G+R.

• Ïîëîæèì a ∼1 b äëÿ a, b ∈ G + R åñëè ∃x ∈ L.(j′(i(x)) =
a ∧ j′′(r(x)) = b).

• Òåïåðü îòíîøåíèå ∼ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåôëåêñèâíîå, ñèì-
ìåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ∼1.

• Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû G+R, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè
ýëåìåíòîâ G− i(dom(r)), îáðàçóþò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè,
ñîñòîÿùèå èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà (ñàìîãî ñåáÿ).
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Ýëåìåíòû (G+R)′ îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ýëåìåíòîâ G+R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ îòíîøåíèåì èíöèäåíòíîñòè è ÷òî îòîáðàæåíèå, îòîáðàæà-
þùåå êàæäûé ýëåìåíò G+R â åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
(âñþäó îïðåäåëåííûì) ãîìîìîðôèçìîì ãðàôîâ. Ýòî îòîáðàæåíèå
áóäåò ñòðóêòóðíîé ÷àñòüþ ìîðôèçìîâ f ′ è f ′′.

Áîëåå òîãî, êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ∼,
ñîäåðæàùèé îáðàç êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà R, ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê �êîíóñ�, ñîñòîÿùèé èç îáðàçà ýòîãî ýëåìåíòà R ïðè îòîá-
ðàæåíèè j′′ è îáðàçîâ åãî àíòåöåäåíòîâ îòíîñèòåëüíî r ïîñëå ïðè-
ìåíåíèÿ ê íèì j′ ◦ i. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí îáðàç êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà R. Êàê ñëåä-
ñòâèå, êîìïîçèöèÿ f ′′str ◦ j′′str ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé.

Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü àòðèáóòíóþ ÷àñòü
(G+R)′. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ñîäåðæèò îáðàç
êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà R, èìååò òîò æå àòðèáóò, êàêîé äàííûé ýëå-
ìåíò èìååò â R. Äðóãèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè (êîòîðûå èìåþò
âèä {j′(y)}, y ∈ G, y 6= i(x) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ L) ñîõðàíÿþò òîò
æå àòðèáóò, ÷òî è â G.

Îïðåäåëåíèÿ äëÿ îòíîøåíèé çàâèñèìîñòè àòðèáóòîâ è âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ôóíêöèé f ′ è f ′′ óæå èíûå. Äëÿ f ′′ îòíîøåíèå f ′′adr
ñâÿçûâàåò ýëåìåíòû R ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàìè ýêâèâàëåíò-
íîñòè (îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà R). Çäåñü íåò íèêàêèõ ñâÿçåé,
îòíîñÿùèõñÿ ê G. Âû÷èñëèòåëüíûå ôóíêöèè � ýòî òîæäåñòâà.

Çàìå÷àíèå. Êîìïîçèöèÿ f ′′◦j′′ èíúåêòèâíà, â ÷àñòíîñòè, (f ′′◦
j′′)str ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì âñþäó îïðåäåëåííûì ãîìîìîðôèç-
ìîì ãðàôîâ, (f ′′ ◦ j′′)adr = (f ′′ ◦ j′′)str è âû÷èñëèòåëüíûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü f ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ∀v ∈ img(j′ ◦ i):

f ′ = G+R
j′→ G

i→ L
r→ R

j′′→ G+R
f ′′→ (G+R)′;

• äëÿ ýëåìåíòîâ G− i(L), f ′ îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëÿ òîæäåñòâåí-
íûõ ìîðôèçìîâ.

Êàê îáû÷íî (ñì. [11]), H îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëÿ êîíñòðóêöèè
êîóðàâíèòåëÿ. Ïóñòü L0 = dom(r). Â íàøåì ñëó÷àå H áóäåò ïîä-
ãðàôîì ãðàôà (G+R)′. Îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè â (G+R)′ íàñëå-
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äóåòñÿ èç R è G. Ýëåìåíòàìè íà H (íà óðîâíå ñòðóêòóðû ãðàôà)
ÿâëÿþòñÿ:

1. âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà {x1, ..., xk, z} (x1, ..., xk ∈
j′(i(L0)), z ∈ j′′(r(L));

2. âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà {z}, z ∈ j′′(R− r(L));

3. âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà {x}, x ∈ j′(G − i(L)) , íå
ÿâëÿþùèåñÿ âèñÿ÷èìè äóãàìè [11].

Àòðèáóòû êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðâûõ äâóõ òèïîâ íàñëå-
äóþòñÿ èç R, à äëÿ òðåòüåãî òèïà � èç G.

Ìîðôèçì p îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åãî ñòðóêòóðíàÿ
÷àñòü � ýòî òîæäåñòâî íà âñåõ òåõ ýëåìåíòàõ (G + R)′, êîòîðûå
îñòàþòñÿ â H. Òàêæå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî padr = pstr, è âñå
âû÷èñëèòåëüíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè.

Òåïåðü i′, r′ è H îïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû i′ ◦ r = r′ ◦ i. Ïóñòü
h : R → H ′ è g : G → H ′ � äâà äðóãèõ ìîðôèçìà, òàêèõ ÷òî
h ◦ r = g ◦ i. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå i′ èíúåêòèâíî, òî ìîæíî ïðè-
ìåíèòü êàíîíè÷åñêóþ ðåòðàêöèþ i′ è ïðèíÿòü çà c (ñì. ðèñ. 4) h◦i′,
à äëÿ ýëåìåíòîâ, íå íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ i′, ïðîäîë-
æèòü c, ÷òîáû ïðèâåñòè åãî â ñîãëàñèå ñ g. Êîììóòàòèâíîñòü íà
óðîâíå âû÷èñëèòåëüíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàâåí-
ñòâà ìîðôèçìîâ äëÿ àòðèáóòíûõ ãðàôîâ. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ
äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, íî â îáùåì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòü c íå
ãàðàíòèðóåòñÿ, ïîýòîìó çäåñü èìååò ìåñòî ñëàáûé óíèâåðñàëüíûé
êâàäðàò.

Â äàëüíåéøåì ïðåäëîæåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ ñëàáîãî óíè-
âåðñàëüíîãî êâàäðàòà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êàíîíè÷åñêàÿ.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îíà ãàðàíòèðóåò èíúåêòèâíîñòü âòîðîé
âåðòèêàëüíîé ñòðåëêè i′. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû öåëåñîîáðàçíî
ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. Â êàòåãîðèè GrT äëÿ ëþáîé ïàðû ìîðôèçìîâ

L
r→ R,L

i→, ãäå i ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ìîðôèçìîì, ñóùå-
ñòâóåò ñëàáûé óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò, êîòîðûé çàäàåòñÿ ïàðîé
r′→ R,L

i′→, ïðè÷åì â íåé i′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.
Êàíîíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ñëàáîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà

ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü êîìïîçèöèþ ïðàâèë, òàê, ÷òîáû
îíà ñîîòâåòñòâîâàëà êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ, çàäàþùèõ ïðàâèëà.
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r′ = p ◦ f ′ ◦ j′
i′ = p ◦ f ′′ ◦ j′′

Ðèñ. 4: Îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà

6. Ïðèìåðû. Äëÿ èëëþñòðàöèè îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà ê ïðå-
îáðàçîâàíèþ ãðàôîâ â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû äâà ïðèìå-
ðà: ïåðâûé ñðàâíèâàåò ãðàôîâóþ ãðàììàòèêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ n! â
íàøåì ïîäõîäå ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì, îñíîâàííûì íà èñ-
ïîëüçîâàíèè Σ-àëãåáð. Óïîìÿíåì òàêæå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êî-
òîðûå íå îñâåùàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå, íî êîòîðûå ëåãêî ðàçâèòü,
èñïîëüçóþ ýòîò ïîäõîä:

• êëîíèðîâàíèå ãðàôîâ [1];

• èíôîðìàöèîííûé îáìåí ìåæäó àòðèáóòàìè è ñòðóêòóðîé;

• âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àòðèáóòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíê-
öèÿìè.

6.1 Âû÷èñëåíèå n!. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò ïðåèìóùåñòâà
íàøåãî ïîäõîäà íà âû÷èñëèòåëüíîì óðîâíå. Ðèñ.5 ïðåäñòàâëÿåò
ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà ÷èñëà n ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ
ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ïåðåïèñûâàíèÿ ãðàôîâ. Ïåðâàÿ îñíîâàíà íà Σ-
àëãåáðàõ è êîïèðóåò ïðèìåð, ïðèâåäåííûé íà ñàéòå AGG, à äðóãàÿ
îñíîâàíà íà èçëàãàåìîì çäåñü ïîäõîäå ñ ïðèìåíåíèåì λ-òåðìîâ.

Åñëè ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêèé ïîäõîä íà áàçå Σ-àëãåáð, òî ïî-
òðåáóþòñÿ òðè ïðàâèëà â äâóõ ñëîÿõ (ñëîè îïðåäåëÿþò ïðèîðèòåò
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë [4] è îáîçíà÷åíû ðèìñêèìè öèôðàìè íà ðèñóí-
êàõ) (ñì. ðèñ.5(a)):
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1. ïåðâîå ïðàâèëî ïðèìåíÿåòñÿ n − 2 ðàçà è ñîçäàåò öåïî÷êó
ñî âñåìè çíà÷åíèÿìè ìåæäó n è 2 (öèêëè÷åñêîå ðåáðî èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ çàäàíèÿ òîãî, êàêîé èìåííî àòðèáóò äîëæåí
óìåíüøàòüñÿ);

2. âòîðîå ïðàâèëî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî ïðàâè-
ëà (îíî ñîñòîèò â óäàëåíèè ýòîãî öèêëè÷åñêîãî ðåáðà);

3. òðåòüå ïðàâèëî èñïîëüçóåòñÿ n − 2 ðàçà äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ
âñåõ ÷èñåë ìåæäó n è 2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ n! äîëæíî áûòü ïðèìåíåíî
2n − 3 ïðàâèë. Òàêîå êîëè÷åñòâî ïðèìåíåíèé ïðàâèë ïîëó÷àåòñÿ
â ñèëó òîãî ôàêòà, ÷òî â ñèñòåìàõ ïåðåïèñûâàíèÿ ãðàôîâ êàæäîå
ïðàâèëî ìîæåò ñìîäåëèðîâàòü ïðèìåíåíèå îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé
Σ-àëãåáðû, íî ïîñêîëüêó â Σ-àëãåáðàõ òðóäíî âûðàçèòü ðåêóðñèþ,
òî âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà òðåáóåò ïðîìåæóòî÷íûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ãðàôîâ.

Åñëè æå èñïîëüçîâàòü îïèñûâàåìûé çäåñü ïîäõîä, îñíîâàííûé
íà λ-òåðìàõ, òî íóæíî òîëüêî îäíî ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàê-
òîðèàëà ÷èñëà n; ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ðåêóðñèè, òî ëåã-
êî çàïèñàòü λ-òåðì, âû÷èñëÿþùèé n! (ñì. ðèñ. 5(b)). Ðàçóìååòñÿ,
âû÷èñëåíèå ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ïîòðåáóåò ìíîãèõ øàãîâ, íî ýòî
âõîäèò â ñòàíäàðòíóþ ñõåìó, îñíîâàííóþ íà èíäóêòèâíûõ òèïàõ è
îïòèìèçèðîâàííóþ äëÿ òàêèõ âû÷èñëåíèé.

Òàêîå ñîêðàùåíèå ÷èñëà ïðàâèë, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
àòðèáóòîâ, èìååò äâà ïðåèìóùåñòâà:

• ïðîñòîòà ãðàììàòèêè ãðàôà;

• ïðèìåíåíèå ïðàâèëà çàòðàòíî â òåðìèíàõ àëãåáðàè÷åñêîé
ñëîæíîñòè. ×òîáû ïðèìåíèòü ïðàâèëî, íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó
îá èçîìîðôèçìå ïîäãðàôîâ (êîòîðàÿ NP-ïîëíà) äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ. Åñëè æå óïðîñòèòü ëåâóþ ÷àñòü ïðàâèë,
òî ïðè ñîêðàùåíèè ÷èñëà ïðèìåíåíèé ïðàâèë çíà÷èòåëüíî
ñîêðàùàåòñÿ âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ n!.

Åñëè îñíîâûâàòüñÿ íà ýòîì ïðèìåðå, òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî
âû÷èñëåíèå àòðèáóòîâ â íàøåì ïîäõîäå áîëåå âûðàçèòåëüíî è, ðà-
çóìååòñÿ, áîëåå ýêîíîìè÷íî, ÷åì âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà Σ-
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àëãåáðàõ, îñîáåííî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷, ãäå íóæíà ðåêóðñèÿ.5

(a) Âû÷èñëåíèå n! íà îñíîâå Σ-
àëãåáð

(b) Âû÷èñëåíèå n! íà îñíîâå λ-
òåðìîâ

Ðèñ. 5: Ãðàììàòèêè ãðàôîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ n! â äâóõ ðàçëè÷íûõ
ñèñòåìàõ ïåðåïèñûâàíèÿ àòðèáóòíûõ ãðàôîâ

6.2 Êàê ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íîñòüþ â ôóíêöèîíàëüíûõ

àòðèáóòàõ. Äðóãèì ïðåèìóùåñòâîì ïðèìåíåíèÿ λ-òåðìîâ â êà÷å-
ñòâå àòðèáóòîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èìåòü ñëîæíûå ñòðóêòóðû
äàííûõ, êîòîðûå ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü áåñêîíå÷íîñòü. Ñìîäåëèðî-
âàòü áåñêîíå÷íûå àòðèáóòû ìîæíî ÷åðåç îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ñ
áåñêîíå÷íûì òèïîì äàííûõ â êà÷åñòâå åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, òèï Tω ω-äåðåâüåâ (ñì. ðèñ. 6(a)) ïðåäñòàâëÿåò äåðåâüÿ,
â âåðøèíàõ êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ áåñêîíå÷íîå âåòâëåíèå. Ïðèìå-
íÿÿ îïåðàòîðû ðåêóðñèè ê èíäóêòèâíûì òèïàì, ìîæíî îïðåäåëèòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ íà òàêèõ áåñêîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóðàõ.

Ìîæíî ïðèâåñòè ôîðìó ðåêóðñèâíûõ óðàâíåíèé äëÿ îòîáðàæå-
íèé èç Nat â ëþáîé òèï A è èç Tω â B:

• ψ(0) = a;ψ(S(x)) = g(x, ψ(x)) (äëÿ Nat);

• and φ(0ω) = t;φ(Sω(x) = g(x, φ(x));φ(Lim(f)) = h(f, φ ◦ f) (◦
îçíà÷àåò êîìïîçèöèþ).

Â ñèíòàêñèñå λ-èñ÷èñëåíèÿ ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé âûãëÿäèò òàê:

• RecNat→A(a)(g),

5Äëÿ óïðîùåíèÿ ðèñóíêà �x!� íàïèñàíî âìåñòî λ-òåðìà, âû÷èñëÿþùåãî x!
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• and RecTω→B(t)(g)(h).

Òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ äåðåâüåâ ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ïóñòü d îïðåäåëåíî ÷åðåç d(0) = 0, d(S(x)) = S(S(d(x))) è
d = RecNat→Nat(0)(λx.λy.S(S(y))), ò.å. d(x) = 2x â àðèôìå-
òè÷åñêîé íîòàöèè.

• Ïóñòü φ îïðåäåëåíî ÷åðåç

φ(0ω) = 0ω, φ(Sω(x)) = Sω(φ(x)), φ(Lim(f)) = Lim(f ◦ d), âû-
ðàæàÿ ýòî ñ ïîìîùüþ Rec:

φ(f) = RecTω→Tω (0ω)(λxTω .Sω)(λu.λv.(u ◦ d)).

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âûáèðàåò (îäèí ðàç) âåòâè ñ ïàðíûìè
íîìåðàìè íà ïåðâîì (áåñêîíå÷íîì) ðàçâåòâëåíèè.

×óòü áîëåå ñëîæíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûáèðàåò âåòâè ñ ïàðíûìè
íîìåðàìè íà êàæäîì áåñêîíå÷íîì ðàçâåòâëåíèè. Åñòü òîëüêî îäíî
èçìåíåíèå. Îïðåäåëèì φ′ ÷åðåç φ′(0ω) = 0ω, φ

′(Sω(x)) = Sω(φ′(x)),
φ′(Lim(f)) = Lim((φ′ ◦ f) ◦ d),âûðàæàÿ ýòî ñ ïîìîùüþ Rec:

φ′(f) = RecTω→Tω (0ω)(λxTω .Sω)(λu.λv.(v ◦ d)).

Ðèñ. 6(b) ïðåäñòàâëÿåò ïðàâèëî, êîòîðîå âûáèðàåò âåòâè ñ ïàð-
íûìè íîìåðàìè íà ïåðâîì áåñêîíå÷íîì âåòâëåíèè (èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåííîå âûøå φ). Ðèñ.6(c) ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð ω-äåðåâà îïðåäå-
ëåííîãî ÷åðåç òåðì Lim(RecNat→Tω (0ω)(λxNatλyTω .Sω(y))), à ðèñ.
6(d) ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðàâèëà ê ýòîìó äå-
ðåâó. Ýòî î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð, íî âîçìîæíû è áîëåå ñëîæíûå, â
êîòîðûõ âûáîð âåòâåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî â êàæäîì âåòâ-
ëåíèè è (èëè) ëèñòüÿìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû êàêîãî-íèáóäü ñëîæ-
íîãî òèïà.

7. Çàêëþ÷åíèå. Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäñòàâèòü íîâóþ
ñèñòåìó ïåðåïèñûâàíèÿ àòðèáóòíûõ ãðàôîâ, îñíîâàííóþ íà ïîä-
õîäå SPo, ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå λ-
èñ÷èñëåíèÿ äëÿ âûðàæåíèÿ àòðèáóòíûõ âû÷èñëåíèé. Íà ñòðóêòóð-
íûõ ÷àñòÿõ ýòîò ïîäõîä äåìîíñòðèðóåò òå æå õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî
è êëàññè÷åñêèé ïîäõîä DPo, íî íà âû÷èñëåíèè àòðèáóòîâ, êàê ïî-
êàçàíî íà ïðèìåðàõ, ìîæíî óïðîñòèòü ãðàììàòèêè, ðàñøèðèòü âû-
ðàçèòåëüíîñòü ïðàâèë è ïîëó÷èòü îïðåäåëåííûé âûèãðûø â ýêî-
íîìè÷íîñòè âû÷èñëåíèé.
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Tω = Indα{0ω : α,
Sω : α→ α,
Lim : (Nat→ α)→ α}

(a) Îïðåäåëåíèå èíäóêòèâíîãî òèïà ω-
äåðåâüÿ

(b) Ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ (c) Ïðèìåð ω-äåðåâà (òåðì
ñì.â òåêñòå). Äëèíà n-îé
âåòâè ðàâíà n

(d) Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèëà 6(b) ê ãðàôó ñ ω-
äåðåâîì íà ðèñ.6(c) â êà-
÷åñòâå àòðèáóòà: âûáðàíû
òîëüêî âåòâè ñ ïàðíûìè
íîìåðàìè

Ðèñ. 6: Âû÷èñëåíèå íà àòðèáóòàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ áåñêîíå÷íûå
äåðåâüÿ

Áëàãîäàðÿ âûðàçèòåëüíîé ñèëå èíäóêòèâíûõ òèïîâ, ñòàíîâèòñÿ
âîçìîæíûì ïðîâåñòè ïåðåíîñ íåêîòîðûõ ìåõàíèçìîâ ïåðåïèñûâà-
íèÿ èç ñòðóêòóðíîé ÷àñòè â âû÷èñëèòåëüíóþ è íàîáîðîò (àòðèáóòû
ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü îïðåäåëåííûå òèïû ãðàôîâ, íàïðèìåð, äåðå-
âüÿ).

Òåîðåòè÷åñêè, ïðè ðàáîòå ñ àòðèáóòàìè ïîäõîä SPo äåëàåòå
íåîáõîäèìûì îïðåäåëåíèå è ïîñòðîåíèå ñëàáîãî óíèâåðñàëüíîãî
êâàäðàòà. Ðåøåíèå ïðèâåäåíî â äàííîé ðàáîòå. Ñëåäóþùèì øàãîì
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èññëåäîâàíèÿ áóäåò èçó÷åíèå îáû÷íûõ ñâîéñòâ ñèñòåì ïåðåïèñû-
âàíèÿ, òàêèõ êàê ñëèÿíèå, çàâåðøåíèå, àíàëèç êðèòè÷åñêèõ ïàð è
ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî â ïðèìåíåíèè ê âû÷èñëåíèþ àòðèáóòîâ ýòè ñâîé-
ñòâà îêàçûâàþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè λ-èñ÷èñëåíèÿ.
Äîïîëíèòåëüíî, ìû íàìåðåâàåìñÿ èññëåäîâàòü äðóãîé ñïîñîá îïè-
ñàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé àòðèáóòîâ, îñíîâàííûé íà èñ÷èñëåíèè, èñ-
ïîëüçóþùèì ïðàâèëà âûâîäà.

Âîçìîæíûå îáëàñòè ïðèëîæåíèé äàííîãî ïîäõîäà âêëþ÷àþò
âñå îáû÷íûå ïðèëîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ, ò.å., âåðèôèêà-
öèþ è ïðåîáðàçîâàíèå ìîäåëåé â ïðîãðàììèðîâàíèè, íî áîëåå "ñëà-
áàÿ"ñâÿçü ìåæäó âû÷èñëèòåëüíîé è ñòðóêòóðíîé ÷àñòÿìè ïîçâî-
ëèò òàêæå äîñòè÷ü çíà÷èòåëüíî áîëåå êîíêðåòíûõ öåëåé.
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ÐÅÔÅÐÀÒ

Áàðàíîâ Ñ.Í., Áóàâåð Á., Ñîëîâüåâ Ñ.Â., Ôåðî Ë. Íåêîòîðûå

ïðèëîæåíèÿ λ-èñ÷èñëåíèÿ ñ òèïàìè ê àòðèáóòíûì âû÷èñ-

ëåíèÿì â ñèñòåìàõ êàòåãîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôîâ.
Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàì â ñèñòåìàõ ïåðåïèñûâàíèÿ ãðàôîâ ñ

àòðèáóòàìè â âèäå λ-òåðìîâ. Ïðåäëàãàåìûé â ñòàòüå íîâûé àëãîðèòì
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè îäèíàðíîãî
óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà ñ ïðèìåíåíèåì ðåêóðñèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ λ-òåðìîâ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàòü ôîðìàëüíûé êàðêàñ, êîòîðûé ñïî-
ñîáåí âûðàæàòü îáà âèäà ïðåîáðàçîâàíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåïèñû-
âàíèÿ ãðàôîâ: ïåðåïèñûâàíèå ñòðóêòóðíîé ÷àñòè ãðàôà è ñîïðîâîæäà-
þùèå åãî âû÷èñëåíèÿ íà åãî àòðèáóòàõ. Äàííûé êàðêàñ ìîæåò áûòü
ïîëåçåí äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñëîæ-
íûõ ñèñòåì, ðàçðàáàòûâàåìûõ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ ãðàôè÷åñêèõ
ÿçûêîâ, òàêèõ êàê SDL è UML.

Êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû ïåðåïèñûâàíèÿ ãðàôîâ, îñíîâàííûå íà òåî-
ðèè êàòåãîðèé, ïðè ïðèìåíåíèè ê àòðèáóòíûì ãðàôàì ñòàëêèâàþò-
ñÿ ñ ïðîáëåìîé ñëîæíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè àòðèáóòîâ. Èçâåñòíûì ÷à-
ñòè÷íûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå äâîéíîãî óíèâåðñàëüíî-
ãî êâàäðàòà (DPo). Îäíàêî íåîáõîäèìîñòü åãî ïîñòðîåíèÿ íàêëàäûâà-
åò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âû÷èñëèòåëüíûå ôóíêöèè, â îñíîâíîì
èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ âñþäó îïðåäåëåííûõ îòîáðàæåíèé è íåîáõîäèìî-
ñòè ðàçáèâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ àòðèáóòîâ íà äâà ýòàïà. Â äàííîé
ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îäèíàðíîì
óíèâåðñàëüíîì êâàäðàòå (SPo) â ñî÷åòàíèè ñ ðåêóðñèâíûì âû÷èñëåíèåì
λ-òåðìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ àòðèáóòû ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà.

Â ðàáîòå äàåòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ê ïåðåïèñûâàíèþ àò-

ðèáóòíûõ ãðàôîâ íà îñíîâå òåîðèè êàòåãîðèé è îáñóæäàþòñÿ ñâÿçàííûå

ñ ýòèì íîâûå ïðîáëåìû. Ôîðìàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ

àòðèáóòíûõ ãðàôîâ ñ λ-òåðìàìè â êà÷åñòâå àòðèáóòîâ è ââîäÿòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèå àêñèîìû è ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ ïðè ïåðåïèñû-

âàíèè ãðàôîâ. Öåíòðàëüíûì ïóíêòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî

ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà è àëãîðèòì åãî âû÷èñ-

ëåíèÿ äëÿ çàäàííîãî àòðèáóòíîãî ãðàôà. Ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà

èëëþñòðèðóåòñÿ äâóìÿ ïðèìåðàìè: âû÷èñëåíèåì n! è ðåøåíèåì ïðîáëåì

ñ áåñêîíå÷íîñòüþ â àòðèáóòàõ ãðàôà ÷åðåç èñïîëüçîâàíèå ω-äåðåâüåâ. Â

îáîèõ ïðèìåðàõ âû÷èñëåíèå àòðèáóòîâ ñðàâíèâàåòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè

âû÷èñëåíèÿìè â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå DPo; ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàå-

ìûé ïîäõîä äàåò ñóùåñòâåííîå ñîêðàùåíèå ÷èñëà øàãîâ.
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SUMMARY

Baranov S., Boisvert B., Soloviev S., F�eraud L. Applications of

typed λ-terms to categorical attributed graph transformations.6

This paper relates to problems in graph rewriting systems for graphs
attributed with typed λ-terms. The proposed new algorithm for graph
transformations is based on single pushout with recursion for computation
of the corresponding λ-terms.

The paper's aim is to describe a formal framework that can express
both types of transformation necessary for graph rewriting: a rewrite of the
structural part of a graph and accompanying computations on its attributes.
This framework may be useful for representing and studying various models
of complex systems developed in modern graphical languages, such as SDL
and UML.

A classical graph rewriting systems based on category theory has a
known challenge of attribute computations when applied to attributed
graphs. A known partial solution is based on the double pushout approach
(DPo).

However, the construction of the double pushout imposed restricting
constraints on computation functions mostly due to the usage of total maps
and the obligation to split attribute computations into two parts. Here we
investigate an alternative approach based on single pushout (SPo) combined
with computation of typed λ-terms which represent graph attributes. We
demonstrate that this facilitates the overall computation and substantially
reduces the number of steps in the respective algorithms.

The paper provides an overview of existing approaches to graph rewriting

based on category theory and discusses the related challenges. A category

of attributed graphs with typed λ-terms as attributes is formally de�ned

and respective axioms and typing rules for graph rewriting are introduced.

The central point of the paper is a proof of existence and the algorithm for

computation of a weak pushout for a given attributed graph. Application

of this approach is illustrated with two examples: computation of n! and

managing the in�nity in graph attributes using ω-trees. In both examples

computation of attributes is benchmarked against classical DPo approach

and the substantial reduction of the number of steps is demonstrated.

6The research has been partially supported by the Climt project, ANR-11-BS-
02-016-02 and the Network of French-Russian Scienti�c Exchanges (GDRI CNRS).
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