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1. Введение. Для широкого круга прикладных задач, связанных с 
исследованием характеристик и нахождением оптимальных расчетных 
структур всевозможных динамических систем в технике, сейсмологии, 
океанографии, квантовой химии, современных моделей обработки 
сигналов и во многих других областях знания, обобщенная проблема 
собственных значений в виде решения спектрального уравнения 

( ) 0G X− λ Θ =  для симметричного действительного матричного 

пучка ( ),G Θ  обычно играет роль центральной вычислительной 

процедуры решаемых задач [1,2]. Причем в большинстве типовых 
случаев одна из матриц пучка или некоторая линейная комбинация из 
них положительно определена. В таких случаях обобщенная проблема 
(1) уверенно решается с использованием современного 
высококачественного программного обеспечения, реализованного в 
системе MATLAB, которая вобрала в себя передовой опыт развития и 
актуальной компьютерной реализации надежных и эффективных 
численных методов. 
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В прикладных задачах динамики механических и электромехани-
ческих систем рациональное построение расчетных спектральных мо-
делей сложных агрегатно-модульных систем опирается на использова-
ние стандартизованных спектральных характеристик отдельных ком-
поновочных модулей. В таких случаях глобальная расчетная модель 
исследуемого объекта принимает вид несвободной динамической си-
стемы с позиционными связями. Аналогично складывается расчетная 
ситуация при исследовании сейсмостойкости сложных многокомпо-
нентных строительных объектов.  

Проектные расчеты указанных систем, как правило, имеют мно-
говариантный характер для обеспечения оптимальных характеристик 
создаваемых систем за счет варьирования в допустимых пределах 
упруго-инерционных параметров. В общем случае такие расчеты при-
обретают характер структурно-параметрического синтеза, когда варь-
ируемое пространство дополняется корректирующими динамическими 
устройствами.  

При видимой несхожести задач первого и второго вида их мо-
дельная интерпретация при исследовании спектральных характеристик 
приводит к динамическим моделям одной и той же структуры. 

Спектральную задачу для рассматриваемых систем в наиболее 
общей ситуации можно представить как обобщенную проблему соб-
ственных значений 

( ) 0G X− λ Θ =  (1) 

для сингулярного матричного пучка ( ),G Θ , имеющего следующую 

структуру  
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 (2) 

где и EΦ  — диагональная и единичная матрицы; * *
12 13иA A  — матри-

цы, эрмитово сопряженные в общем случае или симметричные в веще-
ственных задачах. 

Размеры подматриц в блочной структуре квазиупругой матрицы 
G определим следующим образом:  

11 1 1 12 1 2 13 1 3 2 1 3 1: ; : ; : ; ; .A n n A n n A n n n n n n× × × < <  (3) 
Рассматриваемая структура пучка ( , )G Θ  в общем случае соот-

ветствует подобному преобразованию стартовой расчетной модели 
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дискретно-континуальной динамической системы в результате спек-
трального разложения исходной инерционной матрицы модели [2]. 

Обобщенная проблема собственных значений для симметричного 
пучка вида (2) принципиально труднее стандартной проблемы, по-
скольку в ней могут иметь место явления, существенно осложняющие 
локализацию собственных пар матричного пучка. Одно из таких явле-
ний порождается сингулярностью пучка, которая состоит в том, что 
характеристическое уравнение пучка удовлетворяется при любом зна-
чении характеристического показателя. Чаще всего сингулярность 
матричного пучка обусловлена тем, что его компоненты имеют общие 
нуль-векторы X такие, что 0, 0.G X X X= Θ = ≠  Такие векторы по 

сути являются собственными векторами пучка, и любое число будет 
для них собственным значением. Порождаемая этим явлением неопре-
деленность собственного спектра пучка диктует необходимость специ-
ального начального этапа анализа любого пучка. На этом этапе отыс-
кивается, а затем исключается из расчетной модели общее нуль-
пространство матричной пары пучка. Теоретически это осуществляет-
ся сужением пучка на так называемое инвариантное подпространство.  

На практике существует также опасность наличия у пучка ( , )G Θ  

векторов, которые почти аннулируются обеими матрицами пучка. При 
расчетах в дискретной вычислительной среде это приводит к тому, что 
стандартные программы для решения обобщенной проблемы соб-
ственных значений могут вычислять некоторые плохо обусловленные 
собственные значения с патологическими свойствами. Эти собствен-
ные значения не только сверхчувствительны к возмущениям матриц 
пучка, но их присутствие в спектре значительно понижает устойчи-
вость вычислительной схемы при определении других собственных 
значений. Математически в точной арифметике у матриц пучка в рас-
сматриваемом случае нет общего нуль-пространства. В практической 
же процедуре для уверенного определения собственных пар пучка 
необходимо на начальном этапе избавиться также и от «почти-общего» 
нуль-пространства матриц пучка, задаваясь для этой цели соответ-
ствующим критерием малости при спектральных разложениях. 

Таким образом, рассматриваемая проблема собственных значений 
требует особого подхода, и использование стандартного математиче-
ского обеспечения возможно только после предварительной структу-
ризации исходной модели с целью исчерпания общего нуль-
пространства расчетного матричного пучка.  

Решение поставленной задачи может быть осуществлено двумя 
путями. Один из них использует аппарат сингулярного разложения 
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матриц, другой — «окаймляющую» структуризацию расчетного пучка 
в сочетании с эффективным алгоритмом решения обобщенной про-
блемы собственных значений окаймленного пучка.  

Рассмотрим первый путь решения [3]. В дальнейшем воспользу-
емся следующими обозначениями: 

( )
( )

* *( , ) , : ; ;

, ,

PG G G P G P P P

P R diag P R

Θ → Θ = Θ = Θ 


⊕ = 
 (4) 

где *P  — эрмитово сопряженная матрица для P . 
Осуществим ортогональное преобразование координат модели (1) 

( )X U E V Y= ⊕ ⊕  (5) 
и соответствующее подобное преобразование пучка ( , )G Θ  

( )( , ) ( , ) ,U E VG G⊕ ⊕Θ → Θ  (6) 
где 

* * * *
11 12 13

*
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* *
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0 0

0 ; 0 0 0 ;

0 0 0 0 0

U A U U A U A V U U

G A U
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   

= Φ Θ =   
   
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 (7) 

* *
13 ; ;

0
U A V U U E

σ 
= = 
 

 иU V  — левая и правая сингулярные матри-

цы для подматрицы 13A , которые представляют собой ортонормальные 

модальные матрицы для симметричных произведений *
13 13A A  и *

13 13A A  

соответственно; σ  — диагональная 3 3n n×  матрица сингулярных чи-

сел подматрицы 13A , представляющих собой положительные квадрат-

ные корни из ненулевых собственных значений матриц *
13 13A A  и 

*
13 13A A . 

Если подматрица 13A  имеет неполный ранг: 13 3 3rankA n n= < , ее 

сингулярное разложение принимает вид 

*
13

0
,

0 0
U A U

σ 
=  
 

 (8) 

где σ  — диагональная матрица порядка 3n  ненулевых сингулярных 

чисел матрицы 13A  ранга 3n . 

256 Труды СПИИРАН. 2013. Вып. 3(26). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн)  
SPIIRAS Proceedings. 2013. Issue 3(26). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 

www.proceedings.spiiras.nw.ru

256



В общем случае, имея в виду возможность существования векто-
ров, которые почти аннулируются обеими матрицами пучка, матрицу 

σ целесообразно представить в виде σ = σ ⊕ ∆ , где .∆ = κ σ  Здесь 

κ  — пользовательский критерий малости, который позволяет принять 
0∆ =  и рассматривать преобразованную подматрицу 13A  в виде (8). В 

матрицу ∆  войдут и нулевые сингулярные числа, если подматрица 13A  

имеет арифметически точный неполный ранг. 
В соответствии с факторизацией (8) для 13A  подматрицы преобра-

зованного пучка (7) целесообразно представить следующим образом: 

11 12 13* *
*11 12
12 22 23

; .
A A A

U A U U A
A A A

   
= =   
      

 (9) 

Участвующие в этих выражениях подматрицы характеризуются 
размерами: 

11 3 3 12 3 1 3 22 1 3 1 3: ; : ; : ( ) ( );A n n A n n n A n n n n× × − − × −  (10) 

13 3 2 23 1 3 2: ; : ( ) .A n n A n n n× − ×   
В соответствии с принятым блочным представлением подматриц 

матрицы G матричное спектральное уравнение преобразованного пуч-

ка ( , )G Θ представим в следующем сегментированном виде: 

1 111 12 13
*

2 212 22 23
* *
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EY YA A A

EY YA A A

Y YA A

Y Y

Y Y
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      
      Φ = λ
      σ      
      

     

. (11) 

Форму (11) спектрального уравнения преобразованного пучка 
( , )G Θ можно назвать канонической для сингулярных пучков с общим 

нуль-пространством у матричных компонентов пучка. 

В рассматриваемом случае матрицы пучка ( , )G Θ имеют общее 

нуль-пространство размерности 3 3n n− , которое порождает бесконеч-

ное множество собственных значений. Действительно, вследствие ну-
левого окаймления матриц пучка ( , )G Θ  для каждого вектора вида  

( )* *0 0 0 ke , (12) 
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где ke  — единичный 3 3( )n n− -компонентный вектор, 

3 31,2, ,k n n= −… , любое число является собственным значением. 

Таким образом, пучок ( , )G Θ , которому соответствует спек-

тральное уравнение вида (11), является сингулярным. В рабочей про-
грамме для решения обобщенной проблемы собственных значений 
должна быть предусмотрена вычислительная ветвь, которая в подоб-
ной ситуации осуществляет исчерпывание общего нуль-пространства 
матриц расчетного пучка. В рассматриваемом случае это означает, что 
пятые блочные строка и столбец в выражениях (11) для матриц 
G и Θ  должны быть отброшены. После этого, разрешая уравнения 

(11) снизу вверх, получим 

1 1
* 1 *
23 2 3 3 23 2

1 * 1 *
22 23 23 2 2 22 23 23 2

1
12 2 13 3 4 4 12 2 13 3

0 0;

0 ;

( ) ( ) 0;

0 ( ).

Y Y

A Y Y Y A Y

A A A Y Y A A A E Y

A Y A Y Y Y A Y A Y

−

− −

−

σ = ⇒ =
+ Φ = ⇒ = −Φ 
− Φ = λ ⇒ − Φ − λ = 
+ + σ = ⇒ = −σ + 

 (13) 

Из выражения в третьей строке системы (13) следует, что 1 3n n−  

конечных собственных значений симметричного расчетного пучка 

( ),G Θ  могут быть найдены в результате решения стандартной про-

блемы собственных значений для симметричной матрицы 
1 *

22 23 23A A A−− Φ . Соответствующие этим значениям собственные векто-

ры sY  ведущего блочного 4 4× -сегмента канонической формы пучка 

согласно зависимостям (13) имеют вид 

2
1 * 1 3

23 2
1 1 *

12 13 23 2

0

, 1,2, , .

( )

s

s
s

s

Y
Y s n n

A Y

A A A Y

−

− −

 
 
 = = −
 −Φ
 −σ − Φ  

…  (14) 

Согласно сегментации пучка, в промежуточной (7) и канониче-
ской (11) формах блочные компоненты собственных векторов этих 
форм связаны следующими соотношениями: 

1 4

1 2 3 3
2 5

; ; ,
Y Y

Y Y Y Y
Y Y

   
= = =   
      

 (15) 

причем 1 50; 0.Y Y= =  

Представим сингулярные матрицы U  и V  в блочном виде 
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11 12 11 12

21 22 21 22

; .
U U V V

U V
U U V V

   
= =   
   

 (16) 

Тогда преобразование собственных векторов sY  канонической формы 

(11) в собственные векторы исходного пучка (2) можно выполнить по 
формулам 

11 12 1 12 2

21 22 2 22 2

3 3

11 12 4 11 4
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0 0 0

0 0 0
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    
    
    
    = =
    
    
    

     

 (17) 

где 3sY  и 4sY  определяются согласно зависимостям (13). 

Если подматрица 13A  в блочной факторизации пучка имеет пол-

ный ранг, то каноническая форма спектрального уравнения для пучка 
( , )G Θ будет адекватна сингулярному ведущему блочному 4 4× -

сегменту уравнения (11), в котором вместо диагональной матрицы 
σ порядка 3n  будет участвовать диагональная матрица σ порядка 3n . 

Символические зависимости (13) и (14) сохранят свой вид при условии 
замены в них имени σ  на имя σ . 

 В рассматриваемом случае собственные значения расчетного 
пучка определяются в результате решения стандартной проблемы соб-
ственных значений для симметричной матрицы 1 *

22 23 23A A A−− Φ . Пре-

образование собственных векторов несингулярной канонической фор-
мы пучка в собственные векторы исходного пучка осуществляется в 
виде 

12 2

22 2

3

4

.

s

s

s

U Y

U Y
X

Y

VY

 
 
 =
 
 
  

 (18) 

Рассмотрим второй путь решения рассматриваемой задачи. В 
этом случае структуризацию расчетного матричного пучка ( ),G Θ  по-

сле исчерпания общего нуль-пространства целесообразно представить 
в виде 

Труды СПИИРАН. 2013. Вып. 3(26). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн)  
SPIIRAS Proceedings. 2013. Issue 3(26). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 

www.proceedings.spiiras.nw.ru

259



11 12

12

0
; ,

0 0T

A A E
G

A

   = Θ =   Φ   
 (19) 

где Φ  — в общем случае вырожденная диагональная матрица, часть 
элементов или все элементы которой равны нулю. 

Осуществим подобное преобразование рассматриваемого пучка, 
соответствующее ортогональному преобразованию координат 
X PY=  

( )( , ) , : ; ;

,

P T TG G G P G P P P

P E

Θ → Θ = Θ = Θ

= µ ⊕
 (20) 

где µ  — модальная матрица ведущей подматрицы 11A  порядка n . 

Характеристическая матрица K  спектрального уравнения преоб-

разованного пучка ( ),G Θ  будет иметь вид 

12

12

,
T

N E A
K

A

 − λ
=  Φ 

 (21) 

где ( )11
T

iN A diag= µ µ = ν  — диагональная матрица собственных зна-

чений ведущей подматрицы ( )11 12 12 1 2, 1,2, , ; , , .
TTA i n A A Y Y Y= = µ =…   

Матрица K  представляет собой окаймленную диагональную 
λ -матрицу N E− λ  с m -мерным окаймлением, 2 3.m n n= +  Структур-

ным ключом этой матрицы служит матричная пара ( )(1),nT Θ   

(1)

0

; 0,
T

n

N R
T E

R

 
= Θ = ⊕ σ 

 (22) 

которой отвечает характеристическая матрица с одномерным окайм-
лением.  

В выражении (22) параметры окаймления матрицы (1)
nT  имеют 

следующее содержание: ( )1 2 1, , , nR d d d= … , 0σ  — скаляр, отличный 

от нуля или равный нулю в зависимости от особенностей моделируе-
мой системы. 

Характеристическую матрицу (1)
nT − λΘ , воспользовавшись гаус-

совой факторизацией для треугольного разложения, можно предста-
вить следующими зависимостями: 

(1) ,T
nT L L− λΘ = ∆  (23) 
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( )

( ) ( )

1

1 1 0

1
; , 1,2, , ;

0 1

; .

T

i

T
n n

E HR
L H N E diag i n

N E R H R

−

+ +

   
= = − λ = =   ν − λ  

∆ λ = − λ ⊕ ∆ ∆ = σ −

…
 

В соответствии с полученными зависимостями диагональные 
элементы k∆  диагональной матрицы ( )∆ λ  в конгруэнтном представ-

лении матрицы (1)
nT − λ  можно записать в виде 

( ) 12
1 0

1

, 1,2, , ; .
n

k k n i i
i

k n d
−

+
=

∆ = ν − λ = ∆ = σ − ν − λ∑…  (24) 

Опираясь на закон Сильвестра об инерции симметричной матри-
цы, с учетом теоремы Вейля о непрерывности собственных значений 
такой матрицы, можно утверждать, что число отрицательных знаков у 
членов последовательности , 1,2, , 1,j j n∆ = +…  согласно выражениям 

(24) при текущем значении λ  равно числу собственных значений мат-

ричного пучка ( )(1),nT Θ  меньших λ . Другими словами, последова-

тельность 1, 1,2, , 1,j j n∆ = +…  можно рассматривать как опорный зна-

ковый ряд для делителя спектра ( )ς λ  матричного пучка ( )(1),nT Θ : 

число отрицательных элементов ( )ς λ  на главной диагонали матрицы 

( )∆ λ  есть число собственных значений пучка ( )(1),nT Θ , которые 

меньше, чем λ .  
Эффективность процесса локализации собственных значений 

пучка ( )(1),nT Θ  может быть существенно повышена, если учесть осо-

бенности характеристического уравнения этого пучка 

( ) 12
0

1

0.
n

i i
i

d
−

=

σ − ν − λ =∑  (25) 

Из выражения (25) следует, что уравнение (25) имеет n  при 

0 0σ ≠  и 1n −  при 0 0σ =  корней iλ , которые строго разделяются соб-

ственными значениями iν  ведущей подматрицы N  пучка ( )(1),nT Θ : 

1 1 2 2 1 1n n n n− −ν < λ < ν < λ < < ν < λ < ν < λ < ∞… , если 0 0;σ <  

1 1 2 2 2 1 10 n n n n n− − −< λ < ν < λ < ν < ν < λ < ν < λ < ν… , если 0 0;σ >  

1 1 2 2 1 1n n n− −ν < λ < ν < λ < < ν < λ < ν… , если 0 0;σ =  

(26) 
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Условия (26) позволяют эффективно осуществлять локализацию 

собственных значений пучка ( )(1),nT Θ  по параллельной вычислитель-

ной схеме одновременно в n  или 1n −  интервалах изоляции в соот-
ветствии с выражениями (26). При этом делитель спектра пучка 

( )(1),nT Θ  целесообразно использовать в бинарной модификации, как 

двоичный индикатор ( )1n+ξ ∆ : 

( ) 1
1

1

1при 0;

0при 0.
n

n
n

+
+

+

∆ <
ξ ∆ =  ∆ ≥

 (27) 

Собственное значение iλ  в простейшей вычислительной схеме 

локализуется в интервале длиной ( )1 2 k
i i

−
+ν − ν  за k  шагов итерацион-

ного процесса, реализуемого по схеме деления отрезка пополам. В теле 
соответствующего рабочего цикла на каждом j − м шаге границы те-

кущего интервала изоляции ( )( ) ( ),i i
j ja b  для iλ  определяются следую-

щим образом: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

1
1

1
1

1
; ;

2

; 0;

; 1,

j i i j
i j j j n i

i j i i
j i j j j

i i i j
j j j i j

a b

a b b при

a a b при

− −
− − +

−
−

−
−

λ = + ξ = ξ ∆ λ 
= λ = ξ = 
= = λ ξ = 


 (28) 

где ( ) ( ) ( )1
1 1, ,j i i

i j ja b−
− −λ  — приближение собственного значения iλ  и грани-

цы интервала его изоляции на ( )1j − -м шаге рассматриваемого итера-

ционного процесса. 
В общем случае вместо рассмотренной дихотомической схемы 

для локализации собственных значений пучка ( )(1),nT Θ  в интервалах 

согласно выражениям (26) можно использовать более эффективные 
известные процедуры [1]. 

Вычисление собственных векторов пучка ( )(1),nT Θ  можно по-

строить на основе явных выражений для компонентов ksα  собственно-

го вектора ( )1 2 1,, , , :s s s n sV += α α α…  

( ) 1

1, 1,2, , ; 1,ks k k s nd k n
−

+α = − ν − λ = α =…  (29) 
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где 
[ ]

[ ]
0

0

1, , 0;

1, 1 , 0.

n если
s

n если

σ ≠
∈ − σ =

 

Можно показать, что и в особых ситуациях, связанных с наличи-

ем у пучка ( )(1),nT Θ  кратных собственных значений, структура пучка 

позволяет построить для решения проблемы его собственных значений 
и векторов эффективные и хорошо обусловленные параллельные вы-
числительные схемы [2]. 

Общий алгоритм решения проблемы собственных значений и 
векторов матричного пучка ( ),G Θ  вида (19) реализуется как рекур-

сивная последовательность соответствующих проблем для пучков 

( )(1),nT Θ  вида (22), сопровождающаяся последовательным исчерпани-

ем матричного окаймления характеристической матрицы K  пучка 

( ),G Θ  [2]. 

Рассмотрим в качестве иллюстративного примера решение с ис-
пользованием изложенной методики задачи, связанной с расчетом 
спектральных характеристик консервативной составной динамической 
системы с сосредоточенными параметрами, компонуемой из трех под-
систем. 

Векторы обобщенных координат подсистем примем в виде 

( ) ( ) ( )* * *

1 1 2 3 2 4 5 6 3 7 8 9, , ; , , ; , , .X x x x X x x x X x x x= = =  

Консервативные динамические модели подсистем можно пред-
ставить в виде 

0, 1,2,3,i i i im X g X i+ = =ɺɺ  

где ( ) ( ) ( )1 2 33,1,3 ; 2,4,1 ; 2,2,3 ;m diag m diag m diag= = =  

1 2 3

1 1 0 2 2 0 3 3 0

1 2 1 ; 2 4 2 ; 3 6 3 .

0 1 1 0 2 2 0 3 3

g g g

− − −     
     = − − = − − = − −
     
     − − −     

 

Приведенные значения квазиинерционных параметров узлов и 
квазиупругих параметров подсистем являются безразмерными, соот-
ветствующими некоторым принятым значениям квазиинерционной и 
квазиупругой постоянных расчетной динамической системы. 

Глобальная система образуется как связный ансамбль рассматри-
ваемых подсистем в результате наложения следующих связей двух 
видов: 
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- жесткого сопряжения инерционных узлов 2, 5 и 8 

( ) ( )
( )

1 2 5 2 2 8

2 5 8

0; 0;

0;

g g

g

f X x x f X x x

f X x x

= − = = − =

= − =
 (30) 

- сопряжения инерционных узлов 1, 7 и 3, 6 упругими соединени-
ями с безразмерными квазиупругими коэффициентами соответственно 

1,7 1c = ; 3,6 0,5c =  

( ) ( )3 1 7 1 4 3 6 20; 0,g gf X x x f X x x= − + δ = = − + δ =  (31) 

где ( )*

1 2 6, , , ;gX x x x= …  1δ  и 2δ  — деформации указанных упругих 

соединений. 
Рассматривая глобальную систему как несвободную динамиче-

скую систему, подчиненную позиционным связям вида (1) и (2), запи-
шем дифференциальные уравнения движения невозмущенной гло-
бальной системы в лагранжевой форме с множителями 

1 2
0 0 1 2

1

2

1

;

0;

0;

,

T T

g g
g g

g
g

g
g

DF DF
M X G X

DX DX

DF
X

DX

DF
X

DX

C


    + = Λ + Λ       

    
+ ∆ = 



= 

∆ = Λ 

ɺɺ

 (32) 

где 0 1 2 3 0 1 2 3; ;M m m m G g g g= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕  1 2( , ) ;diag∆ = δ δ  

1,7 3,6( , )C diag c c= ; ( ) ( )1 3 4 2 1 2, ; , ;F f f F f f= =  1 2,
g g

DF DF

DX DX
 — матрицы 

Якоби; 1 2,Λ Λ  — неопределенные множители Лагранжа, имеющие 

смысл реакций соответствующих связей, ⊕  — символ прямой суммы 
матриц. 

Используя расширенный вектор rX  избыточных обобщенных ко-

ординат, консервативную динамическую модель рассматриваемой 
глобальной системы можно представить в следующей матрично-
векторной форме: 

0,r r r rM X G X+ =  (33) 
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где  

0 1 2
*

0 4 1 2
*
2 2 2

0 ; 0 ;

0 0
r r

G D D

M M G D

D

 
 = ⊕ = Φ
 
  

 

*

1, 1,2. ;i
i

g

DF
D i C

DX
− 

= = Φ =  
 

( )* * * *
1 2, , ;r gX X= Λ Λ  20  и 40 − нулевые 

матрицы порядков 2 и 4. 
Численные версии матриц M  и G  с учетом упруго-инерционных 

характеристик подсистем и уравнений связей (1) и (2) получены в виде 
 

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

rM



= ;


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  

1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 4 2 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 3 3 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 3 6 3 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 3 3 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

rG

−
− −

−
−

− − −
− −

− −
− − − −

−
− −

− −
−

= .

1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

−
−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Выполним нормировку матрицы rM  модели (4) за счет преобразова-

ния координат в виде 
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0,5
0 4, .r m mX P X P M E−= = ⊕  (34) 

В координатном пространстве X  модель (4) будет иметь вид 
0,m mM X G X+ =ɺɺ  (35) 

 
где 

0 1 2
* 0,5 0,5

9 4 1 2 0 0 0 0
*
2 2 2

0,5 0,5
1 0 1 2 0 2

0 ; 0 ; ;

0 0

; .

m m m

m m m m

m

m m

G D D

M E G D G M G M

D

D M D D M D

− −

− −

 
 = ⊕ = Φ =
 
  

= =

 

Отыскание решения дифференциального уравнения (35) в форме 
tX eλ= Η  приводит к необходимости решения обобщенной проблемы 

собственных значений для матричного пучка ( ),m mG M  

,m mG H M H= λ  (36) 

где ( ),Hλ  — собственная пара пучка. 

Матричный пучок ( ),m mG M  имеет структуру сингулярного мат-

ричного пучка (2) и характеризуется следующим численным содержа-
нием его компонентов 
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0.333 0.577 0 0 0 0 0 0 0 0.577 0 0 0 0
0.577 2 0.577 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0.577 0.333 0 0 0 0 0 0 0 0.577 0 0 0
0 0 0 1 0.707 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.707 1 1 0 0 0 0 0 0.5 0 0.5
0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.5 1.5 0 0.707 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.5 3 1.225 0 0 0 0.707 0.707
0 0 0

mG

−
− −

−
−

− − −
− −

− −
− − − −=

0 0 0 0 1.225 1 0 0 0 0 0
0.577 0 0 0 0 0 0.707 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0.577 0 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0
0 1 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0.707 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.5 0 0 0.707 0 0 0 0 0 0

−
− −

− −
−

−
−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

mM



=


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. 

Используя стандартную программу svd  системы MATLAB, 
найдем матричные компоненты сингулярного разложения подматрицы 

*
2mD USV=  

2[ , , ] ( );mU S V svd D=  

где ,U V  — левая и правая сингулярные матрицы подматрицы 2mD ; 

S  — сингулярное ядро подматрицы 2mD :  

0 0 0.792 0 0 0 0 0.61 0
0.898 0.225 0.231 0 0 0 0 0.3 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0

0.159 0.635 0.461 0 0 0 0 0.599 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0

0.41 0.739 0.326 0 0 0 0 0.424 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

;U

− −
− − −

−

− −

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

 

*
1.553 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1.043 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

;S
 

=  
  

 
0.7 0.52 0.577

0.765 0.285 0.577
0.136 0.805 0.577

.V
− − −

−
− −

 
=  
  
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Определим содержательную ведущую подматрицу σ  матрицы S  
в виде 

1.553 0

0 1.043
 σ =  
 

. 

 
Следуя зависимостям (4) и (5), выполним преобразование координат 
модели (35) по формуле  

,sX P Y=  (37) 
и представим эту модель в виде 

0,M Y GY+ =ɺɺ  (38) 

где 2 ;sP U E V= ⊕ ⊕  

* * *
0 1 2 9

*
1 2 2

* *
2 2 2

0 0

0 ; 0 0 0 .

0 0 0 0 03

m m m

m

m

U G U U D U D V E

G D U M

V D U

  
  

= Φ =   
  
    

 

Численное значение матрицы G  получено в виде 
2.143 0.404 0.471 0.113 0.519 0.159 0.615 0.2380.502 0 0 1.553 0 0
0.404 2.143 0.431 0.449 0.13 0.635 1.109 0.773 0.905 0 0 0 1.043 0
0.471 0.431 0.636 0.326 0.133 0.461 0.489 0.6120.399 0.458 0 0 0 0
0.113 0.449 0.326 1 0 0

G

− − − − − − − −
− − − − −
− − − −
− −

=

0 0.424 0 0 0 0 0 0
0.519 0.13 0.133 0 0.333 0 0 0.173 0 0 0.577 0 0 0
0.159 0.635 0.461 0 0 2 0 0.599 0 0 1 0 0 0
0.615 1.108 0.489 0 0 0 1.5 0.635 0 0.707 0 0 0 0
0.238 0.773 0.612 0.424 0.173 0.599 0.635 1.4110.519 0.352 0 0 0 0
0.502 0.905

−
− − − −
− − − −
− − −
− − − − − − − −
− 0.399 0 0 0 0 0.519 1 0 0 0 0 0

0 0 0.458 0 0 0 0.707 0.352 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0.577 1 0 0 0 0 2 0 0 0

1.553 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1.043 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.

−
− − − −

− − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Подматрица *
2mU D V S= рассматриваемой модели имеет непол-

ный ранг, что порождает общее нуль-пространство у компонентов рас-
четного матричного пучка ( ),G M , которое следует исключить. Это 

исключение совершается в результате удаления последней строки и 
последнего столбца у матриц G  и M . Соответствующее преобразова-
ние модели (38) определяется зависимостями: 

13* *

1,13

; 0; ; ; .
0

E
Y P Q MQ GQ M P M P G P G P P∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

 
= + = = = =  

 

ɺɺ  (39) 

268 Труды СПИИРАН. 2013. Вып. 3(26). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн)  
SPIIRAS Proceedings. 2013. Issue 3(26). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 

www.proceedings.spiiras.nw.ru

268



Сингулярный спектральный аналог консервативной модели (39) 
будет иметь вид 

,G Z M Z= λ  (40) 

где ( ),Zλ  — собственная пара матричного пучка ( ), .G M  

Численные поля полученных компонентов матричного пучка 

( ),G M  сегментируем, следуя схеме (12)  

 
2.143 0.404 | 0.471 0.113 0.519 0.159 0.615 0.238 0.502 | 0 0 | 1.553 0
0.404 2.143 | 0.431 0.449 0.13 0.635 1.109 0.7730.905 | 0 0 | 0 1.043

0.471 0.431 | 0.636 0.326 0.133 0.461 0.489 0.612 0.399 | 0 0.458 0

G

− − − − − − − −
− − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −
− − − −

=

. | 0 0
0.113 0.449 | 0.326 1 0 0 0 0.424 0 | 0 0 | 0 0
0.519 0.13 | 0.133 0 0.333 0 0 0.173 0 | 0 0.577 | 0 0
0.159 0.635 | 0.461 0 0 2 0 0.599 0 | 0 1 | 0 0
0.615 1.109 | 0.429 0 0 0 1.5 0.635 0 | 0.707 0 | 0 0
0.238 0.773 | 0.612 0.424 0.173 0.599 0.635

− − −
− − − −
− − −
− − −
− − − − − − 1.411 0.519 | 0.352 0 | 0 0
0.502 0.905 | 0.399 0 0 0 0 0.519 1 | 0 0 | 0 0

0 0 | 0.458 0 0 0 0.707 0.352 0 | 1 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0.577 1 0 0 0 | 0 2 | 0 0

1.553 0 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 1.043 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0

− −
− −

− − − − − − − − − − − − − − − −
− − − −

− − −
− − − − − − − − − − − − − − − −

 












 

,















1 0 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 1 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0

0 0 | 1 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 1 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 1 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0 1 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0 0 1 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0 0 0 1 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0 0 0 0 1 | 0 0 | 0 0

0 0 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0

M

− − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − −

=

0 0 0 0 | 0 0 | 0 0

0 0 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0
0 0 | 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 | 0 0

− − − − − − − − − − − − − − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. 

В соответствии с выполненной сегментацией матричного пучка 

( ),G M  символическое представление спектрального уравнения (40) 

примем в виде 
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(1) (1)
11 12 1 2 2,7 2 2

(2) (2)
21 22 2 7,2 7 7,2 7,2
* * (3) (3)
1 2 2 2,7 2 2

(4) (4)
2 2,7 2 2

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

a a b EZ Z

a a b EZ Z

b b Z Z

Z Z

σ       
      
      = λ
      Φ
      σ            

, (41) 

где ( ) , ( 1,2,3,4)iZ i =  — кортежи собственного вектора Z , структурно 

согласованные со схемой сегментации матричного пучка ( ),G M . 

Разрешая матричные уравнения, соответствующие четырем гори-
зонтальным сегментам системы (40), снизу вверх, получим 

(1) (1)

* (2) (3) (3) 1 * (2)
2 2

1 * (2) (2) 1 * (2)
22 2 2 22 2 2 7

(2) (3) (4) (4) 1 (2) (3)
12 1 12 1

0 0;

0 ;

( ) ( ) 0;

0 ( ).

Z Z

b Z Z Z b Z

a b b Z Z a b b E Z

a Z b Z Z Z a Z b Z

−

− −

−

σ = ⇒ =
+ Φ = ⇒ = −Φ 
− Φ = λ ⇒ − Φ − λ = 
+ + σ = ⇒ = −σ + 

 (42) 

Из выражения в третьей строке системы (42) следует, что 7 конечных 
собственных значений симметричного расчетного пучка ( ),G Θ  могут 

быть найдены в результате решения стандартной проблемы собствен-
ных значений для симметричной матрицы 1 *

22 2 2.A a b b−= − Φ  В соответ-

ствии с выполненной сегментацией матрицы G  численное значение 
матрицы A  определено в виде 

0.636 0.326 0.133 0.461 0.489 0.612 0.399
0.326 1 0 0 0 0.424 0
0.133 0 0.333 0 0 0.173 0
0.461 0 0 2 0 0.599 0
0.489 0 0 0 1.5 0.635 0
0.612 0.424 0.173 0.599 0.635 1.411 0.519

0.399 0 0 0 0 0.519 1

A

− −
−

−
−
−

− − − − −
−

 
 
 

=  
 
 
  

 

Решая стандартную проблему собственных значений с помощью 
стандартной программы системы MATLAB  найдем матрицу SP  соб-
ственных значений и модальную матрицу Aµ  матрицы A : 

( )0 0.488 0.683 1 1.606 2.33 3.274SP diag= ; (43) 
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0.652 0.427 0.43 0 0 0.232 0.393
0.309 0.079 0.367 0.775 0.368 0.0819 0.148

0.378 0.843 0.321 0 0.161 0.132 0.0151
0.218 0.0925 0.0394 0 0.301 0.682 0.622
0.309 0.17 0.0878 0 0.517 0.664 0.4
0.227 0.233 0.606 0 0.527 0

A

−
− − −

− − − −
− − − −
− − −
− − − −

µ =

.0784 0.494
0.378 0.968 0.449 0.633 0.451 0.1 0.182

−
− − − −

 
 
 
 
 
 
  

. 

 

Собственные значения матрицы A  являются собственными зна-
чениями модели (38) и исходной сингулярной динамической модели 
(33). 

Сингулярную модальную матрицу zµ  матричного пучка ( ),G M
�

 

модели (40) можно определить как вертикальную конкатенацию четы-
рех матриц 1 2 3 4, , ,z z z zµ µ µ µ , связанных друг с другом теми же соотно-

шениями, что и кортежи (1) (2) (3) (4), , ,Z Z Z Z  собственного вектора Z  
согласно зависимостям (42): 

( )*

1 2 3 4, , , ,z z z z zµ = µ µ µ µ   

где
1 * 1

1 2,7 2 3 2 2 4 12 2 1 30 ; ; ; ( );z z A z z z z zb a b− −µ = µ = µ µ = −Φ µ µ = −σ µ + µ  

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0.652 0.427 0.43 0 0 0.232 0.393
0.309 0.079 0.367 0.775 0.368 0.0819 0.148

0.378 0.843 0.321 0 0.161 0.132 0.0151
0.218 0.0925 0.0394 0 0.301 0.682 0.622
0.309 0.17 0.0878 0 0.517 0.664 0.4
0.227 0.233

z

−
− − −

− − − −
− − − −
− − −
− −

µ =
0.606 0 0.527 0.0784 0.494

0.378 0.0968 0.449 0.633 0.451 0.1 0.182
0 0.157 0.348 0 0.551 0.548 0.289
0 0.197 0.113 0 0.197 0.379 0.315
0 0.211 0.472 0.148 0.198 0.246 0.34
0 0.178 0.196 0.882 0.277 1.343 0.666

− − −
− − − −

− − −
−

− − − −
− − − −























 
 
 

. 

Модальную матрицу µ  сингулярного матричного пучка ( ),r rG M  

расчетной модели (33) с учетом преобразований координат модели 
(33), выполненных в соответствии с выражениями (34), (38) и (39) по-
лучим в виде 
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( ) ( )0,5 13
0 4 2

1,13

0.218 0.277 0.41 0 0.186 0.0787 0.0057
0.218 0.0286 0.0822 0 0.158 0.077 0.238
0.218 0.487 0.186 0 0.0929 0.0761 0.0087
0.218 0.0559 0.259 0.548 0.26 0.0579 0.105
0.218

0m s z z
EP P P M E U E V−

∆

− − − −
− − − − − −
− −
− − −
−

 µ = µ = ⊕ ⊕ ⊕ µ =
  

=

0.0286 0.0822 0 0.158 0.077 0.238
0.218 0.0925 0.0394 0 0.301 0.682 0.622
0.218 0.12 0.0621 0 0.366 0.47 0.283
0.218 0.0286 0.0822 0 0.158 0.077 0.238
0.218 0.0559 0.259 0.365 0.26 0.0579 0.105

0 0.157 0.348 0 0.551

− − − − −
− − − −
− − −
− − − − − −
− − − −

− 0.548 0.289
0 0.197 0.113 0 0.197 0.379 0.315
0 0.0402 0.399 0.365 0.268 0.543 0.132
0 0.212 0.305 0.365 0.0722 0.571 0.45
0 0.172 0.0941 0.73 0.196 1.114 0583

.

− −
−

−
− −

− − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 (44) 

Модальное преобразование исходной расчетной модели, сопро-
вождаемое преобразованием ее сингулярного матричного пучка 

( ),r rG M  в виде 
* *;E r E rG G M M= µ µ = µ µ , 

приводит расчетную модель к нормальной форме с диагональным мат-
ричным пучком: 

0,RR G R+ =ɺɺ  

где ;rR X= µ   

( )0.0000  0.4879  0.6830  1.0000  1.6064  2.3299  3.2738 .RG SP diag= =  

В качестве контрольного расчета построим решение обобщенной 
проблемы собственных значений для симметричного матричного пуч-
ка ( ),c cG M , соответствующего дифференциальному уравнению дви-

жения рассматриваемой динамической системы в том случае, когда 
она схематизируется как свободная система. Численные значения ком-
понентов пучка ( ),c cG M  в соответствии с уравнениями связей (30) и 

(31) можно представить в виде 
2.000 1.000 0 0 0 1.000 0
1.000 12.000 1.000 2.000 2.000 3.000 3.000

0 1.000 1.500 0 0.500 0 0
0 2.000 0 2.000 0 0 0
0 2.000 0.500 0 2.500 0 0

1.000 3.000 0 0 0 4.000 0
0 3.000 0 0 0 0 3.000

;cG

− −
− − − − − −

− −
−
− −

− −
−

 
 
 

=  
 
 
 

 

( )3     7     3     2     1     2     3.cM diag=  
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Матрицу собственных значений SP  и модальную матрицу µ  

пучка ( ),c cG M  вычислим по стандартной программе системы 

MATLAB   
( )[ , ] , :c cSP eig G Mµ =  

0.2182 0.2774 0.4100 0.0000 0.1856 0.0787 0.0057
0.2182 0.0286 0.0822 0.0000 0.1578 0.0770 0.2384
0.2182 0.4866 0.1855 0.0000 0.0929 0.0761 0.0087
0.2182 0.0559 0.2592 0.5477 0.2602 0.0579 0.1048
0.2182 0.0925

− − − −
− − − − − − −
− −
− − − −
−

µ =
0.0394 0.0000 0.3012 0.6818 0.6218

0.2182 0.1201 0.0621 0.0000 0.3655 0.4695 0.2830
0.2182 0.0559 0.2592 0.3651 0.2602 0.0579 0.1048

;
− − − −

− − −
− − −

 
 
 
 
 
 
  

 (45) 

( )0.0000 0.4879 0.6830 1.0000 1.6064 2.3299 3.2738SP diag= − . (46) 

Сравнение полученных значений µ , SP  согласно выражениям 

(45), (46) и значений µ , SP  согласно выражениям (44), (43) с учетом 

уравнений связей (30) и (31) свидетельствует о корректном совпадении 
этих значений. 
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РЕФЕРАТ 
 

Кочура А.Е., Подкользина Л.В., Ивакин Я.А., Нидзиев И.И. Сингуляр-
ные матричные пучки в обобщенной симметричной проблеме соб-
ственных значений. 

Рассматриваемая проблема имеет актуальный характер для ши-
рокого круга прикладных задач, связанных с исследованием характе-
ристик и нахождением оптимальных структур всевозможных динами-
ческих систем в самых различных областях знания.  

Обобщенная проблема собственных значений для симметрично-
го матричного  пучка  принципиально труднее стандартной проблемы, 
поскольку в ней могут иметь место явления, существенно осложняю-
щие локализацию собственных пар матричного пучка. Одно из таких 
явлений порождается сингулярностью пучка, которая состоит в том, 
что характеристическое уравнение пучка удовлетворяется при любом 
значении характеристического показателя. 

Такая ситуация характерна для  прикладных задач динамики 
сложных механических и электромеханических агрегатно-модульных 
систем. Проектные расчеты указанных систем, как правило, имеют 
многовариантный характер для обеспечения оптимальных характери-
стик создаваемых систем за счет варьирования в допустимых пределах 
упруго-инерционных параметров. В общем случае такие расчеты при-
обретают характер структурно-параметрического синтеза, когда варь-
ируемое пространство дополняется корректирующими динамическими 
устройствами.  

При видимой несхожести задач первого и второго вида их мо-
дельная интерпретация при исследовании спектральных характеристик 
приводит к динамическим моделям одной и той же структуры с вы-
рожденным инерционным полем. Следствием этого  обстоятельства 
обычно является наличие общего нуль-пространства у расчетного мат-
ричного пучка, что приводит к необходимости предварительной 
структуризации исходной расчетной модели с целью исчерпания ука-
занного нуль-пространства. 

В статье рассмотрены два метода решения такой задачи. Один 
из них использует аппарат сингулярного разложения матриц, другой – 
“окаймляющую” структуризацию расчетного пучка в сочетании с эф-
фективным алгоритмом решения обобщенной проблемы собственных 
значений окаймленного пучка.  
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SUMMARY  
 

Kochura A.E., Podkolzina L.V., Ivakin Y.A., Nidziev I.I. Singular matrix 
bundles in a generalized symmetric problem of eigenvalues. 

The considered problem is actual for a wide variety of problems related 
to the study of characteristics and finding the optimal structures of various 
dynamical systems in various fields of knowledge. 

The generalized eigenvalue problem for a symmetric matrix bundle es-
sentially is more difficult than standard-issue, as it may occur phenomena, 
significantly complicating the localization of their own pairs matrix bundle. 
One such phenomenon is generated by the singularity of the bundle, which 
consists in the fact that the characteristic equation of the bundle is satisfied 
for any value of the characteristic of the indicator. 

This situation is typical for applications of the dynamics of complex 
mechanical and electromechanical aggregate-module systems. Design cal-
culations of these systems tend to have a multivariate character to ensure the 
optimum performance of the systems due to a variation in the acceptable 
range of elastic-inertial parameters. In general, these calculations assume 
the character of structural and parametric synthesis when variable space is 
complemented by dynamic corrective devices. 

The apparent dissimilarity of the tasks of the first and the second type 
of model interpretation in the study of the spectral characteristics leads to 
dynamical models of the same structure with a degenerate inertial field. The 
consequence of this fact is usually the presence of a common null-space 
matrix bundle in the design, making it necessary to pre-structuring of the 
original design model to the exhaustion of this null-space. 

The paper considers two methods for solving this problem. One of 
them uses the singular value decomposition of the unit matrix, and the other 
– "surrounding" structuring of the estimated bundle in combination with an 
effective algorithm for solving the generalized eigenvalue problem fringed 
bundle. 
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