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Аннотация. В статье проанализированы достоинства и недостатки прямых и 
итерационных методов решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
большой размерности (БР). Предложен новый «прямой» метод (алгоритм) решения 
СЛАУ с варьируемыми параметрами для матриц БР на основе учета их разреженности и 
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1. Введение. В основе большого числа важных научно-

прикладных и производственно-технических задач лежит решение 
систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Особый 
класс СЛАУ - системы с большими разреженными матрицами (БРМ). 
Математические модели, использующие СЛАУ с БРМ, применяются 
при изучении статического равновесия физических, технических, био-
логических, производственно-экономических [9] и других типах сис-
тем; при решении с помощью конечно-разностных методов или мето-
дов конечных элементов многочисленных задач из области математи-
ческой физики, строительной механики, механики конструкций лета-
тельных и иных аппаратов; прогнозирования метеорологических и 
гидрогеологических [2] процессов; обеспечения работы графических 
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процессоров [16] и пр. Актуальность проблематики решения СЛАУ с 
БРМ подчеркивается публикацией большого количества работ – как 
учебного характера [1], так и научного. Для последней группы стоит 
отметить как классические работы [4, 10], так и ряд современ-
ных [5, 6, 12]. В некоторых случаях для решения указанных задач не-
обходимы многовариантные расчеты, в которых различаются лишь 
небольшое количество элементов матрицы СЛАУ. Целью данной ста-
тьи была разработка специальных алгоритмов для решения СЛАУ с 
БРМ именно такого класса задач. 

Двумя основными группами методов решения СЛАУ являются 
«прямые» и «итерационные». Несмотря на то, что итерационные ме-
тоды позволяют во многих случаях эффективно решать СЛАУ с БРМ с 
минимальным использованием оперативной памяти [17], на практике 
их применение все же остается достаточно ограниченным. Основные 
причины такого положения: сложности при выборе начального при-
ближения «вектора решения»; медленная сходимость (а для некото-
рых вариантов прямых методов и отсутствие гарантированной сходи-
мости) к решению; в общем случае - сложность определения целесо-
образного момента завершения итераций при немонотонной сходимо-
сти и пр. Поэтому в данной статье рассматриваются только прямые 
методы. 

Такие методы для СЛАУ небольшой размерности уже давно 
хорошо разработаны [11] и реализованы в виде высококачественного 
программного обеспечения для современных ПЭВМ в виде автоном-
ных программ и пакетов прикладных программ. Для СЛАУ с БРМ 
существуют специальные коллекции матриц  [19]; алгоритмы [21] и 
библиотеки программ [13, 20], в т.ч. позволяющие учесть характер 
расположения ненулевых коэффициентов в матрицах. Особо отметим 
алгоритмы, позволяющие эффективно организовать вычисления с раз-
личными правыми частями СЛАУ; алгоритмы для ленточных мат-
риц [4, 10] и пр. Однако в большинстве типичных алгоритмов при из-
менении небольшого количества коэффициентов матрицы в СЛАУ с 
БРМ все вычисления приходится выполнять с самого начала. При 
этом для сокращения времени получения результатов может быть ис-
пользование распараллеливание вычислений [3, 14, 18], в т.ч. и с при-
менением «вычислительных кластеров». 

Однако даже при использовании высокоскоростных вычисли-
тельных систем [6] многовариантные расчеты с варьируемыми пара-
метрами матриц СЛАУ могут требовать слишком больших вычисли-
тельных затрат. Это особенно актуально для моделирования и, воз-
можно, управления процессами, протекающими в реальном времени. 
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Например, для задач прогнозирования погоды в метеорологии и 
большого числа задач, связанных с оперативной обработкой информа-
ции. Также это актуально для больших задач вариантного планирова-
ния в производственно-экономической сфере, включая транспортные 
задачи большой размерности, распределения ресурсов и пр. 

Все возможные случаи многовариантных расчетов СЛАУ до-
пускают обобщенную формализацию в виде проблемы параметриче-
ского синтеза линейной модели в ограниченном пространстве варьи-
руемых параметров. В рамках такой схематизации могут учитываться 
и возможные структурные вариации исследуемой системы.  

Для значительной части практически важных случаев многова-
риантных расчетов, в которых используются СЛАУ с БРМ, количество 
варьируемых элементов матрицы СЛАУ значительно меньше размер-
ности СЛАУ, т.е. на каждом шаге вариантного анализа системы осу-
ществляется ее локальная параметрическая модификация. Для расче-
тов таких систем целесообразным, по критериям экономичности вы-
числительных схем, представляется использование таких алгоритмов, 
в которых максимально эффективно использовалось бы решение для 
базовой модели, соответствующей исходной СЛАУ с БРМ. В качестве 
такой модели может выступать некоторая начальная параметрически 
определенная модель исследуемой системы или ее модель на преды-
дущем шаге многовариантного вычислительного процесса. 

2. Существующие подходы к решению параметрически воз-
мущенных линейных систем. Расчетная модель параметрически 
возмущенной линейной системы, связанной с рассматриваемой моде-
лью задачи, имеет вид: 

( ) ,
~

0 BXAA =+  (1) 

где −0A основная матрица; A
~

 - матрица вариаций коэффициентов 

базовой системы; X – вектор неизвестных; B – вектор свободных чле-
нов базовой (исходной) СЛАУ. 

Примем, что матрица A
~

 имеет сильно разреженную структуру. 
Если использовать стандартные методы решения СЛАУ, то при раз-
личных ее «разложениях» разреженная структура матрицы «разруша-
ется» и она становится в общем случае полностью заполненной нену-
левыми коэффициентами: 

( ) .
~

0
1

0 XXAAI =+ −  (2) 

Здесь Xo – решение базовой СЛАУ; I – единичная матрица. Ре-
шение системы (2) даже менее экономично, чем новый расчет исход-
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ной СЛАУ с основной матрицей в виде AA
~

0 + , поскольку сопровожда-

ется дополнительной потерей вычислительного времени за счет опе-

раций вычисления .
~1

0 AA−  

Известные методы для СЛАУ с «ленточными» разреженными 
матрицами имеют достаточно ограниченную сферу применения, т.к. 
далеко не для всех задач матрицы имеют ленточную структуру. Кроме 
того, если ширина «ленты» по отношению к размерности матрицы 
достаточно велика, то преимущества «ленточных алгоритмов» по от-
ношению к алгоритмам для «полных» матриц утрачиваются [11]. 

Известный путь рационального использования разреженного 

характера матрицы вариаций A
~

 связан с применением «преобразова-
ния Крона», модифицированного для СЛАУ общего (несимметрично-
го) вида [7, 8]. Соответствующий алгоритм в общем случае требует 
описания схемы вариаций модифицируемой СЛАУ на основе двух 
неполяризованных матриц инциденций: матрицы 1S  на множестве 

заходящих ветвей схемы вариаций и матрицы 2S  на множестве исхо-

дящих ветвей этой схемы. Используемая терминология вытекает из 
сопоставления модели вида (1) и ассоциированного с ней глобального 
орграфа с кодом { }Pmn ,, . Здесь n – количество узлов орграфа; m – 

количество ветвей орграфа, P – m - компонентный вектор весовых ко-
эффициентов ветвей.  

Узлы орграфа отображают структурные переменные модели, а 
ветви – взаимосвязи этих переменных. Лексикографически упорядо-
ченная нумерация узлов и ветвей глобального орграфа обусловливает 
взаимно однозначное соответствие между компонентами вектора P  и 
множеством значений ненулевых элементов основной матрицы 
СЛАУ, используемой в модели. Для подграфа схемы вариаций компо-
нентами кода { }Pmn ,,  будут служить: −n общее число узлов гло-

бального орграфа; m  - число варьируемых коэффициентов основной 

матрицы; P - вектор их вариаций. 
С помощью матриц инциденций вариацию основной матрицы 

для модели по (1) можно определить формулой 

,
~

21
TSDSA =  (3) 

где ( ) .PdiagD =  

Если ввести дополнительный −m компонентный вектор v : 

,2 XSD T=ν  (4) 
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то уравнение (1) можно представить следующим образом: 
 

.
.

;

2

10





=
=+
XSDv

BvSXA
T  (5) 

Решение системы (5) получим в виде: 

( ) ,02
1

1
1

0 XSDMSAIX T
vn
−−−=  (6) 

где −+= −
m

T
mv ISASDIM ;1

1
02 единичная матрица порядка .m  

Выражение (6) представляет собой диакоптику Крона, модифи-
цированную для системы уравнений общего вида. При отыскании ре-
шения −n мерной варьируемой модели (1) по формуле (6) порядок 

обращаемой матрицы vM  равен числу m  варьируемых коэффициен-

тов, которое во многих задачах существенно меньше поряд-
ка (размерности) n  СЛАУ для базовой модели. При этом в вычисли-

тельной схеме участвует не полная обратная матрица 1
0
−A  базовой 

модели, а только часть ее столбцов, соответствующих ненулевым 
строкам матрицы 1S . Их число равно количеству структурных пере-

менных схемы вариаций. Матричный множитель 1
1

0 SA−  может быть 

построен на основе матрицы 1S , в которой каждый −j ый столбец с 

«1» в позиции ( )ji,  заменяется −i ым столбцом матрицы .1
0
−A  

Практическая реализация алгоритма (6) построения реше-
ния СЛАУ для моделей с варьируемыми коэффициентами СЛАУ осу-
ществляется в виде совокупности следующих матричных проце-
дур (операций): 









−=
=
=

∗

−∗

.

;

;

0

1
1

0

02

XXX

ZSAX

XSDZM T
v

 (7) 

Таким образом, решение в виде вектора X  для «варьируемой» 
модели, описываемой уравнением вида (1) определяется как коррек-
ция решения 0X  базовой СЛАУ. Для определения корректирующего 

вектора ∗X  необходимо решить СЛАУ с основной матрицей vM  по-
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рядка m. Из выражения (6) также следует, что обратная матри-

ца ( ) 1
0

~ −
+ AA  модифицированной СЛАУ имеет вид: 

( ) .
~ 1

02
1

1
1

0
1

0
1

0
−−−−− −=+ ASDMSAAAA T

v  (8) 

Зависимость (8) представляет собой обобщение известного то-
ждества Шермана-Моррисона для обращения матрицы с диадным до-
полнением. 

Если рассматривать расширенное фазовое пространство моде-
ли (1), соответствующее координатному вектору vX ⊕ , то уравне-
ние (1) можно представить в следующей блочно-структурированной 
форме: 

,
0

0

00

0

12

10








=


























−

+








mm
T

nn

mmmn

nm B

v

X

ISD

SA
 (9) 

где nm0 , mn0 , mm0  – «нулевые» матрицы с размерностями соответственно 

mn× , nm× , mm× ; ν – m - компонентный вектор; 10 m – «нулевой» век-

тор размерностью m. 
В уравнении (9) матрица вариаций имеет существенно разре-

женную упорядоченную структуру так называемого −)(m
nT типа [2]. 

Важным свойством −)(m
nT структурированной матрицы вариаций яв-

ляется инвариантность ее формы относительно преобразований ос-
новной матрицы базовой СЛАУ. Осуществляя эквивалентное преобра-
зование уравнения (9) с левым неособенным множителем L  вида: 

,
0

1
02

1
0













−
= −

−

m
T

nm

IASD

A
L  (10) 

представим уравнение (9) следующим образом:  
 

.
0

1
02

0

1
1

02

1
1

0








−

=




















−− −−

−

BASD

XX

SASDI

SAI
TT

mmn

n

ν
 (11) 

Преобразование модели (9) с множителем L  объединяет опера-
цию обращения базовой модели и прямую подстановку Гаусса, осуще-
ствляемую в основном фазовом пространстве рассматриваемой моде-
ли. Обратная подстановка в системе (11) приводит к формуле (6) для 
решения модифицируемой СЛАУ вида (1). 
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Преобразование согласно зависимостям (9)-(11) представляет 
собой интерпретацию обобщенного алгоритма Крона в виде 

−)(m
nT структуризации модифицируемой модели вида (1). Вычисли-

тельную эффективность такой структуризации можно оценить ее про-

фильной характеристикой – шириной m  окаймления в −)(m
nT формате 

матрицы вариаций. В алгоритме Крона профиль −)(m
nT структуры 

матрицы вариаций определяется числом варьируемых элементов ос-
новной матрицы исследуемой СЛАУ, что непосредственно вытекает 
из мультипликативной факторизации для матрицы вариаций в ви-
де (3). При этом совершенно не учитываются особенности заполнения 
матрицы вариаций в каждом конкретном случае. В частности, такие 

важные характеристики разреженности матрицы A
~

, как локальные 
группировки элементов этой матрицы в пространстве ее строк и 
столбцов. Показательной в этом отношении является ситуация, когда 
матрица вариаций −n мерной СЛАУ состоит из n  элементов, принад-
лежащих одной строке или столбцу. Применение в такой ситуации 
алгоритма (6) теряет смысл, так как приводит к необходимости обра-
щения матрицы vM  того же порядка, что и у основной матрицы 0A  

базовой модели.  
3. Предлагаемые модификации существующих алгоритмов. 

Между тем ярко выраженный векторный характер группировки эле-
ментов матрицы вариаций в указанных случаях позволяет построить 
исключительно эффективную вычислительную схему для нахождения 
решения соответствующей модифицированной модели. 

Примем, что в матрице вариаций A
~

 порядка n отличные от ну-
ля элементы сгруппированы в −i ой строке, которую обозначим через 

iR . Тогда матрицу вариаций можно представить в диадной форме: 

,
~

ii ReA =  (12) 

где −ie единичный −n компонентный вектор с «1» в −i ой позиции. 

Такая факторизация матрицы вариаций позволяет осуществить 

−)1(
nT структуризацию модифицируемой СЛАУ с минимальным про-

филем ( )1=m  в расширенном ( )−+1n мерном фазовом пространстве: 

,
01

0
1

0








=






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





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− X

v
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Труды СПИИРАН. 2014. Вып. 2(33). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

85



 

 

 

 

где −ν скаляр, так как m=1. 
Реализуя алгоритм Гаусса, решение для (13) получим в виде: 

.
1

0
0 i

ii

i h
hR

XR
XX

+
−=  (14) 

В формуле (14) −− ihi ый столбец матрицы .1
0
−A  Таким обра-

зом, в рассматриваемом случае объем вычислений для алгоритма ре-
шения модифицированной модели −n го порядка с n  варьируемыми 

элементами, полученного на основе −)1(
nT структуризации модели, 

определяется двумя скалярными произведениями. В вычислительном 
отношении это на два порядка экономичнее, чем прямое решение но-
вого параметрического варианта исследуемой модели с основной мат-

рицей AA
~

0 +  или решение этого варианта по алгоритму Крона. Отли-

чительной чертой методов, объединяемых названием «технологии 
разреженных матриц» (10), является эффективное использование раз-
реженности обрабатываемых матриц с позиций экономии оперативной 
памяти ЭВМ и/или количества вычислительных операций. Граница 
между плотными и разреженными матрицами в вычислительных зада-
чах достаточно «нечеткая», поскольку само понятие разреженной мат-
рицы является эвристическим: матрица считается «разреженной», если 
есть возможность извлечь «вычислительную выгоду» из наличия в ней 
достаточно большого числа нулевых элементов. Такая возможность, а, 
следовательно, и само определение разреженности матрицы опирается 
на три взаимосвязанных фактора: структуру заполненности обрабаты-
ваемой матрицы; применяемые алгоритмы вычислений; доступность и 
возможности вычислительных средств. 

При наличии достаточно большого числа нулевых коэффициен-
тов в обрабатываемой матрице, т.е. при существенной степени ее раз-
реженности, определяющим фактором для вычислительно эффектив-
ного использования этого обстоятельства является упорядоченность 
структуры заполнения матрицы. Как правило, способы преобразова-
ния для обеспечения определенным образом упорядоченной структу-
ры заполнения матриц состоят в перестановке строк и столбцов [10].  

Кроме того, такие перестановки могут быть полезны для повы-
шения точности получаемых решений, особенно при ограниченном 
количестве знаков в мантиссах чисел, применяемых в расчетах. 

Если структура заполнения матрицы изначально никак не упо-
рядочена, то найти соответствующие матрицы перестановок очень 
трудно. Для этой цели приходится привлекать различные методы ком-
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бинаторики, теории графов, целочисленного программирования и т.п. 
Однако вычислительные затраты на предварительное преобразование 
разреженных матриц вполне окупаются, если сами матрицы имеют 
большие размеры, а задачи с ними решаются многократно. Известны 
примеры, когда удачное упорядочение основной матрицы СЛАУ 
большой размерности позволяло на несколько порядков уменьшить 
число выполняемых арифметических операций при решении системы 
и столь же эффективно сократить объем необходимой оперативной 
памяти [2]. 

−)(m
nT структуризация линейных моделей в расширенном фазо-

вом пространстве представляет собой принципиально новый подход к 
проблеме использования разреженности обрабатываемых матриц. 
Главный смысл предлагаемой структуризации заключается не в упо-
рядочении структуры заполнения матрицы, имеющей изначально раз-
реженный характер, а в эквивалентном преобразовании исходной 
плотно заполненной матрицы в разреженную матрицу с унифициро-
ванной структурой заполнения. К сфере целесообразного применения 

−)(m
nT структуризации моделей, описываемых СЛАУ можно отнести: 

задачи расчета сложных систем по частям; составные модели систем 
агрегатно-модульного типа; многовариантные расчеты линейных мо-
делей при структурно-параметрических изменениях исследуемых сис-
тем, включая их радикальную реконструкцию за счет расширения или 
сжатия основного структурного пространства. В задачах такого рода 
основная матрица представляется суммой двух матриц, одна из кото-
рых (стабильная) соответствует некоторой основной (базовой) систе-
ме, а вторая (в общем случае варьируемая) отражает взаимосвязи ме-
жду различными частями основной системы или измене-
ния (вариации) ее параметров. Во всех названных случаях матричная 
расчетная модель имеет вид типа (1). 

Критерием эффективности −)(m
nT структуризации линейной 

модели служит профильная характеристика m . Обеспечение мини-

мального профиля эквивалентной −)(m
nT модели осуществляется за 

счет целенаправленной декомпозиции варьируемой составляющей 

основной матрицы A
~

 расчетной модели в пространстве ее строк и 
столбцов. Минимальный профиль определяется минимальным числом 
кортежей ненулевых элементов, группируемых в пространстве строк 

и/или столбцов матрицы A
~

. Кортеж элементов, принадлежащих одной 

строке матрицы A
~

, может быть представлен в диадной форме (12). В 
эквивалентной модели такому кортежу соответствует одномерный 

Труды СПИИРАН. 2014. Вып. 2(33). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

87



 

 

 

 

профиль, как это следует из выражения (13). Аналогично можно пока-
зать, что кортеж элементов, принадлежащих одному столбцу 

матрицы A
~

, при −)(m
nT структуризации расчетной модели также по-

рождает одномерную профильную составляющую в эквивалентной 

модели. Действительно, если ненулевые элементы матрицы A
~

 сгруп-
пированы в одном столбце jC , то эту матрицу можно представить в 

диадной форме: 

,
~ T

jj eCA =  (15) 

а −)1(
nT структурированный образ расчетной модели, то (1) примет 

следующий блочный вид: 

.
01

0
1

0








=





















−

− X

v

X

e

CAI
T
j

jn  (16) 

Решение системы (16) выражается формулой: 

,
1

1
0

0
0 j

jj

j CA
Cg

x
XX −

+
−=  (17) 

где −jx0  j-ый элемент вектора 0X ; −jg  j-ая строка матрицы 
1

0
−A . 

В общем случае, когда эффективное использование особенно-

стей структуры заполнения матрицы A
~

 предполагает смешанную 
группировку ее ненулевых элементов в виде отдельных строк и столб-
цов, применяется дуальная тактика диадной факторизации 

матрицы A
~

, базирующаяся на соотношениях вида (12) и (15). 

Пусть −СR
~

,
~

декомпозиционные матрицы вариаций, представ-

ляющие собой непересекающиеся совокупности ненулевых p  строк и 

q  столбцов матрицы A
~

 порядка n . Тогда матрицу вариаций A
~

 мож-

но записать в следующей аддитивной форме: 

,
~~~ T

CR ECREA +=  (18) 

где RE и −CE матрицы с размерами pn× и qn × , составленные из 

единичных векторов, отвечающих глобальным номерам (в основном 
фазовом пространстве расчетной модели) соответственно строк мат-

рицы R
~

 и столбцов матрицы C
~

. В рассматриваемом общем случае 
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−)(m
nT структурированную модель с профилем qpm +=  расчетной 

системы вида (1) можно представить следующим образом: 

,
0 1

0
1

0








=





















−

−

mm

n X

v

X

IH

VAI
 (19) 

где ( )−+− qpv компонентный вектор дополнительных переменных, а 

−VH , блочные матрицы вида: 

[ ].~
;

~
CEV

E

R
H RT

C

=











=  (20) 

Выполняя прямую подстановку Гаусса в пределах основного 
фазового пространства расчетной модели, получим решение систе-
мы (19): 

( ) .0
11

0
1

0 XHVAHIVAIX mn 



 −−=

−−−  (21) 

Построение по формуле (21) решения варьируемой модели с 

локально плотной матрицей вариаций A
~

, содержащей в общем 
случае ( ) nqqnp +−  элементов, потребует решения вспомогательной 

СЛАУ порядка ( )qp+ < n. Преобразование по алгоритму Крона в этом 

случае совершенно теряет смысл, так как приводит к необходимости 
решать СЛАУ порядка ( ) nqqnp +− , который при ( )qp+  > 1 сущест-

венно превышает порядок исходной СЛАУ. 

При −)(m
nT структуризации линейной модели (1) на основе ад-

дитивно-диадной факторизации матрицы вариаций в виде (18) мини-
мизация профиля m  эквивалентной модели достигается за счет по-

следовательного выбора из матрицы A
~

 ее строки или столбца с наи-
более длинным на текущем шаге кортежем ненулевых элементов. Вы-
бираемые строки и столбцы помещаются в соответствующую деком-

позиционную матрицу вариаций R
~

 или C
~

. В общем случае одна из 
этих матриц может оказаться пустой. 

Схема минимизации профиля −)(m
nT структурированного про-

странства расчетной модели (1) может быть рационально реализована 
с использованием сжатых матриц инциденций rr SS 21 , . В матрицах 

этого вида участвуют только опорные узлы (структурные переменные) 
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схемы вариаций: 1r  заходящих и 2r  исходящих узлов. На основе сжа-

тых матриц инциденций для ( )−+ 21 rr узловой схемы вариаций можно 

построить сжатую −× 21 rr матрицу вариаций rA
~

 в форме, аналогич-

ной выражению (3): 

.
~

21
T
rrr SDSA =  (22) 

Глобальная матрица вариаций A
~

 порядка n  может быть рекон-
струирована на основе сжатой матрицы вариаций, если последняя со-
провождается двумя лексикографически упорядоченными номерными 
кортежами rr NN 21 , , содержащими соответственно 1r  и 2r  элемен-

тов. Элементами этих кортежей служат глобальные (в основном 
структурном пространстве расчетной модели) номера узлов подграфа 
схемы вариаций, инцидентных соответственно заходящим и исходя-
щим ветвям. Глобальная матрица вариаций может быть получена как 
расширение сжатой матрицы вариаций за счет последовательного 
формирования у последней 1rn −  нулевых строк с номерами из мно-

жества 1N  и 2rn −  нулевых столбцов с номерами из множества 2N : 

( ) ,,,1;\;\ 2211 nNNNNNNN rr ===  (23) 

где символ «\» обозначает разность множеств. 
Декомпозиция матрицы вариаций в пространстве ее строк и 

столбцов по предложенной выше схеме последовательного выбора 
строк и столбцов с наиболее длинными на текущем шаге кортежами 
ненулевых элементов первоначально осуществляется на основе сжа-

той матрицы вариаций rA
~

. В результате, в −× qp подпространстве 

матрицы rA
~

 формируются сжатые декомпозиционные матрицы ва-

риаций rr CиR
~~

 с размерами соответственно qrиrp ×× 12 . Полные 

декомпозиционные матрицы вариаций CиR
~~

, отвечающие основному 

фазовому пространству расчетной модели, реконструируются на осно-

ве своих сжатых образов rr CиR
~~

 за счет последовательного формиро-

вания: 2rn −  нулевых столбцов с номерами из множества 2N  - у мат-

рицы rR
~

; 1rn −  нулевых строк с номерами из множества 1N  - у мат-

рицы rC
~

. 
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В качестве элементарного иллюстративного примера использо-
вания предложенных зависимостей рассмотрим леонтьевскую балан-
совую модель “затраты-выпуск” для условной десятиотраслевой про-
изводственно-экономической системы. Технологическую матрицу A  
системы и вектор B  конечной продукции примем в виде: 

 

=A
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

0.0963    0.0438    0.0343    0.0729    0.0457    0.0132    0.0256    0.0846    0.0345    0.0226    

0.0173    0.0233    0.0481    0.0911    0.0181    0.0436    0.0662    0.0851    0.0033    0.0253    

0.0165    0.0429    0.0647    0.0897    0.0131    0.0265    0.0437    0.0833    0.0273    0.0143    

0.0225    0.0654    0.1329    0.0910    0.0553    0.0117    0.0221    0.0471    0.0705    0.0325    

0.0127    0.0222    0.0851    0.0675    0.0732    0.0140    0.0362    0.0623    0.0427    0.0132    

0.0503    0.0338    0.1203    0.0429    0.0847    0.0732    0.0456    0.0146    0.0565    0.0216    

0.0426    0.0373    0.0836    0.0479    0.0281    0.0116    0.0382    0.0180    0.0235    0.0453    

0.0665    0.0829    0.0147    0.0497    0.0231    0.0885    0.0637    0.0413    0.0173    0.0343    

0.0425    0.0351    0.0129    0.0820    0.0653    0.0117    0.0721    0.0571    0.0305    0.0225    

0.0827    0.0422    0.0651    0.0275    0.0332    0.0140    0.0232    0.0423    0.0227    0.0132   

, 

 

( )TB 4.04   3.27    3.21    3.75    3.06    3.49    2.47    3.45    3.38    2.73  = . 

Для матрицы Леонтьева AILm −=  и оператора Леонтьева 

( ) 1
0

−−= AIL  получены следующие выражения: 
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0.9037    0.0438-   0.0343-   0.0729-   0.0457-   0.0132-   0.0256-   0.0846-   0.0345-   0.0226-   

0.0173-   0.9767    0.0481-   0.0911-   0.0181-   0.0436-   0.0662-   0.0851-   0.0033-   0.0253-   

0.0165-   0.0429-   0.9353    0.0897-   0.0131-   0.0265-   0.0437-   0.0833-   0.0273-   0.0143-   

0.0225-   0.0654-   0.1329-   0.9090    0.0553-   0.0117-   0.0221-   0.0471-   0.0705-   0.0325-   

0.0127-   0.0222-   0.0851-   0.0675-   0.9268    0.0140-   0.0362-   0.0623-   0.0427-   0.0132-   

0.0503-   0.0338-   0.1203-   0.0429-   0.0847-   0.9268    0.0456-   0.0146-   0.0565-   0.0216-   

0.0426-   0.0373-   0.0836-   0.0479-   0.0281-   0.0116-   0.9618    0.0180-   0.0235-   0.0453-   

0.0665-   0.0829-   0.0147-   0.0497-   0.0231-   0.0885-   0.0637-   0.9587    0.0173-   0.0343-   

0.0425-   0.0351-   0.0129-   0.0820-   0.0653-   0.0117-   0.0721-   0.0571-   0.9695    0.0225-   

0.0827-   0.0422-   0.0651-   0.0275-   0.0332-   0.0140-   0.0232-   0.0423-   0.0227-   0.9868    

, 

 

=0L







































1.1367    0.0853    0.0897    0.1345    0.0822    0.0409    0.0632    0.1352    0.0640    0.0450    

0.0500    1.0614    0.1050    0.1440    0.0497    0.0705    0.0994    0.1249    0.0308    0.0464    

0.0479    0.0809    1.1187    0.1450    0.0438    0.0532    0.0784    0.1256    0.0540    0.0351    

0.0595    0.1109    0.2005    1.1653    0.0953    0.0411    0.0669    0.1066    0.1043    0.0568    

0.0418    0.0584    0.1389    0.1237    1.1059    0.0380    0.0708    0.1064    0.0699    0.0327    

0.0887    0.0756    0.1901    0.1132    0.1285    1.1023    0.0885    0.0708    0.0914    0.0449    

0.0708    0.0675    0.1297    0.0961    0.0544    0.0303    1.0666    0.0577    0.0459    0.0618    

0.1063    0.1214    0.0774    0.1094    0.0617    0.1184    0.1022    1.0884    0.0472    0.0573    

0.0753    0.0713    0.0679    0.1366    0.0991    0.0344    0.1054    0.0995    1.0580    0.0435    

0.1128    0.0724    0.1067    0.0753    0.0598    0.0346    0.0521    0.0828    0.0442    1.0297    

. 
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Вектор 0X  валовой продукции условных отраслей, обеспечи-

вающий равновесное функционирование рассматриваемой системы 
получен в виде: 

( )TBLX 7.0193    5.8549    5.8181    7.0921   5.6533   6.7748   4.7135   6.4103   5.9898   4.9963  00 == . 

Один из вариантов глобального управления системой рассмат-
риваемого вида связан с прогнозированием необходимой для поддер-
жания равновесия системы коррекции вектора валовой продукции 0X  

при технологической модернизации отдельных отраслей. На модель-
ном уровне указанная модернизация приводит к изменению значений 
коэффициентов технологической матрицы системы, принадлежащих 
строке и столбцу матрицы, соответствующих модернизируемой ус-
ловной отрасли. Причем, возможные изменения в общем случае име-
ют многовариантный характер, как в отношении модернизируемых 
отраслей, так и в отношении вариаций отдельных технологических 
коэффициентов.  

В такой ситуации повторяемый расчетный блок предполагает 
определение равновесного вектора varX  валовых выпусков условных 

отраслей при одновременной вариации коэффициентов какой-либо 
строки технологической матрицы системы и одноименного столбца. 
Это соответствует рассмотренному в статье случаю векторной груп-
пировки варьируемых коэффициентов. 

Предположим, что варьируются коэффициенты третьей строки 
и третьего столбца технологической матрицы анализируемой системы 
и рассмотрим один шаг в общем случае многовариантного процесса. 

Пусть на данном шаге вектор-строка 3
~
R  вариаций коэффициентов 

третьей строки технологической матрицы A  и вектор-столбец 3
~
C  ва-

риаций коэффициентов третьего столбца этой матрицы имеют вид: 

0.0266)    0.0332    0.0059    0.0199    0.0092    0.0354    0.0255    0.0165    0.0069    (0.0137- 
~

3 =R , 

( )TC 0.0381    0.0383    0.0375    0.0212    0.0280    0.0066    0.0081    0.0186    0.0257    0.0190-
~

3 = . 

Следуя общей зависимости (21), определим значение varX  по 

формуле: 
 
( )

( )T

XHSVLIX

6.5653    5.4357    5.3963    6.7343    5.2961    6.5369    4.5197    5.0108    5.6559    4.7183  

0
1

0var

=

=−= − . 
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Участвующие в этой формуле матричные компоненты в соот-
ветствии с выражениями (20) получены в виде: 









=

0            0              0             0             0             0             0            1.             0             0         

0.0266    0.0332    0.0059    0.0199    0.0092    0.0354    0.0255    0.0165    0.0069    0.0137    
H , 

T

V 







=

0.0381    0.0383    0.0375    0.0212    0.0280    0.0066    0.0081    0.0186    0.0257    0.0190    

0              0             0             0            0             0              0            1             0              0       , 









=+=

1.0398    1.0884

 0.0085    1.0354
 VLH 02ES . 

При вычислении вектора varX  потребовалась операция обра-

щения лишь матрицы S  второго порядка. 
Прямой метод расчета вектора varX  потребует построения но-

вого оператора Леонтьева *
0L , что будет связано с необходимостью 

обращения новой матрицы Леонтьева десятого порядка: 

( )[ ] 11**
0 )( −− −−== HVAILL m . 

Матрицу *
mL  и оператор *

0L  Леонтьева новой системы можно 

получить в виде: 
 







































=

0.9037    0.0438-   0.0343-   0.0729-   0.0457-   0.0132-   0.0256-   0.0465-   0.0345-   0.0226-   

0.0173-   0.9767    0.0481-   0.0911-   0.0181-   0.0436-   0.0662-   0.0468-   0.0033-   0.0253-   

0.0165-   0.0429-   0.9353    0.0897-   0.0131-   0.0265-   0.0437-   0.0458-   0.0273-   0.0143-   

0.0225-   0.0654-   0.1329-   0.9090    0.0553-   0.0117-   0.0221-   0.0259-   0.0705-   0.0325-   

0.0127-   0.0222-   0.0851-   0.0675-   0.9268    0.0140-   0.0362-   0.0343-   0.0427-   0.0132-   

0.0503-   0.0338-   0.1203-   0.0429-   0.0847-   0.9268    0.0456-   0.0080-   0.0565-   0.0216-   

0.0426-   0.0373-   0.0836-   0.0479-   0.0281-   0.0116-   0.9618    0.0099-   0.0235-   0.0453-   

0.0399-   0.0497-   0.0088-   0.0298-   0.0139-   0.0531-   0.0382-   0.9938    0.0104-   0.0206-   

0.0425-   0.0351-   0.0129-   0.0820-   0.0653-   0.0117-   0.0721-   0.0314-   0.9695    0.0225-   

0.0827-   0.0422-   0.0651-   0.0275-   0.0332-   0.0140-   0.0232-   0.0233-   0.0227-   0.9868    

*
mL

, 







































=

1.1275    0.0749    0.0831    0.1251    0.0769    0.0307    0.0544    0.0697    0.0600    0.0401    

0.0416    1.0518    0.0988    0.1353    0.0448    0.0611    0.0913    0.0643    0.0270    0.0419    

0.0394    0.0713    1.1125    0.1363    0.0389    0.0437    0.0702    0.0647    0.0503    0.0305    

0.0523    0.1027    0.1952    1.1579    0.0911    0.0331    0.0600    0.0549    0.1011    0.0529    

0.0347    0.0502    0.1336    0.1163    1.1017    0.0300    0.0639    0.0548    0.0667    0.0288    

0.0839    0.0701    0.1866    0.1082    0.1258    1.0970    0.0839    0.0365    0.0892    0.0423    

0.0670    0.0631    0.1269    0.0921    0.0521    0.0260    1.0628    0.0297    0.0442    0.0597    

0.0598    0.0683    0.0435    0.0615    0.0347    0.0666    0.0574    1.0198    0.0265    0.0322    

0.0686    0.0637    0.0630    0.1297    0.0953    0.0269    0.0990    0.0513    1.0550    0.0399    

0.1072    0.0661    0.1026    0.0696   0.0565    0.0284    0.0467    0.0427    0.0418    1.0267

*
0L

. 
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Значение вектора varX , полученное прямым методом: 

( )TBLX 6.5653    5.4357    5.3963    6.7343    5.2961    6.5369    4.5197    5.0108    5.6559    4.7183 *
0var === , 

подтверждает результат вычислений по компактной схеме. 
Для большой системы порядка n  в аналогичной расчетной си-

туации определение вектора varX  по формуле (21) будет связано с 

обращением матрицы также второго порядка. Прямой же метод расче-
та потребует обращения матрицы порядка n . 

4. Заключение. В статье предложен способ структуризации 
систем линейных уравнений с варьируемыми коэффициентами, обес-
печивающий разреженный характер обрабатываемых матриц и, как 
следствие, существенное повышение вычислительной эффективности 
расчетных алгоритмов по сравнению с прямыми методами расчета 
больших линейных систем.  

Практически важной особенностью выполняемой структуриза-
ции является минимальная профильная характеристика (количество 
кортежей варьируемых коэффициентов) разреженности обрабатывае-
мых матриц при векторных вариациях коэффициентов уравнений. Это 
радикально отличает предложенный метод от известного диакоптиче-
ского алгоритма Крона, в котором величина профиля получаемой раз-
реженности расчетной матрицы определяется количеством одновре-
менно варьируемых параметров. 

Для сложных схем вариации коэффициентов уравнений пред-
ложен декомпозиционный подход, использующий сжатые матрицы 
вариаций коэффициентов и обеспечивающий минимизацию профиля 

−)(m
nT структурированного пространства разреженной расчетной сис-

темы. 
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РЕФЕРАТ 
 
Кочура А.Е., Подкользина Л.В., Ивакин Я.А., Нидзиев И.И. Разработка 
алгоритма решения систем линейных уравнений с варьируемыми 
параметрами, использующего разреженность матрицы. 

 
Многократное решение систем линейных алгебраических уравне-

ний (СЛАУ) большой размерности (БР) необходимо для целого ряда задач в 
сфере экономики, моделирования климата, машиностроительных расчетов и 
пр. Проанализированы достоинства и недостатки прямых и итерационных 
методов решения СЛАУ БР. В статье предложен новый «прямой» метод (ал-
горитм) решения СЛАУ с варьируемыми параметрами для матриц БР. В раз-
работанном методе с учетом разреженности матрицы используется информа-
ция о решении базовой СЛАУ. Это позволяет в задачах, описываемых СЛАУ с 
БР, которые необходимо решать многократно, существенно повысить быстро-
действие расчетных алгоритмов за счет уменьшения количества вычислитель-
ных операций; снизить требования к объемам оперативной памяти ЭВМ. Ав-
торы статьи детально описывают применяемые расчетные схемы, приводят 
все необходимые матричные уравнения. 

 
SUMMARY 

 

Kochura A.E., Podkolzina L.V., Ivakin Y.A., Nidziev I.I. Development of 
algorithm of the decision of systems linear equations with the varied 
parameters, using the matrix sparseness. 

 
The repeated decision of linear algebraic equations systems (LAES) with 

big dimension (BD) is necessary for a number of tasks in spheres of economy, cli-
mate modeling, calculations in machine-building and so forth. Merits and demerits 
of straight and iterative methods for BD LAES are shown. In article is offered the 
new «direct» method (algorithm) for solution of BD LES with varied parameters. 
For offered method effectively used basic solution LAES and matrix sparseness 
information. It allows in the tasks using BD LAES, which need to be solved repeat-
edly, significantly increase speed of settlement algorithms due to reduction of num-
ber of computing operations, to lower requirements for random access memory 
volumes of computers. Authors of article describe in detail applied settlement 
schemes, give all necessary matrix equations. 
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