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Abstract. In the article the mathematical model of informational interaction of the spacecraft 
with a surface of the Earth is considered. In a basis of construction of model lies proposed of 
the author the concept of active movable object as the complicated movable system intended 
for informational, energy or material interaction with an ambient physical environment or with 
other similar systems. It is shown that the corresponding model can be presented in the form of 
Fredholm integral operator mapping set of elements of a Hilbert space of controls (a class of 
admissible control actions) in a Hilbert space of information states. Investigated the properties 
of this operator and the corresponding reachability sets in space of information states. Consid-
ered a simplified variant of the proposed mathematical model for interaction with the discrete 
environment (the isolated sources of information). 
Keywords: space cybernetics, spacecraft, informational interaction, active movable object, 
space of information states, set of information approachability, Hilbert space, Fredholm inte-
gral operator, convexity, weak compactness, controllability, optimal terminal control. 

 
1. Введение. Одной из центральных проблем в современной 

космической кибернетике [10] является проблема управления космиче-
ским аппаратом (в дальнейшем сокращенно КА). В основе постановки 
этой проблемы и ее многочисленных вариантов лежит разработка ма-
тематической модели КА, отражающей целевые и системные аспекты 
его функционирования и причинно-следственные связи между внеш-

Труды СПИИРАН. 2014. Вып. 3(34). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

33



ними воздействиями, приложенными к аппарату, и процессами изме-
нения его состояния во времени. 

Космический аппарат представляет собой динамическую систе-
му, выполняющую различные и взаимосвязанные функции и относя-
щуюся к классу активных подвижных объектов (АПО), теория управ-
ления которыми была предложена в работах [7–9,12,14,16–20]. Исходя 
из концепции АПО, функционирование КА можно представить сово-
купностью четырех составляющих, включающей в свой состав: пере-
мещение основания КА в пространстве (механическое движение), из-
менение состояния бортового ресурса, изменение состояния разме-
щенных на его борту приборов и, наконец, самое главное – осуществ-
ление информационного взаимодействия(далее сокращенно ИВ) КА с 
окружающей физической средой (КА как АПО 1-го рода) или другими 
АПО (КА как АПО 2-го рода) – это целевая задача и основной атри-
бут КА. Подобная трактовка КА позволяет отнести его к классу так 
называемых сложных систем (т. е. систем, элементы которых сами 
являются системами). 

В соответствии с концепцией активного подвижного объекта 
структурная модель КА как АПО и как объекта управления может 
быть представлена схемой, изображенной на рисунке 1. Здесь показан 
основной компонент этой модели – подсистема информационного 
взаимодействия и три вспомогательных компонента – подсистема 
механического движения КА, подсистема бортовой аппаратуры КА и 
подсистема бортового ресурса КА, необходимого для функциониро-
вания всех остальных подсистем.  

На схеме также отображены взаимосвязи между подсистемами 
и соответствующие входные (управляющие и возмущающие) воздей-
ствия и состояния подсистем. 

Из этой схемы следует, что общая математическая модель ин-
формационного взаимодействия в данном случае должна включать в 
свой состав модели всех четырех указанных составляющих, так как 
выполнение целевой задачи КА – задачи осуществления информаци-
онного взаимодействия с окружающей физической средой и другими 
АПО (наземными или космическими) возможно только при согласо-
ванном функционировании всех рассмотренных четырех подсистем. 
Поэтому любая математическая модель процесса информационного 
взаимодействия КА с окружающей физической средой будет пред-
ставлять собой некоторую комбинацию четырех взаимосвязанных 
частных моделей указанных подсистем [13]. 
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Рис. 1. Общая структурная схема КА как активного подвижного объекта 

 
Кроме того, в соответствии с системным подходом исследование сис-
темы должно предполагать расширенное понимание среды, в которую 
“погружена” исследуемая система, т. е. других систем, влияющих на 
функционирование системы или подверженных влиянию с ее стороны. 
В общем случае понятие среды применительно к КА как информаци-
онному АПО предполагает рассмотрение трех составляющих. Это:  

– управляющая среда (управляющая система), вырабатывающая 
целенаправленное воздействие на все подсистемы КА с целью обеспе-
чения его желательного функционирования;  

– среда информационного взаимодействия (окружающая физи-
ческая среда или другие активные подвижные объекты); 

– возмущающая среда, формирующая воздействие на систему, 
не зависящее от управляющей среды. 

Для строгой постановки и конструктивного решения задач 
управления КА в первую очередь следует построить формальные, ма-
тематические модели КА как объекта управления, т. е., в соответствии 
с вышеизложенным представлением его в виде информационного 
АПО, построить математические модели его подсистем: математиче-
скую модель движения, математическую модель бортовой аппаратуры, 
математическую модель бортового ресурса и математическую модель 
информационного взаимодействия с учетом существующей между 
ними взаимосвязи.  

Отметим, что в настоящее время наиболее разработаны модели 
механического движения КА. Значительно меньшее внимание в со-
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временных космических исследованиях уделяется моделированию 
процессов информационного взаимодействия КА с окружающей физи-
ческий средой и соответствующим задачам управления. Анализ отече-
ственных и зарубежных публикаций (например, [1, 5, 25, 26] и др.) 
показывает, что математические модели указанных информационных 
процессов, к сожалению, до настоящего времени остаются за предела-
ми внимания исследователей. Поэтому рассматриваемая в настоящей 
статье задача построения и исследования свойств математической мо-
дели информационной подсистемы КА как объекта управления пред-
ставляется весьма актуальной как в теоретическом, так и в прикладном 
отношении. 

Оставляя в стороне морфологический анализ разнообразия воз-
можных вариантов математических моделей указанных составляющих 
общей модели КА как субъекта информационного взаимодействия с 
окружающей физической средой и их комбинаций и предполагая, что 
возмущающие воздействия на рассматриваемые информационные 
процессы отсутствуют, перейдем к построению математической мо-
дели основной составляющей КА как информационного АПО – под-
системы информационного взаимодействия, приняв относительно дру-
гих компонентов ряд упрощающих предположений. 

2. Общая двухмерная математическая модель информационного 
взаимодействия КА с областью на поверхности Земли. Примем сле-
дующие упрощающие предположения, сохраняющие, тем не менее, 
характерные математические черты и особенности функционирования 
КА как информационного АПО. 

a) КА совершает неуправляемый орбитальный полет вокруг 
Земли. При этом будем предполагать, что гравитационное поле Земли 
является центральным и другие (возмущающие) силовые воздействия 
на КА отсутствуют.  

b) Информационное взаимодействие с поверхностью Земли 
осуществляется с помощью одного прибора, жестко закрепленного в 
корпусе КА, так что соответствующая диаграмма направленности ИВ 
относительно корпуса КА неподвижна. 

c) Ось диаграммы направленности в каждый рассматриваемый 
момент времени ориентирована строго по местной вертикали (на-
правлена точно в подспутниковую точку), ошибка ориентации равна 
нулю (вариант идеальной ориентации). 

d) Множество информационного взаимодействия представляет 
собой заданную ограниченную замкнутую область на поверхности 
Земли. 
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e) Запаздыванием информационных сигналов вследствие конеч-
ной скорости их распространения можно пренебречь. 

Будем рассматривать исследуемые процессы информационного 
взаимодействия на некотором заданном интервале времени: 

0 f f 0[t , t ] [0, ),  t t ,σ = ⊂ ∞ >  (1) 

где 0t  – начальный, ft  – конечный моменты времени. 

При указанных выше допущениях центр масс КА в соответст-
вии с законами Кеплера будет совершать плоское движение по эллип-
тической орбите, один из фокусов которой совпадает с центром Земли. 
Будем считать это движение заданным и представленным кинемати-
ческой моделью вида: 

r r(t),  t ,= ∈ σ 
 (2) 

в которой r


 – радиус-вектор, соединяющий центр Земли с центром 
масс КА, а r( )⋅  – соответствующее заданное инъективное отображе-

ние: 3Rσ →  (рисунок 2). Будем рассматривать этот радиус-вектор в 
относительной экваториальной геоцентрической декартовой систе-
ме координат, которая жестко связана с Землей [13], представив его в 
координатном виде как: 

Т

г г гr x  y  z ,=  (3) 

где соответствующие координаты представляют собой непрерывно 
дифференцируемые функции времени, являющиеся по условиям рас-
сматриваемой задачи заданными для всех значений t ∈σ . При этом 
центр масс КА, которому на рисунке 2 соответствует точка A , пере-
мещается из некоторого начального положения 0A  в конечное fA . На 

рисунке 2 показана также трасса полета КА (геометрическое место 
подспутниковых точек A′ пересечения радиус-вектора центра масс КА 
с поверхностью Земли) и ее отрезок 0 fA A′ ′ , который отвечает рассмат-

риваемому интервалу времени 0 f[t , t ].σ =  

Перейдем теперь к рассмотрению множества информационного 
взаимодействия, которое представляет собой ограниченную замкнутую 
область на поверхности Земли, обозначенную на рисунке 2 через S . 
Отметим, что в выбранной системе координат эта область является 
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неподвижной. Далее, обозначим суммарное количество информации, 
полученное от всех точек этого множества к моменту времени t ∈σ , 
через q(t) .Изменение этого объема во времени определим дифферен-

циальным уравнением: 

(в)
0

dq
u ,  q(t ) 0,

dt
= =  (4) 

где (в) (в)u u (t)=  - интенсивность (скорость) информационного взаимо-

действия, рассматриваемая в дальнейшем как соответствующее управ-
ляющее воздействие. 
 

 
Рис. 2. Геометрическая иллюстрация информационного взаимодействия 

 
Это уравнение описывает поступление информации от множе-

ства S  в целом. Однако в прикладных задачах важно знать не столько 
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общий объем полученной информации, сколько ее распределение по 
множеству S . Для характеристики этого распределения будем харак-
теризовать положение каждой точки множества C S∈  радиус-
вектором c


, соединяющим центр Земли с этой точкой. Рассмотрим 

бесконечно малый отрезок времени [t, t dt]+ . Отвечающее этому от-

резку времени количество информации (в)u (t)dt  определенным обра-

зом распределяется по множеству S . Для характеристики этого рас-
пределения введем ограниченную кусочно-непрерывную неотрица-
тельную функцию распределения 0 (c, r, t),μ  

 определенную для всех 

C S,  t∈ ∈ σ  и рассматриваемых значений вектора r

и удовлетворяю-

щую следующему условию нормировки: при любых допустимых зна-
чениях r , t


: 

0 C

S

(c, r, t)dS 1,μ =
 

 
(5) 

где 

Т

Cг Cг Cгc x  y  z ,=  (6) 

Cг Cг Cгx , y ,z  – декартовы координаты точки C, а CdS  – элемент пло-

щади поверхности S  в этой точке. Следует заметить, что именно эта 
функция определяет диаграмму направленности информационного 
взаимодействия. 

С учетом функции распределения 0 (c, r, t)μ  
 на единицу площа-

ди CdS  за время dt  придется количество информации, равное
(в)

0 c(c, r, t)dS u dt,μ ⋅ 
 а в течение интервала времени 0[t , t]  это количе-

ство составит величину: 

0

t
(в)

C 0

t

dq(C, t) dS [c, r( ), ]u ( )d ,= μ τ τ τ τ
 

 (7) 

так что поверхностная плотность накопленной к моменту времени t
информации, отнесенная к точке C, будет равна: 

0

t
(в)

0
C t

dq(C, t)
[c, r ( ), ]u ( )d .

dS
= μ τ τ τ τ

 
 (8) 
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Так как множество информационного взаимодействия в данном 
случае представляет собой область, лежащую на сферической поверх-
ности Земли, то для характеристики положения точки Cв пространст-
ве удобно вместо декартовых координат Cг Cг Cгx , y ,z  использовать 

сферические координаты – географические долготу λ  и широту ψ
этой точки, в совокупности образующие двухмерный вектор: 

Т
.ρ = λ ψ
 (9) 

В этом случае вектор c

для любой точки C S∈  может быть 

представлен биекцией: 

2c k ( ),= ρ
 

 (10) 

Cг З Cг З Cг Зx R cos cos ,  y R cos sin ,  z R sin ,  = ψ λ = ψ λ = ψ  (11) 

ЗR радиус Земли.− При этом область S  взаимно однозначно отобра-

жается в область Q, расположенную в прямоугольни-

ке [0,2 ] [ / 2, / 2]π × −π π  плоскости 2R переменных λ  и ψ . С учетом 

этого представим поверхностную плотность информации (8), отве-
чающую данным значениям ρ  и t , в виде: 

0

t
(в)

t

( , t) M( , )u ( )d ,γ ρ = ρ τ τ τ
 

 (12) 

где Q,  tρ∈ ∈ σ
, 

C

dq(C, t)
( , t)

dS
γ ρ =

, а 

0 2M( , ) [k ( ), r( ), ],ρ τ = μ ρ τ τ
  

 (13) 

2k ( )ρ
 

 и r( )τ  – заданные функции своих аргументов. 

Отметим, что из условия нормировки (5) следует, что для любо-
го t ∈σ : 

0

t
(в)

Q t

Т

22 2
З

( , t)b( )d d u ( )d q(t),

k k
 b( )= det R cos .

γ ρ ρ λ ψ = τ τ =

    ∂ ∂ ρ = ψ      ∂ρ ∂ρ     

 
 

 


 

 (14) 
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Функция 1( , t) : Q Rγ • →  для любого t ∈σ  характеризует соот-

ветствующее текущее состояние информационного взаимодействия, 
или, более кратко, информационное состояние, эволюция которо-
го (движение) под влиянием управляющего воздействия (в)u (t) полно-

стью определяется соотношением (12), которое представляет собой 
динамическую модель подсистемы информационного взаимодействия. 

Уравнение (12) является соответствующим уравнением инфор-
мационного состояния в рассматриваемой задаче информационного 
взаимодействия КА с поверхностью Земли. С математической точки 
зрения оно представляет собой линейный интегральный оператор с 
ядром ( )M ,ρ τ , которое определяется формулой (13). Аналитическое 

представление этого ядра имеет весьма сложный вид, однако, всегда 
можно указать алгоритм вычислений его значений, который может 
быть легко реализован на современных ЭВМ. Примеры таких алго-
ритмов приведены в работе [13]. 

Определенное таким образом информационное состояние явля-
ется элементом функционального пространства вещественных функ-
ций, определенных на множестве Q. Обозначим это пространство че-

рез (в)X (Q)  и будем называть его пространством информационных 

состояний. Движение рассматриваемой динамической системы (12) в 
этом пространстве можно представить в виде абстрактной функции: 

(в)x (t) ( , t).= γ •  (15) 

Очевидно, что интегральное соотношение (12) эквивалентно 
дифференциальному уравнению в функциональном пространстве 

(в)X (Q) следующего вида: 

(в)
(в)dx ( , t)

M( , t)u
dt t

∂γ •= = •
∂

, (16) 

при начальном условии 

(в)
0 0x (t ) ( , t ) 0.= γ • =  (17) 

Чтобы завершить построение рассматриваемой математической 
модели, определим соответствующий класс допустимых управляющих 
воздействий следующим соотношением: 

{ }(в) (в) (в) 1 (в) (в)
uU u u ( ) : R ( )(0 u a);S ,σ σ= = • σ → ∀τ ∈ σ ≤ ≤  (18) 

Труды СПИИРАН. 2014. Вып. 3(34). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

41



где a  – заданное положительное число (максимальная интенсивность 

взаимодействия), (в)
uS  – теоретико-функциональные условия, наклады-

ваемые на управляющее воздействие (непрерывность, кусочная непре-
рывность, измеримость по Лебегу и т. п.) 

Будем называть построенную математическую модель процесса 
информационного взаимодействия (12)–(18) общей двухмерной моде-
лью информационного взаимодействия КА с областью на поверхно-
сти Земли. Основная особенность этой модели заключается в том, что, 
как уже отмечалось, пространство состояний (в)X (Q) , в котором рас-

сматривается исследуемый информационный процесс, является функ-
циональным, бесконечномерным. Это обстоятельство требует для ана-
лиза соответствующих процессов целевого функционирования КА 
привлечения соответствующих понятий и методов функционального 
анализа. Рассмотрим кратко основные результаты подобного исследо-
вания (более подробно см. в [13]). 

3. Основные свойства двухмерной динамической модели 
информационного взаимодействия КА с областью на поверхности 
Земли (качественный анализ). Исследуем основные свойства по-
строенной выше двухмерной математической модели процесса ин-
формационного взаимодействия. Рассмотрим два аспекта соответст-
вующего качественного анализа. 

3.1. Множество информационной достижимости и его топо-
логическая характеристика. Рассмотрим множество элементов про-
странства информационных состояний, отвечающее классу допусти-
мых управлений (18) и определяемое выражением: 

1

0

t
(в) (в) (в) (в) (в) (в)

1 1 1

t

G(U , t ) x (t ) x (t ) M( , )u ( )d ;u ( ) U ,σ σ

  = = • τ τ τ • ∈ 
  

  (19) 

т. е. множество, которое образовано всеми состояниями в пространстве 
информационных состояний (в)X (Q) , которые могут быть достигнуты 

из нулевого начального состояния к моменту времени 1t ∈ σ  при ис-

пользовании всех допустимых управлений из класса (в)Uσ . Будем назы-

вать это множество множеством достижимости в пространстве 
информационных состояний или, более кратко, множеством инфор-
мационной достижимости. Исследуем основные свойства  этого 
множества, рассмотрев следующие три вопроса. 

a) Топологическая структура класса допустимых управлений. 

SPIIRAS Proceedings. 2014. Issue 3(34). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

42



Рассмотрим класс допустимых управлений (18), полагая, что 
теоретико-функциональное условие (в)

uS  есть условие измеримости по 

Лебегу. Введем в этом классе метрическую топологию путем погру-
жения его в гильбертово функциональное пространство ( )2L σ  всех 

измеримых вещественных функций, определенных и суммируемых с 
квадратом модуля на интервале σ . Из определения класса допустимых 

управлений ( )вUσ  следует, что этот класс в соответствующей 2L ( )σ -

топологии, т. е. в метрике, порожденной нормой: 

( )
f

2

0

1
t 2

2

L
t

u u dσ

  = τ τ 
  
 , (20) 

(далее все интегралы понимаются в смысле Лебега) является ограни-

ченным и замкнутым. Так как множество [ ]0,a  выпукло, то класс ( )вUσ  

также является выпуклым, а это, в силу теоремы Мазура (стр. 59 [2], 

стр.113 [22]), влечет за собой замкнутость ( )вUσ  и в слабой 2L ( )σ -

топологии. Далее, так как класс ( )вUσ  ограничен в метрической тополо-

гии, то вследствие рефлексивности ( )2L σ  он относительно слабо 

компактен ([4], стр. 81), а, следовательно, является компактом в сла-
бой 2L ( )σ - топологии([4], стр. 461).  

Таким образом, рассматриваемый класс допустимых управлений 
представляет собой выпуклый слабый компакт в функциональном 
пространстве ( )2L σ . 

b) Свойства интегрального оператора в уравнении информаци-
онного состояния. 

Из уравнения информационного взаимодействия (12) следует, 
что информационное состояние, достигнутое в момент времени 1t  яв-

ляется результатом преобразования соответствующего допустимого 
управляющего воздействия с помощью линейного интегрального опе-
ратора Фредгольма: 

( ) ( ) ( )
1

0

t
(в)

1

t

, t M , u dγ ρ = ρ τ τ τ
 

, (21) 
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с ядром ( )M ,ρ τ , а множество информационной достижимости (19) 

является образом класса допустимых управлений при соответствую-

щем отображении: ( )в (в)U X (Q).σ →  Рассмотрим основные свойства это-

го оператора. 
С этой целью уточним математическую структуру пространства 

состояний ( ) ( )вX Q , а именно, будем рассматривать его как функцио-

нальное пространство, образованное всеми измеримыми по Лебегу 
вещественными функциями векторного аргумента ( )f ρ , определен-

ными на Q (напомним, что Q ограниченное и замкнутое множество в 
2R , т. е. компакт), суммируемыми с квадратом модуля. В этом случае 
( ) ( )вX Q  становится гильбертовым пространством ( )2L Q , метрика в 

котором порождена соответствующей квадратичной нормой (здесь 

( )m ⋅  – мера Лебега на плоскости): 

( ) ( ) ( ) ( )2

1

2
2

L Q
Q

f f dm .
  ⋅ = ρ ρ 
  


 
 (22) 

При принятых выше предположениях относительно функции 

0 (c, r, t)μ  
 ядро интегрального оператора ( )M ,ρ τ  является ограничен-

ным и кусочно-непрерывным на 3Q R .×σ ⊂  Последнее означает, что 

существует такое конечное разбиение Q× σ  на k  дизъюнктных одно-

связных подмножеств iB Q ,⊂ × σ  т.е. удовлетворяющих условиям: 

k

i i j
i 1

B Q ,  B B  при i j,  i,j=1,...,k,
=

= × σ ∩ = ∅ ≠  (23) 

что при этом функция ( )M ,ρ τ  непрерывна во всех внутренних точках 

множеств iB . При этом функция ( )M ,ρ τ  измерима на Q× σ  по Лебе-

гу (как функция, непрерывная почти всюду на этом множестве), а так 
как она ограничена, то и интегрируема с квадратом модуля.  

Отсюда следует ([22], стр. 324, 419), что рассматриваемый инте-
гральный оператор Фредгольма (21), действующий из ( )2L σ  в ( )2L Q , 

является вполне непрерывным, а, следовательно, вследствие линейно-
сти и усиленно непрерывным ([2], стр. 61) (т. е. преобразующим всякую 
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слабо сходящуюся последовательность из ( )pL σ  в сильно сходящуюся 

в ( )2L Q ). 

c) Топологическая структура множества информационной 
достижимости. 

Из вышеизложенного следует, что, так как класс допустимых 

управлений ( )вUσ  является выпуклым и компактным в слабой 2L ( )σ  -

топологии, то множество информационной достижимо-

сти ( )( )в
1G U , tσ  как его усиленно непрерывный линейный образ выпук-

лого слабого компакта является выпуклым компактом в гильбертовом 
пространстве ( )2L Q . При этом с ростом 1t  это множество расширяет-

ся (можно показать, что это происходит непрерывно по 1t ). Отсюда, в 

частности, следует, что в указанной топологии оно является ограни-
ченным и замкнутым. 

3.2. Проблема управляемости динамической системы ин-
формационного взаимодействия. Рассмотрим теперь вопрос об 
управляемости (в смысле Калмана [21]) динамической системы ин-
формационного взаимодействия, движение которой в пространстве 

информационных состояний ( ) ( )вX Q  задано интегральным операто-

ром (12). С этой целью, следуя Калману, несколько ослабим ограниче-
ния на допустимые управляющие воздействия, а именно, вместо клас-

са ( )вUσ  рассмотрим более широкий класс: 

{ }(в) (в) (в) 1 (в) (в)
uU u u ( ) : R ( )(u 0);S ,σ σ= = • σ → ∀τ ∈ σ ≥  (24) 

который включает измеримые по Лебегу неотрицательные и ограни-
ченные почти всюду на σ  функции (в) 1u : Rσ σ → . Рассмотрим некото-

рое заданное принадлежащее конусу неотрицательных элементов 

( )2L Q  информационное состояние: 

(в) (в)
З Зx f ( ) X (Q),= • ∈  (25) 

где ( )Зf •  – некоторая заданная функция 1Q R→ и будем говорить, что 

система (12) управляема относительно этого состояния, если в ука-

занном расширенном классе допустимых управлений ( )вUσ
  существует 

управление, удовлетворяющее уравнению: 
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( ) ( ) ( )
f

0

t
(в) 2

З

t

M , u d f ,  Q R ,ρ τ τ τ = ρ ρ ∈ ⊂
  

 (26) 

которое является линейным интегральным уравнением Фредгольма 
первого рода относительно (в)u ( )τ . Если такое управление существует 

для любого неотрицательного ( ) ( )в
З Зx f ,= ⋅  то будем называть систе-

му (12) полностью управляемой. 
Таким образом, исследование управляемости в данном случае 

тесно связано с анализом разрешимости интегрального уравнения (26) 

относительно функции ( ) ( )в(в)u Uσ⋅ ∈  . К сожалению, оператор (12) не 

является сюръективным и поэтому интегральное уравнение (26) при 
некоторых функциях ( )Зf ρ  оказывается неразрешимым [3]. Это озна-

чает, что в общем случае ответ на вопрос о полной управляемости для 
рассматриваемого процесса управления информационным взаимодей-
ствием оказывается отрицательным. Для некоторых финальных 
функций ( )Зf ρ  решение может существовать, т. е. имеет место час-

тичная управляемость – соответствующая краевая задача для некото-
рых финальных состояний может быть разрешимой. Однако выясне-
ние вопроса о том, для каких ( )Зf ρ  решение существует, а для каких 

нет, а также практическое нахождение в последнем случае соответст-
вующего управляющего воздействия представляет собой весьма слож-
ную математическую задачу. Один из возможных методов ее исследо-
вания и нахождения соответствующего управления методом Пикара в 
виде бесконечного ряда приведен в работе [13]. 

Следует отметить, что даже в тех случаях, когда решение урав-
нения (26) существует и единственно, сколь угодно малое изменение 
функции ( )Зf ρ  может привести к существенным изменениям реше-

ния, и даже сделать его несуществующим. В подобных случаях гово-
рят, что исследуемая задача является некорректно поставленной [3]. 
Таким нежелательным свойством обладает и рассматриваемое инте-
гральное уравнение Фредгольма первого рода. В настоящее время раз-
работан ряд методов решения некорректных задач, которые позволяют 
при определенных условиях преодолеть трудности, свойственные не-
корректно поставленным задачам, в том числе и задаче нахождения 
решения интегрального уравнения (26). 

Вместе с тем, отметим, что проведенный выше качественный 
анализ топологической структуры множеств информационной дости-
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жимости (19) позволяет сделать крайне важный в прикладном отноше-
нии вывод о существовании приближенного решения уравнения (26). 
Так как множество информационной достижимости выпукло и ком-
пактно в ( )2L Q , то в нем для любого заданного элемента 

( )2
Зf ( ) L Q• ∈  существует единственное достижимое информационное 

состояние, определяемое оператором (12), которое либо совпадает с 

( )Зf • , либо является “ближайшим” к нему в метрике ( )2L Q . Отсюда 

следует, что в классе ( )вUσ существует и соответствующее управление 

(возможно, не единственное), оптимальное в смысле абсолютного 
минимума функционала, характеризующего «расстояние» в метрике 

( )2L Q  между заданным и достижимыми состояниями: 

f

20

t
(в) (в)

З

t L (Q)

J(u ) M( , )u ( )d f ( ) .σ = • τ τ τ − •  (27) 

Таким образом, доказано, что решение задачи наилучшей в мет-
рической топологии ( )2L Q  аппроксимации решения уравнения (26), 

т. е. задачи нахождения наилучшего среднеквадратичного приближе-
ния достигаемого информационного состояния к заданному (решения 
соответствующей задачи оптимального терминального управления) 
при указанных выше предположениях существует. Достигаемый при 
этом минимум функционала (27), очевидно, будет монотонно невоз-
растающей функцией от значения максимальной интенсивности взаи-
модействия – константы a  в определении класса допустимых управ-
лений (18). 

4. Математическая модель информационного взаимодейст-
вия КА с дискретной средой на поверхности Земли. В ряде при-
кладных задач множество информационного взаимодействия S  можно 
считать конечным, представив его в виде совокупности (может быть, 
весьма большой, но конечной) заданных точек на поверхности Земли. 
В этом случае рассматриваемая модель информационного взаимодей-
ствия (12) существенно упрощается. В самом деле, если множество S  
конечно, то множество Q в плоскости переменных λ  и ψ  можно 

представить в виде { }iQ a= 
, где ia , i 1,..., n=

 — заданные векторы, 

принимающие значения из прямоугольника [0,2 ] [ / 2, / 2]π × −π π . В 

этом случае указанная модель приобретает следующий более простой 
вид: 
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( ) ( ) ( )
0

t
(в)

i i

t

a , t M a , u d ,  i 1,..., n,γ = τ τ τ =
 

 (28) 

или, в дифференциальной форме: 

( ) ( ) ( )i (в)
i i 0

a , t
M a , t u ,   a , t  =0,  i=1,...,n,

t

∂γ
= γ

∂


 

 (29) 

так что текущее информационное состояние здесь характеризуется не 
функцией координат, а конечным набором n  вещественных чисел. Это 

означает, что пространство состояний ( ) ( )вX Q  при этом оказывается 

не функциональным, а конечномерным ( ( ) ( )в nX Q R= ), что приводит к 

значительному упрощению модели (вследствие перехода к конечно-
мерной топологии) и позволяет применить для ее исследования хоро-
шо разработанные методы теории конечномерных дифференциальных 
динамических систем. Вместе с тем, следует отметить, что модель ви-
да (28) может быть полезна и при исследовании континуальной модели 
вида (12), если рассматривать ее как конечномерную аппроксимацию 
последней. В этом случае в качестве конечного множества { }ia


 можно 

выбрать так называемую ε -сеть континуального множества Q, кото-

рая для любого заданного 0ε >  определяется как конечное подмноже-
ство Q Qε ⊂ , удовлетворяющее условию: 

( )( )( )Q a Q a .ε∀ρ ∈ ∃ ∈ ρ − < ε   
 (30) 

Так как множество Qкомпактно, то такая аппроксимирующая 
сеть всегда может быть построена. Конечно, полученное таким обра-
зом решение исходной континуальной задачи будет приближенным, и 
вопрос о его точности требует специального исследования (особенно с 
учетом того, что континуальная модель (12) приводит к некорректно 
поставленным задачам, что уже отмечалось выше). 

Класс допустимых управлений будем по-прежнему определять 
формулой (18). Построенную таким образом математическую мо-
дель (28), (29), (18) будем называть моделью информационного взаи-
модействия КА с дискретной средой на поверхности Земли. 

Рассмотрим соответствующие конечномерные уравнения более 
подробно. Будем считать начальное состояние нулевым и зададим тре-
буемое финальное информационное состояние (краевые условия на 
правом конце траектории в пространстве состояний) в виде: 
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( ) ( )i f Зi З ia , t f f a ,   i=1,...,n,γ = = 
 (31) 

где ia


 – заданные точки множества Q, а Зif  – заданные положитель-

ные числа, характеризующие финальное состояние взаимодействия. 
Введем обозначения: 

( ) ( )i i Зi З iz a , t ,   z f a ,  i=1,...,n,= γ = 
 (32) 

и рассмотрим соответствующие n -мерные вектор-столбцы: 

T T

1 n З З1 Зnz z ...z ,    z z ...z .= = 
 (33) 

В этом случае уравнение состояния информационного взаимо-
действия приобретает следующий вид: 

– в интегральной форме (исходя из (28)): 

( ) ( ) ( )
0

t
(в)

t

z t b u d= τ τ τ


. (34) 

– в дифференциальной форме (исходя из (29)): 

( ) ( )(в)
0z b t u ,   z t =0=

   , (35) 

где ( )b t


 – заданная неотрицательная n -мерная векторная функция, 

определенная на интервале времени 0 f[t , t ].σ =  соотношениями: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T

1 n i ib t b t ...b t ,  b t M a , t ,  i=1,...n.= =
 

 (36) 

В этом случае исследование множества информационной дос-
тижимости: 

1

0

t
(в) (в) (в) (в) n

1 1 1

t

G(U , t ) z(t ) z(t ) b( )u ( )d ;  u ( ) U Rσ σ

  = = τ τ τ • ∈ ⊂ 
  


 

, (37) 

существенно упрощается. Известно, что, если элементы вектора ( )b t


 

суть ограниченные кусочно-непрерывные функции, определенные на 

σ , то (см., напр., [24], стр. 78) множество достижимости ( )( )в
1G U , tσ  

является ограниченным, замкнутым и выпуклым и при этом непрерыв-
но зависит от 1t . 
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Конечномерный характер уравнений (35) позволяет дать исчер-
пывающий ответ и на вопрос об управляемости соответствующей мо-
дели информационного взаимодействия с дискретной средой, т. е. о 

существовании в расширенном классе управлений ( )вUσ
 (24) управляю-

щего воздействия, удовлетворяющего уравнению: 

( ) ( )
f

0

t
(в)

З

t

b u d z ,τ τ τ =
 

 (38) 

являющемуся дискретным аналогом интегрального уравнения (26). 
Сформулируем соответствующие критерии полной управляемости (как 
известно, линейная дифференциальная система может быть либо пол-
ностью управляемой, либо полностью неуправляемой): для того, что-
бы для любого конечного ft  и любого ограниченного неотрицательно-

го вектора n
зz R∈  существовало управление ( )вu Uσ σ∈  , переводящее 

систему (35) из нулевого начального состояния в состояние зz


, необ-

ходимо и достаточно выполнение следующих условий [21]: 
Интегральный критерий полной управляемости: 

( ) ( ) ( ) ( )
f

0

t
T

0 f 0 f

t

det K t , t 0,  K t , t b b d≠ = τ τ τ
 

, (39) 

(указанный определитель называется определителем Грама для функ-
ций ( ) ( )1 nb t ,..., b t , он отличен от нуля тогда и только тогда, когда эти 

функции линейно независимы (т. е. не существует такого ненулевого 

вектора na R∈ , что ( )Ta b t 0≡


), при этом квадратная матрица 

( )0 fK t , t  является симметричной и положительно-определенной); 

Дифференциальный критерий полной управляемости: 
существует такое 0tτ ≥ , что: 

( ) ( )1 nrang S ...S n,τ τ =  (40) 

где 

( ) ( )1 i 1 iS t b t ,S S ,i 1,...,n 1,+= = − = −
   (41) 

(здесь предполагается, что векторная функция ( )b t


 имеет, по крайней 

мере, n 1−  непрерывную производную). 
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Отметим, что если система (35) полностью управляема, то соот-
ветствующее управление, переводящее ее из нулевого начального со-
стояния в заданное состояние Зz


 на интервале времени σ , имеет сле-

дующий вид: 

( ) ( ) ( )(в) T 1
0 f Зu b K t , t z .−τ = τ

 
 (42) 

В справедливости соотношения (42) легко убедиться прямой 
подстановкой (42) в (38) с учетом условия полной управляемости (39). 

Соответствующий (42) алгоритм вычисления программного 
управления, обеспечивающего выполнение заданных краевых условий, 
весьма прост. Для определения ( )(в)u τ  в данном случае необходимо 

вычислить ( )n n× - матрицу ( )0 fK t , t , найти ее детерминант (опреде-

литель Грама) и, если он не равен нулю, вычислить обратную к ней 
матрицу ( )1

0 fK t , t− , и, наконец, получить искомое управление как 

скалярное произведение векторной функции ( )b t


 на постоянный век-

тор, равный ( )1
0 f ЗK t , t z− 

. Полученное таким образом решение крае-

вой задачи (38), очевидно, не является единственным, однако, оно об-
ладает замечательным свойством – в сравнении со всеми другими ре-
шениями уравнения (38) оно имеет наименьшую норму в пространстве 
функций, интегрируемых с квадратом [23], т. е. одновременно с вы-
полнением условия (39) доставляет минимум функционалу: 

( )
f

0

t
2(в) (в) 2

t

u [u ] d .σ = τ τ  (43) 

5. Заключение. Построение адекватных и корректных матема-
тических моделей КА как активного подвижного объекта является ос-
новой успешного исследования процессов целевого функционирова-
ния КА с точки зрения четырех фундаментальных проблем систем-
ных исследований – проблем моделирования, анализа свойств, наблю-
дения (по Калману) и проблемы выбора (параметров или управляюще-
го воздействия) в условиях различных возмущений [6,11,15]. Концеп-
туальная системно-кибернетическая трактовка КА как активного под-
вижного объекта отражает наиболее существенные стороны его функ-
ционирования в космическом полете, а соответствующие математиче-
ские модели КА характеризуют его как сложную неоднородную дина-
мическую систему, в составе которой центральное место занимает 
подсистема информационного взаимодействия с окружающей физиче-
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ской средой. В настоящей статье предложены два варианта математи-
ческого описания этой подсистемы, которые могут быть использованы 
при постановке и решении соответствующих задач оптимального 
управления космическими аппаратами, лежащих в основе современной 
космической кибернетики. 
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РЕФЕРАТ 
 
Калинин В.Н. Математическая модель информационного взаимо-
действия космического аппарата с поверхностью Земли. 

В статье рассматривается математическая модель информационного 
взаимодействия космического аппарата с ограниченной замкнутой областью 
на поверхности Земли. В основе построения модели лежит предложенная ав-
тором концепция активного подвижного объекта как сложной подвижной сис-
темы, предназначенной для информационного, энергетического или вещест-
венного взаимодействия с окружающей физической средой или с другими 
подобными системами. При этом предполагается, что космический аппарат 
совершает неуправляемый полет по орбите вокруг Земли, информационное 
взаимодействие с областью на поверхности Земли осуществляется с помощью 
одного прибора, жестко закрепленного в корпусе космического аппарата, а ось 
соответствующей диаграммы направленности информационного взаимодейст-
вия ориентирована строго по местной вертикали.  

Показано, что в этом случае модель информационного взаимодействия 
может быть представлена в виде интегрального оператора Фредгольма, ото-
бражающего класс допустимых управляющих воздействий в пространство 
информационных состояний. Под управляющим воздействием здесь понима-
ется интенсивность (скорость) поступления информации, под информацион-
ным состоянием – распределение поверхностной плотности полученной ин-
формации по множеству информационного взаимодействия.  

В классе допустимых управлений и пространстве информационных со-
стояний вводится соответствующая топология гильбертова пространства из-
меримых по Лебегу и суммируемых с квадратом модуля вещественных функ-
ций. Сформулированы математические условия, при выполнении которых 
класс допустимых управлений представляет собой слабый выпуклый компакт, 
а оператор является вполне непрерывным, показано, что соответствующее  
множество информационной достижимости при этом выпукло и компактно в 
соответствующей метрической топологии.  

Рассмотрен вопрос об управляемости построенной модели информаци-
онного взаимодействия, т. е. о возможности достижения заданного финального 
информационного состояния. Показано, что в общем случае ответ на этот во-
прос связан с разрешимостью соответствующего интегрального уравнения 
Фредгольма 1-го рода и является отрицательным. В связи с этим рассмотрена 
задача терминального управления, оптимального в смысле наименьшего от-
клонения достигнутого информационного состояния от заданного в соответст-
вующей метрике, и доказано существование ее решения. 

В статье приведен упрощенный вариант предложенной математической 
модели для случая информационного взаимодействия с дискретной сре-
дой (изолированными источниками информации). Исследована топологиче-
ская структура множеств достижимости и вопросы управляемости. Для класса 
допустимых управляющих воздействий, ограниченных почти всюду, предло-
жен аналитический алгоритм соответствующего финитного управления. 
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SUMMARY 
 
Kalinin V.N. Mathematical model of informational interaction of the spacecraft 
with a surface of the Earth. 

In article the mathematical model of informational interaction of the space-
craft with the limited closed area on Earth surface is considered. In a basis of con-
struction of the model is proposed by the author of the conception of active movable 
object as a complex movable system designed for the informational, energy or mate-
rial interaction with the physical environment or with other similar systems. This 
assumes that the spacecraft makes unmanaged flight in the Earth orbit, informational 
interaction with the region on the surface of the Earth by using one device, rigidly 
fixed in the body of the spacecraft, and the axis corresponding to the pattern of in-
formational interaction is focused strictly on the local vertical. 

It is shown that in this case the model of informational interaction can be 
represented as the integral Fredholm operator, which displays a class of admissible 
control actions in the space informational states. Under the control action is under-
stood here intensity (speed) of receipt of information, under informational state — 
distribution of superficial density of received information on a set of informational 
interaction. 

In the class of admissible controls and space informational states is intro-
duced corresponding topology of the Hilbert space of Lebesgue-measurable and 
summable with square module of real functions. Formulated mathematical condi-
tions under which the class of admissible controls is a weak convex compact and the 
operator is completely continuous, it is proved that the corresponding lot of informa-
tional reachabilities convex compact in the corresponding metric topology. 

Considered the question about the controllability built models of information 
interaction, i.e. the possibility of achieving a given final informational status. It is 
shown that in the general case, the answer to this question is connected with resolv-
ability integral Fredholm equation of the 1-st kind and is negative. In this regard, 
considered appropriate terminal control problem, optimal in the sense of least devia-
tion in the appropriate metrics, and prove the existence of its solution. 

The article provides a simplified version of the proposed mathematical mod-
el for the case of information interaction with discrete environment (isolated sources 
of information).Investigated the topological structure of the relevant sets of reacha-
bility and controllability questions. For the class of admissible control actions 
bounded almost everywhere, an analytical algorithm corresponding finite control. 
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