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1. Введение. При синтезе систем связи одним из этапов являет-

ся формирование канала дискретного времени, предполагающее ис-
следование конечномерных пространств и преобразований их в беско-
нечномерные и обратно, что является следствием не только необходи-
мости практической реализации систем передачи, но и требований к 
моделированию с позиций теории вероятности на основе вероятност-
ных мер [1]. Подобные преобразования в научной литературе опреде-
ляются термином «дискретные отображения непрерывных каналов 
связи», акцентирующем внимание на том, что осуществляется проце-
дура перехода от канала с непрерывными по времени и состоянию 
входом и выходом к каналу с непрерывными по состоянию и дискрет-
ным по времени входами и выходами [2]. 

Следует подчеркнуть, что данная задача тесно взаимосвязана с 
наиболее острой проблемой, существующей с момента возникновения 
связи как средства коммуникации и по настоящее время, – это постоян-
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ный рост требований к скорости и качеству передачи информации со 
стороны пользователей. При этом актуальность данной проблемы ощу-
тима как в области беспроводных, так и проводных систем связи [3, 4]. 

Естественно, что наилучшим решение подобной задачи является 
совместная оптимизация дискретно-аналогового и аналого-
дискретного преобразователей в целом [5]. Однако в данном случае 
существует серьезные затруднения, связанные, прежде всего, со слож-
ностью описываемых математическими моделями каналов связи, и как 
следствие невозможностью получения аналитических решений в яв-
ном виде [6]. 

В то же время для ряда простейших моделей, например канала 
связи с аддитивным белым гауссовским шумом, аналитический вид оп-
тимальных дискретных отображений формализован [7]. Однако исполь-
зуемый критерий качества (отсутствие шумов ортогональности) приво-
дит к тому, что система связи оказывается настроенной не на максими-
зацию достоверности либо скорости передачи информации, а, по сути, 
на поиск решения, которое позволяет получить в явном виде функцию 
правдоподобия результирующего дискретного канала связи и, как след-
ствие, обеспечить простоту дальнейших математических выкладок при 
проектировании других функциональных устройств системы (кодера и 
декодера). Использование других критериев (минимального среднего 
риска в общем случае) наталкивается на серьезные трудности вследст-
вие сложности аналитического описания как функции правдоподобия 
самого непрерывного канала связи, так и трудностью математических 
преобразований общей формы среднего риска [8]. 

Одним из способов решения возникающих затруднений оказы-
вается использование линейных как дискретно-аналогового, так и ана-
лого-дискретного преобразователей. В результате появляется возмож-
ность описания дискретных отображений в аналитическом виде для 
целого набора критериев качества. Причем для ряда модулей непре-
рывных каналов связи, например с аддитивным гауссовским шумом, 
оказываются справедливы теоремы об отсутствии информационных 
потерь при подобной линейной трансформации [9]. Однако более 
сложные модели каналов не обладают схожими свойствами с точки 
зрения простоты математических выкладок, и как следствие не позво-
ляют даже для линейных дискретно-аналогового и аналого-
дискретного преобразователей получать приемлемые отображения. 

В результате для более точного согласования линейных дис-
кретно-аналогового и аналого-дискретного преобразователей со свой-
ствами канала связи вводят дополнительные устройства, например 
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банки фильтров, позволяющие несколько видоизменить передаточную 
функцию как модулятора, так и модулятора [10, 11]. Однако даже в 
подобной ситуации зачастую оказывается не под силу воспроизвести 
максимально достижимые показатели качества дискретного канала 
связи.  

Во многих задачах теории связи так же пользуются приемом, 
когда один из блоков (дискретно-аналоговый или аналого-дискретный 
преобразователь) считают заданным и оптимизация производится либо 
только для другого блока, либо же осуществляют последовательную 
оптимизацию: сначала при фиксированном аналого-дискретном пре-
образователе оптимизируют дискретно-аналоговый преобразователь, 
затем при полученном дискретно-аналоговом – аналого-дискретный 
преобразователь, а далее процедуру циклически повторяют. В резуль-
тате получаются дискретные отображения, являющиеся, по сути, ком-
промиссом между достигаемым техническим эффектом и требуемой 
вычислительной сложностью [12, 13]. Однако данный подход оказыва-
ется допустимым так же лишь для ряда достаточно простых моделей 
каналов связи, а для более точных моделей трудоемкость аналитиче-
ских выкладок сопоставима с общим подходом совместной оптимиза-
ции дискретно-аналогового и аналого-дискретного преобразователей. 

Наиболее широко используемым методом синтеза дискретных 
отображений непрерывных каналов связи в настоящее время является 
метод, который предполагает оптимизацию лишь аналого-дискретного 
преобразователя при фиксированности дискретно-аналогового [14, 15]. 
При этом дискретно-аналоговый преобразователь пытаются как можно 
лучше согласовать со свойствами непрерывного канала либо на основе 
интуитивного подхода, используя, например, гармонические сигналы, 
либо проводят предварительную оптимизацию для более простых, но 
близких по природе моделей каналов связи. В этой связи возникает две 
основные проблемы. Первая – это аналитическая сложность в общем 
виде получения структуры аналого-дискретного преобразователя, а 
вторая – необходимость дополнительной подстройки дискретно-
аналогового преобразователя под свойства используемой модели кана-
ла и меняющего аналого-дискретного преобразователя. 

Первую трудность преодолевают различными путями – приме-
няют различного рода квазиоптимальные алгоритмы аналого-
дискретного преобразования (итерационные, линейные и другие), зачас-
тую существенно проигрывающие оптимальным схемам обработки, но 
значительно менее требовательные с точки зрения вычислений [16, 17]. 
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Для разрешения второй проблемы разработаны достаточно мощ-
ные методы, по сути, представляющие собой отдельное направление в 
теории кодирования, нашедшие наиболее широкое применение как в 
проводной, так и беспроводной связи при использовании систем с не-
сколькими входами и выходами (с векторными каналами). Однако в 
настоящее время найдено лишь ограниченное число кодов, позволяю-
щих существенно повысить технический эффект системы связи, причем 
модели каналов, для которых они разработаны так же весьма просты и 
зачастую не совсем полно отражают физику реального канала связи. 

Таким образом, современные дискретно-аналоговые и аналого-
дискретные преобразования предполагают их разбиение на последова-
тельность преобразований, каждое из которых переводит лишь эле-
менты определенного выделенного подпространства сигналов (векто-
ров или многомерных функций), а не всего пространства. При этом 
зачастую в качестве правил выделения подпространств выступают 
заданные ограничения параметров сигналов, например пространствен-
ные, частотные или временные аргументы, что приводит к сужению 
классов применяемых преобразований. Кроме того, данные правила в 
большинстве случаев не учитывают целостность пространств сигналов 
и, как следствие, взаимосвязанность подпространств, а следовательно 
вносят дополнительные информационные потери. В результате, дис-
кретное отображение непрерывного канала связи формируется на ос-
нове последовательности преобразований заданного класса, осуществ-
ляющих трансформацию только выделенной области пространства 
сигналов. Следовательно и само дискретное отображение в данном 
случае сводится к последовательности фиксированных классов ото-
бражений (не обязательно дискретных) операторов каналов связи с 
областями определения и значения, являющимися подпространствами 
исходных векторных и функциональных пространств сигналов на вхо-
дах и выходах дискретно-аналогового и аналого-дискретного преобра-
зователей. 

В настоящей работе предлагается подход к синтезу линейных 
дискретных отображений непрерывных каналов связи в обобщенной 
форме, позволяющий рассматривать линейные дискретные отображе-
ния не только как совокупность последовательности преобразований, 
но и как единое целостное преобразование непрерывного канала связи 
с произвольными свойствами, описываемыми на уровне первых двух 
статистических моментов. 

2. Дискретные отображения непрерывных каналов связи 
как операторы преобразования метрических пространств общего 
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вида. Дискретным аналогом интегральных преобразований, позво-
ляющим анализировать динамические системы на ограниченном ин-
тервале анализа, а также исследовать ошибки аппроксимации, является 
бесконечный обобщенный ряд, по сути, сопоставляющий произволь-
ный сигнал некоторому числовому вектору бесконечной 
размерности [18]: 
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где xi, zi – входные и выходные коэффициенты разложения соответст-
венно; ( )r,tiϕ , ( )','' rtiϕ  – входные и выходные базисные функции раз-

ложения соответственно; t, t', r, r' – временные и пространственные 
координаты на входе и выходе канала связи соответственно. 

Как и в случае интегральных преобразований, выбор входных и 
выходных базисов достаточно произволен и может как быть продикто-
ван условиями решаемой задачи, так и являться ее решением.  

В целом представление в виде интегральных преобразований 
является следствием того или иного предельного перехода от пред-
ставления в виде рядов [19]. Так, устремление смещения во времени и 
пространстве дискретного базиса многомерных дельта-функций, пред-
ставляющих сигналы в виде последовательности отсчетов, к нулю 
приводит к непрерывному базису многомерных дельта-функций, ин-
терпретирующих сигналы в непрерывном виде, то есть: 
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Подобные переходы возможно также осуществить и для ряда дру-
гих базисов, например базиса гармонических функций, экспоненциальных 
функций с гармоническим заполнением, функций Френеля и т. п. 

По аналогии с интегральными преобразованиями [20, 21] и 
входным базисным функциям можно взаимнооднозначно сопоставить 
выходные, в виде реакций канала связи на первые из них: 

 

( ) ( ){ }rr ,'','' tt ii ϕΗ=ϕ . (3) 
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Тогда выходной сигнал представим в виде ряда, в котором бази-
сом выступает реакция (3), а коэффициентами разложения – входные 

коэффициенты разложения сигнала, то есть ii xz = : 
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=
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i
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Выбор базисов, как и в случае интегральных разложений, про-
изволен, поэтому не обязательно входные и выходные базисные функ-
ции должны быть идентичны (ситуация смешанных базисов). Следова-
тельно в общем случае разложения в ряд, в отличие от интегрального 
представления, оператор преобразования в канале связи имеет матрич-
ный вид [19, 20]: 
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коэффициентов разложения на выходе и входе соответственно; 

а элементы матрицы преобразования в канале связи { }jiK ,=K , 

∞= ,0, ji , по сути являющейся системной характеристикой канала, 

задаются выражениями: 
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и определяются на основе сопряженных выходных базисных функций 
( )r,' 1 ti

−ϕ , удовлетворяющих условию ортогональности: 
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где δi,j – символ Кронекера. 
Таким образом, как и при интегральных разложениях, представ-

ление как сигналов, так и преобразований в канале связи может быть 
различно и задается в первую очередь базисами метрических про-
странств, в рамках которых рассматриваются исследуемые каналы свя-
зи. Однако сравнение выражений (4) и (5) позволяет сделать вывод о 
возможности представления сигнала на выходе линейного канала свя-
зи как в виде линейной комбинации системной характеристики канала 
и коэффициентов разложения входного сигнала, так и в виде дискрет-
ной свертки матричной системной характеристики и коэффициентов 
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разложения входного сигнала, вне зависимости от выбора формы ба-
зисов. В результате выходной сигнал можно рассматривать в виде дис-
кретного разложения в базисе дискретной системной 
характеристики [21]. 

Таким образом, при использовании обобщенного разложения в 
ряд любой нестационарный канал связи, в том числе и стохастический, 
описывается в виде матричной системной характеристики (в общем 
случае бесконечномерной), в литературе [22, 23, 24] называемой спек-
тральной, или проекционной. Данное обстоятельство устанавливает 
наличие алгебраической связи между коэффициентами разложения 
входных и выходных сигналов.  

3. Дискретные отображения непрерывных каналов связи 
как операторы преобразования метрических пространств с задан-
ными базисами. Как и в случае интегральных преобразований, в каче-
стве базисных функций может использоваться произвольный ряд ли-
нейно независимых функций, причем не обязательно 
ортогональных [19]. Поэтому спектральные характеристики как сис-
темные, так и сигнальные трактуются как некоторые коэффициенты 
разложения их исходных непрерывных аналогов относительно вы-
бранной системы линейно независимых функций, или базиса [23]. Та-
ковым базисом в зависимости от исходных данных решаемой задачи 
может быть и система тригонометрических функций (Фурье), и систе-
ма экспоненциальных функций с тригонометрическим заполнением 
(Лапласа), и система функций Уолша, а также ряд других функций, по 
сути являющихся дискретным аналогом ядер интегральных преобразо-
ваний. Следует отметить, что дискретные во времени и пространстве 
сигналы в данном контексте могут рассматриваться в виде спектраль-
ных разложений в базисе дискретных дельта-функций. 

Преимущественное использование при синтезе систем связи ба-
зисов Фурье и Лапласа: 
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пространственных координат; ωt, ωr – временная частота и вектор про-
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странственных частот дискретизации соответственно; tσ , σr – коэф-

фициенты затухания по временной и пространственным координатам 
соответственно; 
связано, как и в случае интегральных преобразований, прежде всего с 
тем, что они являются собственными функциями линейных стацио-
нарных систем, а значит сохраняют свою форму при прохождении че-
рез подобные системы [25]. В результате матричная системная харак-
теристика канала связи K приобретает диагональный вид, а следова-
тельно алгебраическая форма преобразований канала (5) еще больше 
упрощается и каждый коэффициент разложения пространственно-
временных сигналов может рассматриваться независимо от других, то 
есть: 

 

iiii xKz ,= , Ni ,0= . (9) 
 

Различия в условиях применения преобразований Лапласа и 
Фурье подобны рассмотренным в рамках интегральных преобразова-
ний. При этом при несоблюдении условий стационарности простейшее 
выражение вида (9) оказывается недопустимым поскольку нарушается 
ортогональность откликов линейной системы на гармоническое воз-
действие вследствие изменения их формы при ограниченных интерва-
лах анализа как во временной, так и пространственной области. В ито-
ге для обеспечения независимости спектральных составляющих про-
странственно-временных сигналов необходимо решать достаточно 
сложную задачу по поиску собственных функций и чисел линейной 
нестационарной системы, хорошо известную в математике и 
физике [26]. 

Развитие электронно-вычислительных устройств привело к ши-
рокому использованию кусочно-постоянных функций, основными 
среди которых являются функции Уолша и Хаара [25]. Основным пре-
имуществом их использования по сравнению с функциями Фурье и 
Лапласа является постоянство первых из них на некотором, пусть и не 
слишком большом, интервале. В результате число проводимых опера-
ций умножения значительно сокращается, поскольку отпадает необхо-
димость нахождения каждого произведения сигнала на базисные 
функций в каждой точке области анализа. Система функций Уолша 
может определяться различными способами – существует упорядоче-
ние по Уолшу, Пэли и Адамару [25, 27]. Наиболее простым с точки 
зрения определения и генерации является упорядочение по Пэли, со-
гласно которому функции Уолша ранжируются по возрастанию их 
номеров в двоичном представлении. 
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Несмотря на значительное снижение требуемых операций ум-
ножения системы функций Уолша обладают существенным недостат-
ком. Ее корреляционные свойства оказываются неудовлетворительны-
ми для ряда задач, связанных с разделением сигналов [27]. Это являет-
ся следствием значительных отклонений функции распределения кор-
реляционной функции данной системы на краях диапазона от нор-
мальной плотности распределения, то есть вероятность появления 
сильно коррелированных функций Уолша существенно выше, чем у 
полного кода, обладающего предельными характеристиками незави-
симости. При этом коэффициент эксцесса распределения корреляци-
онной функции систем Уолша значительно превосходит единицу, что 
свидетельствует о возможности усовершенствования систем базисных 
функций, в частности путем разработки так называемых производных 
систем, составленных из функций, представляющих собой произведе-
ния более элементарных. 

Функции Хаара имеют вид: 
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В отличие от функций Уолша, принимающих в области анализа 
значения равные ±1, функции Хаара при условии соблюдения условия 
ортонормированности принимают одно из трех возможных значений, 
включающих нуль. Это обстоятельство позволяет несколько по иному 
учитывать поведение исходных пространственно-временных сигналов 
при вычислении коэффициентов разложения (спектрального состава), 
чем при расчете в базисе Уолша. Основное различие заключается в 
наборе точек, в которых рассматривается поведение сигналов. Так, 
разложение в ряд Уолша требует использования всех значений сигнала 
на интервале анализа, в то время как базис Хаара предполагает учет 
значений лишь в точках, достаточно близкорасположенных друг отно-
сительно друга. В результате число операций умножения может быть 
еще снижено по сравнению с применением разложения в ряд 
Уолш [25]. 

4. Дискретные отображения непрерывных каналов связи 
как операторы преобразования метрических пространств с бази-
сом в виде координатных функций интегрального канонического 
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представления В. С. Пугачева. По аналогии с интегральным канони-
ческим разложением в [28] введено понятие канонического разложе-
ния случайной функции (процесса), называемого также разложением 
В. С. Пугачева [29]. При этом основным отличием от ранее описанных 
базисных функций является их хотя и детерминированный, но не 
структурированный характер, поскольку форма функций вычисляется 
исходя из требуемых свойств коэффициентов разложения (спектраль-
ного состава). Таким образом, отправной точкой в данном разложении 
служит не форма базиса, а свойства результирующего (дискретного) 
случайного процесса [30]. 

Стохастический пространственно-временной сигнал представ-
ляется в виде линейной комбинации некоррелированных случайных 
величин, имеющих равные нулю математические ожидания, то есть 
коэффициентами данного разложения служит дискретный некоррели-
рованный шум (в общем случае белый неоднородный как по простран-
ству, так и по времени [31, 32]): 

 

{ } 0=xM , { } x

TM dExx ⋅=⋅ , (11) 
 

где E – единичная (бесконечномерная) матрица; ( )T

xxxx N
ddd ...,,

10
=d – 

вектор дисперсий дискретного нестационарного белого шума (коэф-
фициентов разложения x). 

Вид разложения соответствует формулам (1) и (2), в которых вы-
бор входных и выходных базисных функций разложения (координатных 
функций канонического разложения) осуществляется в соответствии с 
требованиями (11) и подразумевается центрированность исходного про-
странственно-временного сигнала. В случае невыполнения этого усло-
вия всегда можно свести нецентрированный процесс к центрированному 
путем вычитания из первого его математического ожидания. В резуль-
тате каноническое разложение будет включать еще одно детерминиро-
ванное слагаемое – функцию математического ожидания. 

Как и в случае интегрального представления, нахождение в яв-
ном виде базисных функций разложения сопряжено с рядом часто не-
преодолимых трудностей [33]. Однако вследствие представления про-
странственно-временного сигнала в каждой точке области анализа в 
виде суммы случайных величин значительно упрощаются процедуры 
нахождения его характеристик [32]. Зависимость же от временных и 
пространственных координат целиком заключена именно в базисных 
функциях разложения, являющихся детерминированными функциями 
времени. В результате осуществление преобразований случайных про-
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цессов и полей, в том числе и нелинейных, значительно упрощаются 
по сравнению с исходным описанием. 

Необходимыми условиями осуществимости канонического 
представления являются коррелированность пространственно-
временного сигнала и коэффициентов разложения, а также конечность 
их дисперсий, что выражается в виде функциональной зависимости 
для функций разложения [28]: 
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Данное соотношение совместно с (1) или (2) позволяет фор-
мально определить стохастический пространственно-временной сиг-
нал в виде суммы элементарных случайных составляющих, представ-
ляющих собой произведение некоторой детерминированной функции 
и случайного коэффициента. Однако практические способы выбора 
коэффициентов разложения и вычисления соответствующих базис-
ных (координатных) функций оказываются достаточно произвольны-
ми. Кроме того, сходимость рядов (1) или (2) также задается в некото-
ром смысле, а поэтому также должна быть жестко определена. 

Так, в случае использования простейшей зависимости между 
коэффициентами разложения и исходным сигналом в виде скалярного 
произведения его самого на соответствующую базисную функцию: 
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Условие некоррелированности приводит к уравнению, которому 
должны удовлетворять базисные функции: 
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где ( ) ( ) ( ){ }',',',,, rrrr txtxMttKx =  – корреляционная функция простран-

ственно-временного сигнала. 
Наложение условия ортонормированности базисных функций: 
 

( ) ( ) jiji

t

dtdtt ,,, δ=ϕϕ 
Ω Ωr

rrr  (15) 

сводит задачу к поиску решений однородного интегрального уравне-
ния Фредгольма второго рода [34]: 
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которое приводит к разложению Карунена-Лоэва [33, 35]. Таким обра-
зом, данное разложение делает возможным описание стохастического 
пространственно-временного сигнала на уровне его вторых моментов 
и его представление в виде некоррелированных случайных величин в 
бесконечномерном пространстве детерминированных базисных функ-
ций, определенных на некотором ограниченном интервале анализа. 
Данное обстоятельство одновременно является и достоинством, и не-
достатком подобного представления. С одной стороны оно позволяет 
достаточно просто проводить преобразования в линейных и нелиней-
ных системах посредством матричных операций со случайными век-
торами коэффициентов разложения. С другой же стороны, за исклю-
чением гауссовских процессов, в общем случае не обеспечивает неза-
висимость коэффициентов разложения, поскольку в данном случае 
коррелированность не влечет за собой независимости [36]. К тому же 
следует еще раз подчеркнуть, что разложение Карунена-Лоэва являет-
ся частным случаем канонического разложения и отличается от по-
следнего наложением условия ортонормированности функций разло-
жения (15) и заданием коэффициентов разложения в форме скалярного 
произведения исходного сигнала и базисных функций (13). Для самого 
же канонического разложения помимо условий (11) никаких дополни-
тельных ограничений не накладывается. 

В [37] показывается, что подобное представление является оп-
тимальным как с точки зрения минимизации среднеквадратической 
ошибки аппроксимации пространственно-временного сигнала конеч-
ным числом членов ряда (1) или (2), так и с позиции минимизации эн-
тропии дискретного набора дисперсий коэффициентов разложения при 
условии соблюдения нормировки сигнала для класса ортонормирован-
ных функций разложения [38].  

Для более обширных классов функций, описываемых канониче-
ским разложением, в [28] доказывается лишь оптимальность с позиции 
минимума среднеквадратической ошибки аппроксимации конечным 
числом членов ряда. Вопрос о минимизации энтропии остается откры-
тым, однако разумно предположить, что подобное представление все 
же существует, поскольку каноническое разложение не требует зада-
ния коэффициентов разложения в виде скалярного произведения (13). 

В общем случае для представления стохастического простран-
ственно-временного сигнала в виде ряда элементарных случайных 
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функций при выполнении условия некоррелированности коэффициен-
тов разложения (11) необходимо обобщить частный случай линейного 
преобразования в виде скалярного произведения (13) путем рассмот-
рения произвольных линейных функционалов: 

 

( ){ }r,txx ii φ= . 
 

Другими частными случаями данных функционалов являются 
линейные комбинации значений стохастического сигнала в дискрет-
ном наборе точек: 
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являющиеся частным случаем линейных комбинаций значений сигна-
ла и его производных до заданного порядка в дискретном наборе то-
чек: 

( ){ } ( )

'

0

0

0

,
1' '

',,,...,
',,,...,,

,
,

jj

i

n

n

tt

n

k

k

k

k

k

jjkk
jjkkii

rt

tx
atx

rr

r
r

==
=∏

∂∂
∂=φ , 

 

являющиеся в свою очередь частным случаем более общего скалярно-
го произведения: 

 

( ){ } ( ) ( ), , , ,i i

t

x t x t t dtdϕ ϕ
Ω Ω

=  
r

r r r r  (16) 

 

в котором произвольные функции ( )r,tiφ  содержат линейные комби-

нации дельта-функций до соответствующего порядка. Кроме того, 

возможны еще более общие случаи линейных функционалов iφ . 

В результате условие некоррелированности коэффициентов раз-
ложения (11) приводит к уравнениям, которым должны удовлетворять 
линейные функционалы: 

( ){ }, ', ' ,, , ', ' ,i t jt x x i ji
K t t dϕ ϕ δ  = r r r r  (17) 

 

где нижние индексы t, r в функционале φ  означают применение этого 

функционала к функции по данным аргументам t, r (остальные аргу-
менты рассматриваются при фиксированных значениях). 

Данное уравнение по своей форме сходно с условиями, которым 
должны соответствовать базисные функции в разложении Карунена-
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Лоэва (14), однако в отличие от него уравнение (17) не содержит в яв-
ном виде выражения для базисных функций, что делает их форму бо-
лее произвольной, поскольку не налагается дополнительное ограниче-
ние на их ортогональность. Вид же базисных функций определяется 
оператором Фредгольма путем постановки (16) в (12): 

 

( ) ( ){ }', '
1

, , , ', ' .i i t x
xi

t K t t
d

φ ϕ= rr r r  (18) 

 

Используя данную формулу на основании требований ортого-
нальности линейных функционалов (17), в [28] выводится необходи-
мое и достаточное условие некоррелированности коэффициентов раз-
ложения в виде условий биортогональности линейных функционалов 
базисных функций: 

 

( ){ } ,, .i j i jtϕ φ δ=r  (19) 
 

В результате возможна реализация последовательной процеду-
ры нахождения требуемых линейных функционалов iφ  на основе про-

извольно выбранной последовательности линейных функционалов γi. 
Данная процедура такова [28]. Первоначально определяют линейный 
функционал 0φ  произвольным образом, то есть: 

 

0 0.ϕ γ=  (20) 
 

После этого согласно (17) вычисляют дисперсии коэффициентов 
разложения (при условии i = j), а по формуле (18) определяют базис-
ную функцию разложения ( )r,0 tϕ . На ее основе вычисляют линейный 

функционал 1φ  в соответствии с рекуррентной формулой: 
 

( ){ }
−

=

φϕγ−γ=φ
1

0

,
i

j
jjiii t r , ∞= ,1i . (21) 

 

Далее производится расчет базисной функции по 
выражению (18). Процедура продолжается до вычисления необходи-
мого числа членов ряда канонического разложения. Очевидно, вслед-
ствие произвольности выбора функционалов начального приближения 
γi существует бесчисленное множество канонических разложений сто-
хастического пространственно-временного сигнала в отличие от един-
ственного разложения Карунена-Лоэва. Получить каноническое раз-

Труды СПИИРАН. 2015. Вып. 5(42). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

125



ложение из разложения Карунена-Лоэва и наоборот возможно путем 
поворота осей координат [29], однако каноническое разложение не 
связывает линейные функционалы iφ  с характеристиками случайного 

процесса, в то время как ортогональное предполагает строгий вид этих 
функционалов, подынтегральной функцией в которых является базис-
ная функция, то есть ( ) ( )rr ,, tt ii ϕ=φ . В результате возможно варьиро-

вание вида линейных функционалов iφ  для достижения определенной 

цели канонического разложения – минимума некоторой ошибки ап-
проксимации, энтропии и т. п. В том числе возможно наложение до-
полнительных условий в виде независимости коэффициентов разло-
жения, или по крайней мере равенства нулю некоторых их централь-
ных моментов, что позволяет применять данное разложение в случае 
негауссовских процессов. 

Данные разложения позволяют описывать преобразования в ка-
нале путем матричных операций вида (5), причем естественно, что на 
выходе детерминированной линейной системы свойства канонических 
разложений сохраняются [32], то есть коэффициенты разложения ос-
таются некоррелированными случайными величинами, имеющими 
характер белого шума, и определяются более простыми выражения-
ми (9). Однако в случае прохождения сигналов через стохастические 
системы, в том числе определяемые детерминированной системной 
характеристикой и шумом, подобное свойство может не сохраняться. 
В результате требуется отыскание статистических характеристик на 
выходе канала связи, причем канонические разложения в этом случае 
приходится выполнять и над случайным процессом на выходе. 

Таким образом, можно заключить, что, как и в случае интеграль-
ных разложений, выбор базиса в данном контексте счетного, пусть и 
бесконечного, числа функций, целиком определяется условиями решае-
мой задачи исходя из удобства представления и целей синтеза. При этом 
выбор базиса оказывается также достаточно произвольным. 

Следует отметить еще одно немаловажное обстоятельство. В 
практических целях стохастический сигнал как на входе канала, так и 
на выходе описывается в виде конечномерного случайного вектора, 
обычно получающегося путем учета в разложениях (1) и (2) конечного 
числа членов ряда. Причем выбор этого числа определяется в основ-
ном эвристически, например первых столько-то, либо на основании 
максимальных значений некоторого параметра соответствующих им 
базисных функций. В результате с точки зрения описания как самих 
сигналов, так и канала связи неизбежна ошибка аппроксимации, вели-
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чина которой зависит не только от типа канала связи и используемых 
сигналов, но и от формы базисных функций. Таким образом, чрезмер-
ная вольность выбора формы базиса или свойств результирующих ко-
эффициентов разложения приводит к недостаточно полному учету 
требований построения системы связи с точки зрения близости к прак-
тически нереализуемым бесконечномерным системам. 

Именно поэтому при разложении следует учитывать не только 
свойства системной характеристики канала связи, но и характер неиз-
бежно присутствующей в любом канале связи аддитивной помехи, 
которая, как указывалось ранее, может оказывать существенное влия-
ние на статистические взаимосвязи коэффициентов разложения, в том 
числе и канонического. 

В общем случае в канале связи присутствует пространственно-
распределенная помеха n(t',r'), которая аддитивно взаимодействует с 
полезной составляющей принимаемого сигнала. Причины ее возник-
новения могут быть самыми разнообразными, причем их проявление 
принимает различные формы, определяемые конкретной реализацией 
случайного процесса [5]. В результате подобные преобразования, 
включающие элемент стохастичности, оказываются принципиально 
необратимыми в отличие от линейных в отсутствии помех. 

Таким образом, при описании аддитивных помех следует учи-
тывать два немаловажных обстоятельства. Во-первых, модели адди-
тивных помех достаточно разнообразны и в общем случае должны 
характеризоваться довольно сложными многомерными законами рас-
пределения своих параметров, в том числе и мгновенных значений. 
Во-вторых, складываясь с полезным сигналом, подобные помехи из-
меняют статистическую структуру передаваемых данных. В результате 
принципиально важным фактом оказывается внесение неопределенно-
сти в передаваемые сообщения (даже при детерминированном харак-
тере канала связи), что приводит к невозможности безошибочной пе-
редачи исходных сообщений и необратимости преобразований в ре-
зультирующем канале. 

Следствием данных обстоятельств оказывается дополнительное 
накопление ошибки аппроксимации при синтезе систем на основе ко-
нечного набора базисных функций рядов (1) и (2). Так, в отсутствии 
аддитивной помехи и детерминированности системной характеристи-
ки канала связи H пространственно-временной сигнал на выходе кана-
ла связи однозначно определяется выражением (4) с той лишь разни-
цей, что число членов ряда является конечным. При данных условиях 
корреляционная функция выходного сигнала получается путем дву-
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кратного преобразования корреляционной функции исходного входно-
го сигнала оператором системной характеристики H' [28]. Поскольку 
он является детерминированным, то в выражении для нахождения ба-
зисных функций (18) его можно поменять местами с оператором 
Фредгольма iφ , что приводит к подобной достаточно простой опера-

торной взаимосвязи базисных функций на входе и на выходе в ви-
де (3). Однако даже в этом случае наилучшее приближение трактуется 
в смысле минимально возможной величины среднеквадратического 
отклонения усеченного ряда относительно исходного сигнала [28, 37]. 
При синтезе же систем связи данный критерий оказывается не всегда 
допустимым, в результате применение аппроксимации в виде даже 
наиболее общего случая канонического разложения является довольно 
грубым и требующим дополнительных исследований влияния конеч-
ности числа членов ряда разложения на получаемые оптимальные ре-
шения. 

В общем же случае стохастичности оператора преобразования 
канала связи H', обусловленной наличием аддитивной помехи и/или 
случайностью его системной характеристики H, каноническое разло-
жение определяется на основе математического ожидания и корреля-
ционной функции выходного пространственно-временного сигнала 
согласно выражениям (18), (20) и (21), а выходные базисные функции 
не имеют операторной зависимости (3) от входных [39]. В общем виде 
второй начальный момент выходного сигнала определяется как усред-
нение соответствующих случайных функций [32]: 

 

( ) { }[ ] { }[ ]( )nxnxMxxM +Η+Η= '''' . (22) 
 

Для устранения громоздкости описания в данной и последую-
щих формулах, если не оговорено дополнительно, аргументы при слу-
чайных функциях опущены, а при записи произведения двух функций 
подразумевается, что они зависят от различных аргументов, например 

( ) ( )','',''' rr txtxxx = . Корреляционная функция же вычисляется как раз-

ность между вторым начальным моментом и произведением матема-
тических ожиданий: 

 

( ) ( ) ( )''''' xMxMxxMKx −= . (23) 
 

Применение теорем сложения и умножения математических 
ожиданий [40], а также использование леммы о существовании опера-
тора математического ожидания MH' случайного оператора системной 
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характеристики H' [41] и его линейности и независимости от переда-
ваемого сигнала, приводит к выражению: 

 

( ) ( ){ } ( )nMxMMxM += Η '' . (24) 
 

Следует отметить, что в отличие от оператора системной харак-
теристики H' оператор математического ожидания MH' имеет строго 
детерминированный характер и трактуется как усреднение ядра инте-
грального оператора либо коэффициентов дифференциального урав-
нения. Так, в случае интегральных преобразований и независимости 
импульсной характеристики от передаваемого пространственно-
временного сигнала оператор математического ожидания имеет вид: 

 

( ){ } ( ){ } ( ){ } 
Ω Ω

Η =
t

dtdtthMtxMxMM
r

rrrr ,,',',' . 

 

Все последующие выражения для нахождения высших момен-
тов случайных операторов имеют подобную же трактовку с той лишь 
разницей, что используется понятие оператора математического ожи-
дания произведения случайных операторов [41]. 

Раскрытие скобок в (22) и применение теоремы сложения мате-
матических ожиданий, а также учет линейности оператора системной 
характеристики преобразует данное выражение к виду: 

 

( ) { }[ ]( ) { }( ) { }( ) ( )nnMxnMnxMxxMxxM +Η+Η+ΗΗ= '''''' . (25) 
 

Использование свойства независимости случайного оператора 
системной характеристики, аддитивной помехи и передаваемого сиг-
нала в совокупности с теоремой умножения математических ожиданий 
и леммы о существовании оператора математического ожидания про-
изведения случайных операторов MH'H', а также применение равенст-
ва (23) ко второму начальному моменту аддитивной помехи видоизме-
няют уравнение (25) следующим образом: 

 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ),

''

'

'''

nMnMKxMMnM

nMxMMxxMMxxM

n +++
++=

Η

ΗΗΗ . (26) 

где Kn – корреляционная функция аддитивной помехи. 
Очевидно, что сумма второго, третьего и пятого слагаемого в 

левой части данной формулы представляет собой разность между про-
изведением математических ожиданий выходного сигнала (24) и про-
изведением операторов математических ожиданий системной характе-
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ристики ( ){ }xMM 'Η . Следовательно вычитание из (26) произведения 

(24) на самого себя, но с зависимостями от других переменных, приво-
дит к выражению для корреляционной функции выходного сигнала: 
 

( ){ } ( ){ } ( ){ }xMMxMMKxxMMK nx ''''' ΗΗΗΗ −+= . 
 

Применение (23) к операторам математического ожидания про-
изведения случайных операторов системной характеристики и второго 
начального момента входного сигнала, а также приведение подобных 
слагаемых преобразует данное выражение к виду: 

 

( ) ( ){ } [ ]{ } nxxx KKMMxMxMKKK +++= ΗΗΗ '''' . (27) 
 

где KH' – корреляционная функция случайного оператора системной 
характеристики H'. 

Частный случай данной формулы для преобразований линейных 
интегральных случайных операторов без учета воздействующей в ка-
нале аддитивной помехи описан В. С. Пугачевым в [28], а для случая 
равенства нулю математических ожиданий – в работах М. Лоэва. Кро-
ме того, в случае отсутствия преобразований в канале связи следстви-
ем данной формулы оказывается хорошо известное выражение для 
корреляционной функции суммы двух независимых случайных про-
цессов [32]. 

Выражение (27) иллюстрирует, что вид корреляционных связей 
выходного пространственно-временного сигнала существенно отлича-
ется от входного. А в результате зависимость выходных от входных 
базисных функций отличается от выражения (3). Применение в каче-
стве начального приближения γ'i при каноническом разложении вы-
ходных базисных функций φ'i последовательности функционалов iφ , 

определяющих случайные коэффициенты разложения входного сигна-
ла, то есть предположение, что ii φ=γ' , а также 

выражений (27) (18), (20), (21), в которых используются линейные 
функционалы для канонического разложения выходных базисных 
функций (функционалы iφ , γi и базисные функции φi на входе в дан-

ных формулах заменены на соответствующие функционалы i'φ , γ'i и 

базисные функции φ'i на выходе) и свойства линейности операторов 
математического ожидания MH', корреляционной функции KH' и функ-
ционалов канонического разложения i'φ  делает возможным представ-
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ление выходных базисных функций в виде рекуррентного операторно-
го преобразования входных: 

 

( ) ( ){ }[ ] ( ){ }[ ]{

( ) ( ) .''

1
'

1

0
'

'''

'


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−

=
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i

j
jxjini

xixi

x

i

j

i

dK

KMMxMxMKK
d

 (28) 

 

Первое и второе слагаемые в данном выражении предполагают 
необходимость осуществления функционального преобразования над 
операторами корреляционной функции KH' и математического ожида-
ния системной характеристики MH'. Следует отметить, что линейный 
функционал iφ  применяется непосредственно лишь к данным опера-

торам, не затрагивая составляющие, находящиеся в фигурных скобках, 
то есть сумму корреляционной функции входного сигнала и произве-
дения его математических ожиданий, а также оператора математиче-
ского ожидания системной характеристики от корреляционной функ-
ции входного сигнала. 

При этом первое слагаемое существует только в случае стохас-
тичности системной характеристики, а второе – ее нецентрированно-
сти. Причем в отличие от первого детерминированность системной 
характеристики приводит лишь к некоторому упрощению формы опе-
ратора математического ожидания, преобразующегося в детерминиро-
ванный оператор системной характеристики H'.  

Третье слагаемое задается корреляционными свойствами адди-
тивной помехи, а соответственно отлично от нуля при условии ее уче-
та. Требование биортогональности выходных базисных функций (19) 
предопределяет существование четвертого слагаемого, независимо от 
свойств исследуемого канала связи. 

Следует также отметить, что найденная для общего случая сто-
хастического канала связи корреляционная функция пространственно-
временного сигнала на его выходе (27) позволяет рекуррентно вычис-
лять выходные базисные функции на основе (28). Следует отметить 
бесчисленное количество их возможных форм, поскольку даже в слу-
чае строго задания начального приближения γ'i последовательностью 
функционалов iφ , определяющих случайные коэффициенты разложе-

ния входного сигнала, начальные приближения для входного канони-
ческого разложения γi являются произвольными. С одной стороны это 
оказывается достоинством при синтезе систем связи, так как делает 
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возможным варьирование вида базисных функций для достижения 
предполагаемого оптимума согласно некоторому критерию. С другой 
же стороны такая неопределенность может приводить к значительным 
различиям в получающихся решениях при условии их реализации в 
разнесенных системах, например на приеме и передаче, поскольку вы-
бор начальных приближений может также включать элемент стохас-
тичности. В результате вероятно наличие систематических ошибок 
передаваемой информации, обусловленных именно различием в форме 
используемых базисных функций. 

5. Заключение. Возможность представления входного и выход-
ного пространственно-временных сигналов в виде бесконечного ряда 
некоррелированных случайных функций не позволяет точно описы-
вать процессы в канале связи, поскольку практическая реализация 
осуществима лишь для конечного числа слагаемых. Однако в боль-
шинстве случаев полезный сигнал изменяется существенно медленнее, 
чем помеха, либо имеет какую-либо локализацию, выражающуюся в 
различиях их статистических свойств. В результате в каноническом 
разложении пространственно-временного сигнала на выходе канала 
связи можно ограничиться некоторым числом членов ряда, дающих с 
определенной степенью точности описание входного сигнала. При 
этом либо число, либо последовательность коэффициентов разложения 
входного сигнала и выходного, искаженного стохастическим каналом 
связи, оказывается несогласованными в смысле точности их аппрок-
симации, что приводит к необходимости одновременного учета оши-
бок приближения, как на входе, так и на выходе канала связи. Очевид-
но, что с точки зрения среднеквадратической ошибки аппроксимации 
пространственно-временных сигналов на входе и выходе канале связи 
конечным рядом ответом на данный вопрос служит какая-нибудь фор-
ма канонического представления [28]. Однако при синтезе систем свя-
зи критерии в основном направлены на точность воспроизведения пе-
редаваемого сигнала, то есть задачи синтеза трактуются как задачи 
принятия статистических решений, показателями, качества которых 
являются те или иные степени схожести переданного сообщения и 
вынесенного решения [33]. Следовательно, разложение в ряд должно 
рассматриваться с позиции точного воспроизведения передаваемых 
сигналов на приемной стороне, а не с точки зрения точности аппрок-
симации передаваемых и принимаемых сигналов. Произвольность вы-
бора базисных функций в ограниченном каноническом разложении 
позволяет подбирать их таким образом, чтобы обеспечить в некотором 
смысле точность приема сигнала. Другие же способы конечномерного 
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представления входных и выходных сигналов (например разложение 
Карунена-Лоэва, различного рода системы ортогональных функций) 
делают возможным лишь выбор наиболее лучших представителей из 
заданного класса функций. 

В целом же достаточность корреляционных свойств выходного 
пространственно-временного сигнала для его представления в виде 
канонического разложения скрывает в себе и серьезный недостаток. В 
данном случае фиксируется класс функций, придающих коэффициен-
там соответствующего разложения свойство некоррелированности, что 
с одной стороны делает возможным более простое описание дальней-
ших преобразований этих коэффициентов, а с другой – не только не 
обеспечивает их независимости в наиболее общих случаях негауссов-
ских процессов, но и потенциально снижает качество синтезируемой 
системы, так как сокращает вариативность получаемых решений. Сле-
довательно в общей постановке (негауссовские процессы) задача син-
теза должна формулироваться без введения ограничений на класс 
функций или же свойства коэффициентов разложения. Даже незави-
симость коэффициентов разложения не может гарантировать опти-
мальность по определенному критерию синтеза. Таким образом, в об-
щем случае дискретное отображение непрерывного канала связи 
должно основываться на разложениях типа (1) и (2) с конечным чис-
лом членов ряда, в которых базисные функции вычисляются в соот-
ветствии с критерием оптимальности воспроизведения передаваемой 
информации, что является направлением дальнейших исследований и 
в настоящей работе не рассматривается. 
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РЕФЕРАТ 
 

Батенков К. А. Моделирование и синтез линейных дискретных 
отображений непрерывных каналов связи.  

Рассматриваемая проблема моделирования и синтеза дискретных кана-
лов связи имеет актуальный характер для задач, связанных с проектированием 
информационных систем, функционально предназначенных для передачи дан-
ных. 

Формализованы дискретные отображения непрерывных каналов связи 
в виде операторов преобразования метрических конечномерных пространств 
общего вида. 

Показана их связь с представлением в виде интегральных преобразова-
ний на основе предельного перехода от представления в виде рядов. 

Сигнал на выходе линейного канала связи представим как в виде ли-
нейной комбинации системной характеристики канала и коэффициентов раз-
ложения входного сигнала, так и в форме дискретной свертки матричной сис-
темной характеристики и коэффициентов разложения входного сигнала, вне 
зависимости от выбора формы базисов. 

В результате выходной сигнал можно рассматривать в виде дискретно-
го разложения в базисе дискретной системной характеристики. 

Нестационарный канал связи, в том числе и стохастический, описыва-
ется в виде матричной системной характеристики, называемой спектральной, 
или проекционной. Данное обстоятельство устанавливает наличие алгебраиче-
ской связи между коэффициентами разложения входных и выходных сигна-
лов. 

Формализованы дискретные отображения непрерывных каналов связи 
в виде операторов преобразования метрических пространств с заданными ба-
зисами.  

Аналогично интегральным преобразованиям, в качестве базисных 
функций может использоваться произвольный ряд линейно независимых 
функций, причем не обязательно ортогональных.  

Формализованы дискретные отображения непрерывных каналов связи 
в виде операторов преобразования метрических пространств с базисом в виде 
координатных функций интегрального канонического представления 
В. С. Пугачева. 

Главной особенностью данных отображений является задание форм ба-
зисных ядер на основе статистических свойств входных и выходных сигналов, 
которые задаются в общем случае в виде дискретного белого некоррелирован-
ного шума. 

Операторы аналого-дискретных преобразований дискретных отобра-
жений непрерывных каналов связи на основе канонического разложения 
В. С. Пугачева, вычисляются путем итерационной процедуры, последователь-
но определяющей базисные функции на выходе канала в виде рекуррентного 
операторного преобразования входных.  
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SUMMARY 
 

Batenkov K. A. Modeling and Synthesis of Discrete Mappings of Linear 
Continuous Channel. 

Considered problem of modeling and synthesis of discrete mappings of line-
ar continuous channel is actual for tasks associated with the design of an information 
system functionally intended for data transmission. 

Discrete mappings of linear continuous channel in the form of general metric 
finite-dimensional space operators are formalized. 

Its coupling with representation in the form of integral transforms on the ba-
sis of limiting process from series view is shown. 

Signal on linear channel output is offered in system characteristic and input 
signal expansion coefficient linear combination form and matrix system characteris-
tic and input signal expansion coefficient discrete convolution. 

Consequently, output signal should be approached as discrete expansion in 
basis of discrete system characteristic. 

Time-varying channel including stochastic is described in matrix system 
characteristic form called spectral or projecting. This circumstance determines alge-
braic bond between input and output signal expansion coefficients. 

Discrete mappings of linear continuous channel in metric finite-dimensional 
space operator form with adjusted basis are formalized. 

In similar integral conversions, arbitrary linearly independent functional se-
ries can be used as basis. 

Discrete mappings of linear continuous channel in the form of metric finite-
dimensional space operators with Pugachev integral canonical presentation of coor-
dinate function basis are formalized. 

Its principal singularity is basis kernel assignment in terms of input and out-
put signal statistical properties set as, in general, in the form of discrete white uncor-
related noise. 

Semi-digital operators of discrete mappings of linear continuous channel on 
the basis of Pugachev canonical presentation are calculated by force of iterative 
procedure consistently conditioning basis functions on input and output channel in 
terms of recurrence input transformation.  

Труды СПИИРАН. 2015. Вып. 5(42). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

139




