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1. Введение. В исследованиях сложных систем для аппроксима-

ции произвольных распределений случайных величин часто исполь-
зуют распределения фазового типа [1], описывающие случайные про-
цессы в виде совокупности последовательных и/или параллельных 
экспоненциальных фаз. Этот метод фаз, предложенный А. Эрлангом, 
был развит Д. Коксом [2], М. Ньютсом [3] и другими учеными [4-6], 
найдя широкое применение в теории надежности и теории очередей 
при расчете немарковских систем [7-11]. Использование распределе-
ний фазового типа (Эрланга, Кокса, Ньютса и др.) позволяет разложить 
немарковские случайные процессы на совокупность фиктивных экспо-
ненциальных фаз и существенно упростить расчет моделей. 

Так, в [7] описан итерационный метод расчета немарковских 
многоканальных систем с гиперэкспоненциальными распределениями, а 
в [8] обобщены подходы к расчету систем массового обслуживания с 
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фазовыми распределениями. В [9] предложен метод расчета немарков-
ских сетей массового обслуживания на основе гиперэкспоненциальной 
аппроксимации распределений с произвольным числом начальных мо-
ментов. В [10] рассматривается двухмоментная аппроксимация с ис-
пользованием фазовых распределений. В [11] фазовые распределения 
используются при расчете нестационарных моделей обслуживания с 
конечным источником заявок. Важными при этом являются и вопросы 
точности аппроксимации распределениями фазового типа [12]. 

Другой подход к расчету систем с распределениями фазового 
типа предполагает использование не дискретных, а непрерывных 
фаз [13-15]. При этом аппроксимирующее распределение представля-
ется в виде композиции экспоненциального ядра и фазовой функции, в 
частном случае выступающей плотностью распределения случайного 
параметра экспоненциального ядра. 

Также развиваются подходы на основе фазовых распределений 
с неэкспоненциальными фазами. Метод представления распределений 
в виде совокупности параллельных детерминированных фаз был ис-
пользован в так называемой гипердельтной аппроксимации [16] на 
основе смеси дельта-функций Дирака и развит в работе [17]. 

В статье рассматривается композиционный подход для общего 
случая, когда произвольные распределения могут быть аппроксимиро-
ваны фазовыми распределениями с произвольной фазовой функцией, в 
том числе и на основе гипердельтной аппроксимации. 

2. Общий подход к аппроксимации распределений с исполь-
зованием фазовой функции. Случайные пуассоновские процессы с 
интенсивностью, являющейся случайной величиной, исследованы 
Хинчиным [18]. Они представляют собой совокупность обычных пуас-
соновских потоков со случайными значениями параметра и называют-
ся обобщенными пуассоновскими потоками. 

В [19] рассмотрен формальный аппарат представления случай-
ных процессов со случайными параметрами. Функция распределения 

ˆ( , )F x Θ , усредненная по случайным параметрам 
m21 θ̂,...θ̂,θ̂ , может быть 

использована для представления процессов восстановления:
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где h(θ1,…, θm) — совместная плотность распределения случайных 
параметров 

m21 θ̂,...θ̂,θ̂ . В общем случае h() может служить оператором 

преобразования функции F с учетом неопределенности параметров. 
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В [20] предложены два подхода к моделированию случайных 
потоков со случайными параметрами: на основе случайности парамет-
ров распределений случайных величин и на основе случайности ин-
тенсивностей случайных потоков; также высказана идея о возможно-
сти использования усредненных по случайным параметрам распреде-
лений для аппроксимации произвольных распределений. 

Рассмотрим обобщенный композиционный подход к формиро-
ванию аппроксимирующих распределений с использованием так назы-
ваемой фазовой функции. Для этого без потери общности будем ис-
пользовать представление (1) с одномерной функцией h(). 

Под фазовой функцией будем понимать произвольную диффе-
ренцируемую функцию, принадлежащую пространству основных и 
обобщенных функций [21], описывающую структуру фазового построе-
ния распределения вероятностей фазового типа. В частных случаях фа-
зовая функция выступает в качестве плотности распределения случай-
ного (дискретного или непрерывного) параметра распределения. 

Гипотеза. Плотность распределения случайной величины t для 
∀t может быть представлена в виде уравнения Фредгольма 1-го рода 
как композиция интегрального ядра )λ,(tf  и фазовой функции h(λ): 

 


∞

∞−

= .λ)λ()λ,()( dhtftf  (2) 

 

Интегральное ядро )λ,(tf  может задаваться степенной, экспо-

ненциальной, гиперболической, логарифмической, тригонометриче-
ской и другими функциями. Наибольшее количество известных ап-
проксимирующих распределений, описанных ниже, может быть пред-
ставлено при экспоненциальном интегральном ядре. В частном случае 

)λ,(tf  может являться условной плотностью распределения вероятно-

стей, случайный параметр которой λ̂  принимает значение λ. 
Фазовая функция h(λ) в общем случае служит оператором пре-

образования функции )λ,(tf  к функции )(tf  и может не иметь физи-

ческого смысла плотности распределения [13], являясь, например, 
производной от обобщенной функции. Может иметься информация о 
ее качественных свойствах, функциональном виде, области определе-
ния и т.д. В частном случае, при интерпретации h(λ) в качестве ПР 
случайного параметра, используются как обобщенные (например, ги-
пердельтное распределение [16, 17]), так и основные [21] функ-
ции (например, равномерное, нормальное, экспоненциальное распре-
деления [20]). 
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3. Гипердельтная аппроксимация фазовой функции. Наибо-
лее подходящей и естественной аппроксимацией по методу моментов 
для распределения случайного параметра λ̂  можно считать гипер-
дельтную аппроксимацию (ГДА) [16]. Аппроксимирующая гипер-
дельтная ПР случайного параметра имеет вид 

 


=

−=
n

i
iia Ch

1

)λλ(δ)λ( , (3) 

 

где Сi — вероятности, удовлетворяющие условию  =
=n

i iC
1

1, а )λ(δ  — 

дельта-функция Дирака. 
ГДА довольно проста, лучше других приспособлена для исполь-

зования реальной статистической информации или экспертных оценок, 
позволяет аппроксимировать как дискретные, так и непрерывные 
функции, может описывать как случайные, так и детерминированные 
величины. Кроме того, случайный параметр λ̂  не является прямо из-
меряемой или наблюдаемой величиной, а определяется косвенно через 
наблюдения за интервалами между событиями или за количеством 
событий, наступающих на заданном интервале времени. Поэтому ис-
ходные данные могут выражаться в виде взвешенной суммы фиксиро-
ванных наблюдений, т.е. в гипердельтном представлении. 

При ГДА фазовой функции h(λ), подставляя (3) вместо h(λ) 
во (2), получим гиперпредставление ПР случайной величины t:  
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При экспоненциальном интегральном ядре )λ,( itf  получим из-

вестную гиперэкспоненциальную плотность распределения, часто ис-
пользуемую для аппроксимации реальных распределений в теории 
очередей и теории надежности: 
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Таким образом, ГДА ПР случайного параметра экспоненциаль-
ного распределения аналогична гиперэкспоненциальной аппроксима-
ции распределения времени между событиями. Однако здесь имеются 
некоторые отличия. В случае гиперэкспоненциальной аппроксимации 
распределений времени обеспечивается равенство начальных момен-
тов аппроксимирующего и аппроксимируемого распределения. В слу-
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чае же ГДА распределения случайного параметра обеспечивается ра-
венство начальных моментов распределений параметров, а не распре-
делений времени между событиями. Для последних же будет обеспе-
чиваться равенство их производных в точке t=0, что соответствует ап-
проксимации по методу производных [22]. 

Рассмотрим ГДА некоторых известных распределений по на-
чальным моментам при различных ограничениях. При n=2 параметры 
Ci и λi для выражения (3), аппроксимирующего известные распределе-
ния, можно получить аналитически:  

1) для равномерного распределения с параметрами a и b: 
 

2121 == CC ; 
1,2 ;

2 2 2

a b b aλ + −=   

 

2) для нормального распределения с параметрами m и σ: 
 

;;21 2,121 σλ mCC ===  
 

3) для экспоненциального распределения )θλexp(θ)λ( −⋅=f : 
 

.
θ
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Если вид аппроксимируемого распределения неизвестен, но из-
вестны k его начальных моментов γi, i = 1÷k, то параметры Ci и λi одно-
значно выражаются через γi. Для n=2 согласно [16] имеем: 
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Однако использование аппроксимации при n=2 (2 пика дельта-
функции) может оказаться недостаточным по точности аппроксима-
ции. При n>2 необходимо использовать численные методы. Так, для 
n=3 система уравнений имеет вид: 
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(8) 
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Но можно найти параметры аппроксимации и аналитически, ес-
ли имеется дополнительная информация об аппроксимируемом рас-
пределении. Так, если известно, что h(λ) — симметричная функция, то 
система уравнений упрощается, поскольку C1 = C3 = C, (λ1+λ3)/2 = λ2, 
откуда C2 = 1–2С и λ2=γ1. Упрощенная система уравнений примет вид: 

 

( )
( )
( )

1 3 1

2 2 2 2
1 3 2 1 1

3 3 3 3
1 3 3 1 1

4 4 4 4
1 3 4 1 1
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C C
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+ = + 
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(9) 

 

После решения системы уравнений (9) находим параметры ап-
проксимации: 
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Если вид аппроксимируемого симметричного распределения 
известен, можно выразить параметры аппроксимации через параметры 
распределения. Так, для равномерного закона: 
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Для нормального закона: 
 

;
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3
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Интересно отметить, что аппроксимация h(λ) при n=2 завышает 
значение первого момента ν1 распределения f(t) времени между собы-
тиями, а при n=3, наоборот, занижает, хотя получаемые значения более 
точны. Поэтому можно использовать гипердельтную аппроксимацию 
распределения случайного параметра в качестве верхней и нижней 
оценки распределения f(t) времени между событиями. 

4. Аппроксимация распределением с произвольной фазовой 
функцией методом производных. Для аппроксимации распределения 
случайного параметра могут, помимо гипердельтной аппроксимации, 
использоваться и другие распределения, например, гиперэкспоненци-
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альные и гипоэкспоненциальные [4], нормальные, треугольные и др. 
Однако часто в условиях неопределенности исходных данных нет воз-
можности использовать слишком подробные многопараметрические 
распределения. В этом случае в качестве аппроксимирующего можно 
использовать равномерное распределение, характеризующее макси-
мальную степень неопределенности (по мере устранения неопределен-
ности гипотеза о виде распределения может быть скорректирована). 
Параметры аппроксимации в этом случае определяются первыми дву-
мя начальными моментами γ1, γ2: 

 

)γγ(3γ3γ 2
1211 −−=−= Da ; )γγ(3γ3γ 2

1211 −+=+= Db . (11) 
 

Таким образом, после выделения экспоненциального ядра в 
формуле (2) для представления условной ПР времени между события-
ми потока основная задача формирования аппроксимирующего рас-
пределения сводится к нахождению ПР h(λ) случайного параметра и ее 
начальных моментов. Однако очевидно, что для представления произ-
вольного распределения f(t) в виде (2) функция h(λ) по физическому 
смыслу может и не быть функцией плотности вероятности.  

Пример. По аналогии с гипердельтным и гипоэкспоненциаль-
ным распределениями введем понятие гиподельтной функции для ап-
проксимации фазовой функции:  
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Аппроксимирующая гиподельтная функция (12) не является 
плотностью распределения. Однако, подставляя (12) в (3), получаем 
гипоэкспоненциальную ПР случайной величины t: 
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Рассмотрим задачу аппроксимации произвольного распределе-
ния распределением с произвольной фазовой функцией. За основу 
возьмем метод производных [22], при котором аппроксимация произ-
водится на основе равенства производных аппроксимирующей и ап-
проксимируемой функций в нулевой точке. Покажем взаимосвязь ме-
жду аппроксимацией методом производных произвольной ПР и ап-
проксимацией методом моментов фазовой функции этой плотности. 
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Лемма. Аппроксимация методом производных произвольной 
плотности распределения случайной величины, представленной фор-
мулой (3), соответствует аппроксимации методом моментов фазо-
вой функции этой плотности. 

Доказательство: Пусть известна исходная ПР f(t), удовлетво-
ряющая условию непрерывности. Представим ее в виде ряда Тейлора: 

 
( )

0

(0)
( )

!

k k

k
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∞

=
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Преобразование Лапласа-Стилтьеса от f(t) :  
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При замене s=1/z получим:  
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Тогда справедливо выражение:   
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что и требовалось доказать. 
При экспоненциальности интегрального ядра )λ,(tf  ПР )(tf  со-

гласно (3) определяется фазовой функцией (оператором) h(λ): 
 


∞

−=
0

λ λ)λ(λ)( dhetf t . (15) 

 

На основе формулы (15) при различных фазовых функциях 
можно получить целый ряд выражений для распределений времени 
между событиями. В таблице 1 приведены различные ПР )(tf  и соот-

ветствующие им согласно (15) фазовые функции, в частных случаях 

представляющие собой ПР случайного параметра λ̂  (в таблице функ-
ция 1(λ) — единичная ступенчатая функция Хевисайда). 

 

219Труды СПИИРАН. 2016. Вып. 3(46). ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru



Таблица 1. Представление распределений с произвольной фазовой функцией 
Распределение Плотность  

распределения 
Фазовая функция 
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de
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Для нахождения начальных моментов h(λ) или в общем случае 
интегралов вида:  

 


∞

=
0

λ)λ(λγ dhk
k

. 

 

сформулируем следующее теорему. 
Теорема. Начальные моменты случайного параметра λ̂  случайно-

го экспоненциального распределения )λ̂,(tf  определяются значениями 

усредненной по параметру плотности )(tf  и ее производных в точке t=0:  
 

)0()1(γ )1(1 −−−= kk
k f . 
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Доказательство: Возьмем (k-1)-ю производную от усредненной 

плотности распределения 
∞

−=
0

λ λ)λ(λ)( dhetf t в точке t=0: 
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Следовательно, )0()1(γ )1(1 −−−= kk
k f , что и требовалось доказать. 

 
5. Заключение. Таким образом, в случае отсутствия сведений о 

характере изменения параметров модели исходят из их максимально 
возможной неопределенности, и расчет системы проводится при допу-
щении о равномерном распределении случайного параметра λ̂ . Для ап-
проксимации распределения λ̂  можно воспользоваться формулой (11) и 
исследовать характеристики потока аналитическими методами, разрабо-
танными в [19, 20]. Если выдвигается гипотеза о другом виде распределе-
ния случайного параметра λ̂  (например, нормальном) либо имеется ин-
формация о начальных моментах случайных параметров или о начальных 
значениях производных от исходных распределений, то характеристики 
потока находятся на основе предлагаемого аппроксимационного метода. 

Также предложенный метод позволяет использовать единое 
представление для распределений случайных величин в виде компози-
ции интегрального ядра и фазовой функции, даже если последняя по 
физическому смыслу не является плотностью распределения [13]. При 
построении фазовых функций используется математический аппарат 
обобщенных функций, представляющих собой линейные непрерывные 
функционалы на пространстве основных функций [21]. 

Дальнейшее исследование моделей обслуживания будет опре-
деляться сформированными исходными данными. Применение опи-
санного композиционного метода формирования аппроксимирующих 
распределений позволяет использовать известные модели систем мас-
сового обслуживания с известными распределениями фазового типа [5, 
6, 7], а также разрабатывать новые модели с произвольными фазовыми 
функциями. Кроме того, при наличии возмущений или неопределен-
ности параметров распределений метод может быть использован для 
коррекции моделей в соответствии с гипотезами о распределениях 
возмущенных параметров [20]. 
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РЕФЕРАТ 
 
Гончаренко В.А. Композиционный метод формирования 
аппроксимационных распределений с произвольной фазовой 
функцией. 

В статье рассматривается обобщенный подход к представлению рас-
пределений вероятностей фазового типа в виде двухуровневой композиции 
интегрального ядра и произвольной фазовой функции. Под фазовой функцией 
понимается произвольная функция, принадлежащая пространству основных и 
обобщенных функций, описывающая структуру фазового построения распре-
деления вероятностей фазового типа, в частных случаях являющаяся плотно-
стью распределения случайного параметра. 

Показаны возможности гипердельтной аппроксимации фазовой функ-
ции и ее место в формировании распределений фазового типа. Проводится 
взаимосвязь между гипердельтной аппроксимацией распределения случайного 
параметра экспоненциального распределения и гиперэкспоненциальной ап-
проксимацией распределения времени между событиями. 

Предложен метод аппроксимации произвольного распределения распре-
делением с фазовой функцией на основе метода производных. Показана взаимо-
связь между аппроксимацией методом производных плотности распределения и 
аппроксимацией методом моментов фазовой функции. Выведены формулы для 
фазовых функций различных распределений времени между событиями. Полу-
чено выражение для нахождения начальных моментов фазовой функции. 

 

SUMMARY 
 
Goncharenko V.A. Composite Method of Forming Approximating 
Distributions with an Arbitrary Phase Function. 

The article discusses the generalized approach to representation of phase-
type probabilities distributions in the form of two-level composition of an integral 
kernel and an arbitrary phase function. The phase function is understood as the arbi-
trary generalized function which belongs to the space of the main and generalized 
functions, describes the structure of phase construction of phase-type probabilities 
distribution, and in special cases is the density of distribution of a random parameter. 

Possibilities of hyper-delta approximation of the phase function and its place 
in the formation of distributions of phase type are shown. The interrelation between 
hyper-delta approximation of distribution of a random parameter of exponential 
distribution and the hyperexponential approximation of distribution of time between 
events is carried out. 

The method of approximation of an arbitrary distribution by distribution 
with the phase function on the basis of a method of derivatives is offered. The inter-
relation between approximation by method of derivatives of distribution density and 
approximation by method of the moments of phase function is shown. Formulas for 
phase functions of various distributions of time between events are derived. Expres-
sion for finding the initial moments of the phase function is obtained. 
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