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Аннотация. Предложен математический метод, основанный на использовании 
комплексных статусных функций, приписываемых состоянию объекта. Метод 
ориентирован на непосредственное описание математической модели канала обратной 
связи эргатических систем. Статусные функции формируются как оптимальный, 
ортонормированный базис системы. Введены правила работы со статусными 
функциями, представлена их интерпретация. Предложен метод формирования оператора 
преобразования сигналов, представленных статусными функциями. Таким образом, 
осуществлено совершенствование математического обеспечения анализа 
взаимодействия в интегрированной образовательной среде на основе моделирования 
компетентностного портрета участников процесса обучения, которое отличается 
использованием статусных функций, что позволило осуществить формирование 
многокомпонентной оценки компетенций в форме комплекснозначных функций. 
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1. Введение. Использование быстро развивающихся интегриро-

ванных образовательных сред с виртуальными компонентами позволит 
обеспечить ряд стратегических преимуществ, среди которых основным 
является технологическое опережение конкурентов. Именно развитию 
подобных технологий должны быть посвящены основные разработки в 
области обеспечения качества образования. В первую очередь, это 
технические и программные технологии создания систем виртуальной 
реальности. Следующей масштабной проблемой является разработка 
систем оценивания когнитивного и мотивационно-психологического 
состояния обучаемых. Это проблема связана с разработкой математи-
ческих моделей их состояния, с определением психологический ва-
лидности, с созданием систем оценивания при использовании соответ-
ствующих программно-технических средств. Третьей крупной про-
блемой является изменение педагогических технологий и методик, 
обучение новых педагогов-наставников, готовых работать в принци-
пиально новых условиях. Такая работа существенно изменит отноше-
ния в системе образования, которая реализует миссию сохранения и 
ретрансляции культурных ценностей. Эта система консервативна и, по 
сути, не может быть другой. Для того, чтобы стала возможной ее ко-
ренная трансформация, необходимо воспитать новое поколение. 
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В настоящей статье рассматриваются аспекты, связанные со вто-
рой проблемой, то есть с совершенствованием математического обеспе-
чения анализа взаимодействия в интегрированной образовательной сре-
де. Физическая среда передачи информации о состоянии объекта обу-
словливает необходимость создания соответствующего математическо-
го обеспечения. При этом теоретический этап разработки технических 
средств реализации возможностей определения изменения эмоциональ-
ного состояния отдельных людей или их групп требует разработки ма-
тематической модели непрерывного канала связи. Последующая проце-
дура испытаний и отладки технического устройства предполагает нали-
чие физической модели или данных натурного эксперимента, построен-
ных и обработанных на базе исходной математической модели. 

Возможные модели ориентированы на косвенное и прямое опи-
сания. Косвенное требует наличия исходного прямого описания, 
например, феноменологического, непосредственно связывающего 
входные и выходные сигналы каналов связи. В настоящее время 
наиболее часто применяются математические модели каналов связи в 
форме конечномерных условных распределений вероятностей [1, 2] 
либо определенных моментных функций [3]. При этом необходимо 
использовать только первые два момента распределений из-за сложно-
сти применяемого аппарата, поэтому модели являются адекватными 
только для гауссовских случайных процессов [4]. Для распределений 
подход основывается на применении Марковских процессов [5, 6], что 
значительно уменьшает область использования создаваемых моделей, 
так как при этом значительно ограничивается память в канале.  

Прямое описание основывается на использовании дифференци-
альных [2] или интегральных уравнений [1, 6]. Многие исследователи 
используют математическую модель канала связи в форме некоторого 
оператора, для которого заданы базисы разложений для входных и 
выходных сигналов в форме гармонических функций [7]. Прямое опи-
сание предполагает рассмотрение оператора преобразования множе-
ства входных сигналов в выходные. При этом синтезируемые модели 
рассматриваются в пространствах, координатные функции которых 
являются собственными для линейных систем на бесконечном интер-
вале анализа, что обеспечивает универсальность моделей. Анализ воз-
можных дифференциальных и интегральных операторов приведен в 
работе [8]. Модель канала связи представляется в форме оператора 
отображения полезной составляющей принимаемой смеси, зависящего 
от свойств среды передачи, а также характеристик входных и выход-
ных устройств (согласования) [9, 10]. Этот оператор является систем-
ной характеристикой и воспроизводит параметры наблюдаемого на 
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выходе сигнала. Описание канала обратной связи может быть исполь-
зовано для нелинейных и линейных систем. При описании нелинейных 
систем требуется применение дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Непосредственно системная характеристика пред-
ставляет коэффициенты этого дифференциального уравнения. 

Представление системной характеристики в форме интеграль-
ного оператора обеспечивает возможность аппроксимации непрерыв-
ного функционала с заданной точностью функциональным рядом 
Вольтерра [11]. Дифференциальные уравнения позволяют описывать 
соотношения между входными и выходными сигналами на основе ко-
эффициентов, а ряды Вольтерра — с учетом весовых функций в инте-
гральных преобразованиях.  

Оба типа представления системной характеристики существен-
но упрощаются, если моделирование осуществляется на основе линей-
ных операторов. Для дифференциальных уравнений вводится требова-
ние вещественности и независимости от сигналов коэффициентов 
дифференциального уравнения, что приводит его к линейному виду. 
Ряд Вольтерра значительно сокращается, вырождаясь в одно инте-
гральное преобразование (интеграл свертки, или Коши), весовой 
функцией которого является импульсная характеристика. 

В случае необходимости формализации дискретных отображе-
ний непрерывных каналов связи используются операторы преобразо-
вания метрических конечномерных пространств, представленные в 
виде интегральных преобразований на основе предельного перехода в 
виде рядов. При этом операторы аналого-дискретных преобразований 
дискретных отображений непрерывных каналов связи на основе кано-
нического разложения В. С. Пугачева вычисляются итерационной 
процедурой, последовательно определяющей базисные функции на 
выходе канала в виде рекуррентного операторного преобразования 
входных базисных функций [12, 13]. 

2. Оптимальный базис: канонические разложения ком-
плексных скалярных случайных функций. Введем ряд допущений, 
необходимых при решении задачи создания метода обработки и ин-
терпретации данных измерения взаимодействий. Случайной величи-
ной (СлВ) называется величина, которая в результате опыта может 
принять определенное, заранее неизвестное значение.  

Случайной функцией (СлФ) называется функция, которая в ре-
зультате опыта может принять конкретный, заранее неизвестный вид.  

Далее СлФ представляет математический объект большой 
сложности. В общем случае будем трактовать [14] СлФ как несчетное 
множество скалярных случайных величин (СлВ). 
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Необходимо попытаться выразить СлФ через более простые 
случайные объекты, например, обычные скалярные СлВ. На основе 
известных свойств математических ожиданий, дисперсий и ковариа-
ционных моментов простейшей с практической точки зрения формой 
выражения СлФ через СлВ является представление ее в виде линейной 
комбинации некоррелированных СлВ, имеющих равные нулю матема-
тические ожидания. Таким образом, приходим к задаче представления 
скалярной СлФ F(x,y) в виде: 

 F(r) = m୊(r) + ∑ V୴ f୴(r)୴ , (1) 
 
где ௩ܸ — некоррелированные скалярные СлВ, математические ожидания 
которых равны нулю, а ௩݂(ݎ) — некоторые детерминированные функции. 
Отдельные слагаемые вида ௩ܸ  ௩݂(ݎ) являются элементарными СлФ.  

Всякое представление СлФ в виде суммы ее математического 
ожидания и некоррелированных элементарных СлФ называется канони-
ческим разложением (КР) СлФ. Далее СлВ V୴ будем называть весовыми 
коэффициентами КР, а функции ௩݂(ݎ)  — координатными функциями, 
причем КР СлФ в общем случае представляет бесконечный ряд. В част-
ных случаях КР может быть конечной суммой. Для вычисления ковари-
ационной функции СФ можно применить следующую формулу: 

 K୤(r, r′) = MሾF(r)F∗(r′)ሿ = ∑ D୴f୴(r)f୴∗(r′)୴ ,  (2) 
 

где ܦ௩  — дисперсии СлВ ௩ܸ , * — символ комплексного сопряжения. 
Представление ковариационной функции формулой вида (2) называет-
ся каноническим разложением ковариационной функции. Таким обра-
зом, из КР (1) СФ F(r) следует КР (2) ее ковариационной функ-
ции (прямая теорема Пугачева). И наоборот, из КР (2) ковариационной 
функции вытекает КР (1) СФ (обратная теорема Пугачева). При r=r’ 
получим выражение для дисперсии ܦ௙ = ,ݎ)௙ܭ  .(ݎ

Последовательность некоррелированных СлВ ௩ܸ  можно рас-
сматривать как дискретный (импульсный) белый шум. Тогда КР (2) 
СФ F(r, t) можно трактовать как выражение ее через импульсный бе-
лый шум. Причем КР СлФ удобны для выполнения различных опера-
ций анализа над СлФ, особенно линейных. Объясняется это тем, что в 
КР СлФ ее зависимость от аргумента r выражается координатными 
функциями, что обеспечивает возможность свести выполнение раз-
личных линейных операций над СФ (например, дифференцировании, 
интегрирование, решение линейных дифференциальных уравнений и 
т.д.) к обычным операциям математического анализа над неслучайны-
ми координатными функциями. 
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Пусть ௩ܸ  — произвольные некоррелированные СлВ, имеющие 
математические ожидания, равные нулю, и дисперсии ܦ௩: 

 ቊMሾV୴ሿ = 0, MൣV୴Vஜ∗൧ = 0 μ ≠ v,DሾV୴ሿ = Mሾ|V୴|ଶሿ = D୴ . (3) 

 
Определим неизвестные координатные функции fv(r). Для этого 

согласно (1) следует представить стационарную центрированную СФ 
F0(r) = F(r) − mF(r) в виде суммы: 

 F଴(r) = ∑ V୴ f୴(r)୴ , (4) 
 
где ௩݂(ݎ)  — неизвестные координатные функции. Умножим (4) на 
комлексно-сопряженную СлВ ఓܸ∗  и вычислим математическое ожида-
ние: 

 MൣF଴(r)Vஜ∗൧ = ∑ MൣV୴Vஜ∗൧ f୴(x, y) =୴ Dஜfஜ(r). (5) 
 

Следовательно: 
 fஜ(r) = ଵୈಔ MൣF଴(r)Vஜ∗൧. (6) 

 
Формула (6) определяет координатные функции при заданном 

выборе случайных коэффициентов ௩ܸ. Выбор координатных функций ௩݂(ݎ) по формуле (6) обеспечивает лучшее среднеквадратическое при-
ближение к СлФ F0(r) любым заданным числом членов ряда (4) при 
определенном выборе случайных коэффициентов ௩ܸ. Формула 

 F଴(r) = ∑ V୴ ψ୴(r)୬୴ + R୬(r), (7) 
 
с отброшенным остаточным членом Rn(r) обеспечивает приближенное 
КР СФ F(r) с координатными функциями ψv. 

Координатные функции, определяемые формулой (6), называют-
ся среднеквадратическими оптимальными координатными функциями. 

3. Введение статусных функций. Рассмотрим процедуру припи-
сывания некоторых СлФ различным состояниям составляющих слож-
ной системы. В качестве примера выберем систему образования. Си-
стема представляет классическую систему образования с внедренными 
в нее элементами виртуальных обучающих систем. Будем называть ее 
интегрированной образовательной средой (ИОС). В настоящее время 
часть этих систем является эргатическими системами, образованными 
обучающими система виртуальной реальности (ОСВР). Основным 
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процессом согласно ФГОС ВПО третьего поколения и ожидаемых из-
менений является процесс формирования компетенций. Будем рас-
сматривать процедуру приписывания функций на примере оценок 
процесса формирования компетенций в системе образования. Это так-
же оправдано условием, что верификацию способов оценки результа-
тов обучения в ОСВР необходимо проводить в действующей класси-
ческой системе обучения, основанной в настоящее время на компе-
тентностной парадигме. 

Создадим интерпретацию к теории СлФ, названную методом ста-
тусных функций (СФ) [15]. Введем функции, приписываемые состоянию 
объекта, которые назовем статусными (СФ), основываясь на институцио-
нальной природе оценки [16]. Таким образом, предлагается оценка в виде 
набора действительных чисел с определенным уровнем случайности со-
ответствия состоянию. Тогда оценка является случайной величиной. 

Например, обучаемый выполняет тесты и получает разные оцен-
ки. Если один и тот же тест решать много раз, то будет получаться одна 
и та же оценка. Если тесты разные, то появится разброс оценок. Если 
решаются тесты одинаковые или похожие, то оценка получается одина-
ковой или близкой. Если тесты существенно различаются или участвуют 
различные оценивающие эксперты, то возникает существенный разброс 
оценок. Задачей оценивания является получение информации об уровне 
знаний обучающегося независимо от оценивающего или используемого 
теста. Для этого используется различная статистическая обработка, 
например, средняя оценка за год или оценка экзаменационной комиссии, 
или по множеству тестов и так далее. Результат обычной обработки — 
это среднее, дисперсия, реже корреляция. 

Эти результаты используются для оценки субъекта в заданный 
момент. Измеренное состояние не обеспечивает информацией о про-
шлом. Прогноз оценки в следующие моменты обычно основан на опы-
те преподавателя или выработанных правилах. Создадим систему, в 
которой могут быть получены априорные оценки.  

Для этого используем колебательные комплексные величины, что 
обусловлено рядом причин. Представим простые аналогии: измерение 
может быть слабым и сильным. Слабое измерение ниже общего «фоно-
вого» шума и не изменяет состояние обучаемого. Сильное измерение 
вносит изменение в состояние компетенций и представляет мощное воз-
действие на сознание и его интенциональность. Эти характеристики 
являются сопряженными и интерферирующими. Некоторые интерфери-
рующие траектории или состояния должны рассматриваться как единое.  

Для этого, также как в квантовой механике, необходимо ввести 
некоторые операторы, воздействующие на состояние. Их применение 
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позволяет вычислять необходимые средние, а уравнение движения для 
операторов позволяют прогнозировать изменение состояния. В кван-
товой механике операторы действуют на комплексные функции. Соб-
ственные значения операторов, соответствующих измеряемым вели-
чинам, действительны. Существуют пары величин (операторов), соот-
ветствующие сопряженным переменным. Наиболее простой — это 
оператор координаты и сопряженный ему оператор импульса: 

 − i2π ∂∂r . (8) 
 

Предположим, что результат применения этого оператора к СФ 
позволит вычислить интенциональную характеристику приписывае-
мой субъекту функции. 

Здесь СФ является комплексной СлФ и может быть определена 
через суперпозицию комплексных СлВ. Причем СФ являются приписы-
ваемыми функциями для сложных пространственно-временных сигна-
лов, которые проявляются как обмен между ее частями и внешней сре-
дой в процессе функционирования сложной системы. Приписывание 
имеет следующий вид: «СлВ считается СФ в контексте метода СФ». 

Используем СФ для оценки состояния индивидуума. Введем пере-
менные, характеризующие внешние проявления состояния его сознания и 
его интенциональность, так как сознание и интенциональность являются 
феноменами, независимыми от наблюдателя. Заметим, что каждому ин-
дивидууму присущи некоторые интенциональные состояния.  

Выполним моделирование детерминированных базисных СФ в 
виде: 

 ψ୪୩(r) = f୪(r)e୧ଶ஠୩୰, (9) 
 
где fl(r) — модули комплексных функций оценок, r — введенная базовая 
переменная, образующая аналог координаты оценки, k — оценка, пред-
ставляющая личностную характеристику участника процесса обучения.  

Фазовые множители (значения k = 0, ± 1) для введенных функций 
выбирались так, чтобы ортогональность сохранялась для скалярного 
произведения:  

 න ψ୧(r)ψ୨∗ஶ
ିஶ (r)dr = δ୧୨ , (10) 

где * обозначено комплексное сопряжение, δij — символ Кронекера. 
Параметр k является результатом действия на СФ оператора «импуль-
са» (8): 
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න f୪(r)eି୧ଶగ௞೗௥ ൤−i ∂2π ∂r൨ஶ
ିஶ ሾf୪(r)e୧ଶగ௞೗௥ሿ = k୪ . (11) 

 

Для случая пятиуровневой оценки отдельных компетенций и 
трех приписываемых состояний интенции общее число возможных 
базисных состояний равно 5×3=15. 

Ограничим диапазон измерения оценок состояния r. Это означает, 
что вместо бегущих волн целесообразно использовать группы гармониче-
ских функций, подобных волновым пучкам. При большом диапазоне СлВ 
гармоническая функция (11) является хорошим приближением. В состоя-
нии, заданном (11), средняя координата и средний импульс равны нулю. 
Это означает, что в отсутствии внешнего информационного воздействия 
на субъект его состояние не изменяется. Таким образом, информационное 
воздействие на субъект должно описываться в виде нескольких «потенци-
алов» или «сил» в принципе, зависящих от времени. 

Система оценок на основе метода СФ описывает состояние про-
цесса формирования компетенций, полученное при их измерении, ко-
торое является суперпозицией всех комплексных функций составляю-
щих их элементарных оценок. Причем, если оценка некоторого набора 
компетенций определяется комплексной функцией Ψ1, а оценка друго-
го набора — комплексной функций Ψ2, то состояние оценок также 
можно описать суммой этих состояний с некоторыми коэффициента-
ми. Таким образом, введен аналог вектора состояния для множества 
показателей на примере упрощенной оценки формируемых в процессе 
обучения компетенций.  

Для оценок заданного набора компетенций на основе суперпо-
зиции элементарных СФ с весовыми коэффициентами получается рас-
пределение, характеризующее состояние оцениваемого субъекта:  

 Ψ୧вх(r) = ෍ ෍ w୪୩୧ ψ୪୩(r)ଵ
୩ୀିଵ

ହ
୪ୀଵ . (12) 

Затем проводится сборка результирующей СФ:  
 Ψвх(r) = ෍ ඥw୧Ψ୧вх୒

୧ୀଵ (r) , (13) 

 

здесь wi — весовые коэффициенты соответствующих компетенций, ݓ௟௞௜  — матрица 5×3 в которой положение ненулевых значений опреде-
ляется оценкой. Суммирование проводится по количеству оценивае-
мых компетенций N. Для формирования выходных СФ используются 
аналогичные выражения (4), (5). 
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Таким образом, сформирована гипотеза о возможности постро-
ения математической модели процесса формирования компетенций на 
основе СФ. 

4. Операции со статусными функциями и их интерпретация. 
Статусной функцией (СФ) будем называть операцию, которая уста-
навливает правило определения соответствия некоторой упорядочен-
ной пары аргументов и некоторой соответствующей им величины. Та-
кая функция может быть представлена в виде: 

 

(ݎ, ݇) = ௜ଶగ௞௥݁(ݎ)ܣ , (14) 
 

или: 
 

(ݎ, ݇) = A(r) cos(2ݎ݇ߨ) + iA(r) sin(2ݎ݇ߨ) =  = A(ݎ)(cosଶ(ݎ݇ߨ) − sinଶ(ݎ݇ߨ)) + 2iA(ݎ)cos(ݎ݇ߨ)sin(ݎ݇ߨ) .  
 

Значения упорядоченных пар аргументов, к которым функция 
применима, составляют область определения функции, значения 
функции составляют область значений функции.  

1. Т о ж д е с т в е н н о с т ь  С Ф . Примем обычное матема-
тическое соглашение: две статусные функции тождественны, если они 
имеют одну область определения и для каждой упорядоченной пары 
аргументов из этой области имеют одно значение. 

2. Н о р м и р о в к а .  
 N = ඵ Ψ(r)Ψ∗(r)drାஶ

ିஶ , (15) 
 Nଶୈ = ඵ Ψ(rଵ, rଶ)Ψ∗(rଵ, rଶ)drଵdrଶାஶ

ିஶ . (16) 
 

Интегрирование осуществляется по всему пространству. Инте-
грал конечен, если СФ локализована. Использование такой нормиров-
ки позволяет определять СФ с точностью фазового множителя. Следо-
вательно, использование СФ в качестве координатной функции позво-
ляет сохранить оптимальность введенного на основе канонического 
разложения СлФ базиса элементарных координатных функций. Со-
гласно введенному условию СФ не имеет универсальной размерности: 
она определяется элементом интегрирования || = |dr|ିଵ/ଶ. 

3. Сложение (или «объединение») СФ. Если система может нахо-
диться в состоянии приписываемой СФ ߖଵ и в другом состоянии ߖଶ, то 
она может находиться и в состоянии ߖ таком, что:  

 Ψ(r) = сଵΨଵ(r) + сଶΨଶ(r) , (17) 
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с1, с2 — произвольные комплексные числа, определяемые из экспери-
мента. Операция представляет суперпозицию измеряемых состояний, в 
каждом из которых зафиксирована измеряемая система. Например, 
многократные ответы обучаемого на различные тесты. Оценка объек-
та (или субъекта) группой экспертов, например, оценки разных экс-
пертов в одном оценивании или различные оценивания.  

Главным отличием от классической системы оценивания следует 
считать, что вероятность обнаружения системы в состоянии ߖ равна:  

 Pஏ = |Ψଵ(r) + Ψଶ(r)|ଶ . (18) 
 

Тогда как в классическом случае существует практика сложения и 
усреднения оценок состояния системы:  

 Pஏ = |Ψଵ(r)|ଶ + |Ψଶ(r)|ଶ . (19) 
 

Заметим, что такая процедура имеет существенные недостатки 
на практике, так как противоречит здравому смыслу, однако использу-
ется из-за отсутствия соответствующего инструментария.  

4 .  У м н о ж е н и е  ( и л и  « п е р е с е ч е н и е » )  
С Ф .  Если система может в состоянии приписываемой СФ ߖଵ  и в 
другом антисимметричном состоянии ߖଶ, то она может находиться и в 
состоянии ߖ таком, что:  

 Ψ(rଵ, rଶ) = Ψଵ(rଵ)Ψଶ(rଶ) . (20) 
 

Процедура основана на предположении, что система может 
находиться в многокомпонентном состоянии, а оценивание основыва-
ется на однокомпонентном предположении, что каждый элемент си-
стемы изменяется в некотором усреднённом самосогласованном поле, 
создаваемом всеми остальными компонентами системы. Такие анти-
симметричные оценки могут быть получены, например, как оценки 
эксперта и самооценки.  

5. С у п е р п о з и ц и я  с т а т у с н ы х  ф у н к ц и й . Су-
перпозицией СФ ߖଵ  , , ଶߖ … , ௡ߖ   c весовыми неотрицательными ко-
эффициентами ߱ଵ  , ߱ଶ  , … , ߱௡  , где ߱ଵ  +  ߱ଶ  + … +  ߱௡ = 1   
называется статусная функция:  

 Ψ(r) = ωଵΨଵ(r) + ωଶΨଶ(r) + ⋯ + ω୬Ψ୬(r), (21) 
 

где n — натуральное число.  
Смысл суперпозиции СФ аналогичен принципу суперпозиции в 

квантовой механике: если система может находиться в состояниях со 
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СФ ߖଵ  , , ଶߖ … , -௡, то она может находиться в состоянии суперпозиߖ 
ции этих функций, умноженным на весовой коэффициент состояния. 

6. С т а т у с н а я  ф у н к ц и й  2 - х  п е р е м е н н ы х . 
СФ может представлять пересечение суперпозиции СФ 2-х разных 
переменных: 

 Ψ(rଵ, rଶ) = ෍ ω୧Ψ୧(rଵ)୬
୧ୀଵ ∗ ෍ ୧୨(rଶ)୬

୧ୀଵ . (22) 

 

7. В ы ч и с л е н и е  м о м е н т о в . Для анализа СлФ, задан-
ной в форме (14), целесообразно использовать центральные моменты. 
Используем моменты vgh порядка k для СлФ в виде:  

 v୨ = ඵ (r − m୰)୨Ψ(r)Ψ∗(r)drାஶ
ିஶ ඵ Ψ(r)Ψ∗(r)drାஶ

ିஶ൘ , (23) 
 v୥୦ = ∬ ൫(rଵ − m୰భ)୥+(rଶ − m୰మ)୦൯Ψ(rଵ, rଶ)Ψ∗(rଵ, rଶ)drଵdrଶାஶିஶ ∬ Ψ(rଵ, rଶ)Ψ∗(rଵ, rଶ)drଵdrଶାஶିஶ , (24) 

 

где ݉௥  — математическое ожидание по r  для случая суперпозиции 
симметричных СФ, ݉௥భ, ݉௥మ — математическое ожидание по ݎଵ, по ݎଶ 
для случая антисимметричных СФ:  

 ݉௥ = ∬ ାஶିஶݎ Ψ(ݎ)Ψ∗(ݎ)݀ݎ∬ Ψ(ݎ)Ψ∗(ݎ)݀ݎାஶିஶ , (25) 

 ݉௥భ = ∬ ଵାஶିஶݎ Ψ(ݎଵ, ,ଵݎ)∗ଶ)Ψݎ ∬ଶݎଵ݀ݎ݀(ଶݎ Ψ(ݎଵ, ,ଵݎ)∗ଶ)Ψݎ ଶାஶିஶݎଵ݀ݎ݀(ଶݎ , (26) 

 ݉௥మ = ∬ ଶାஶିஶݎ Ψ(ݎଵ, ,ଵݎ)∗ଶ)Ψݎ ∬ଶݎଵ݀ݎ݀(ଶݎ Ψ(ݎଵ, ,ଵݎ)∗ଶ)Ψݎ ଶାஶିஶݎଵ݀ݎ݀(ଶݎ . (27) 

 

Представим интерпретацию вычисления моментов СФ для слу-
чая формирования оценок компонент ИОС. Их смысл зависит от 
наблюдателя и принятых коллективных соглашений о наличии соот-
ветствующего статуса структурного элемента ИОС.  

7.1. Моменты vଵ , vଵଵ . Математическое ожидание представляет 
среднее значение случайной величины оценки, поэтому можно переве-
сти эту оценку в традиционные баллы, представив рейтинговую шкалу. 
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В случае использования системы антисимметричных СФ для 
многокомпонентной оценки структурного элемента ИОС имеет харак-
теристический смысл интерпретация приписывания следующего вида: 
«Х считается Y в контексте С». В этих случаях Х обозначает среднее 
значение случайной величины оценки ݉௥భ, ݉௥మ, а Y наделяет эту оцен-
ку или ее положение особым статусом по введенной рейтинговой шка-
ле в контексте соответствующей проекции. 

Момент vଵଵ  является средним значением рейтинговой оценки в 
случае антисимметричных оценок многокомпонентного элемента ИОС.  

7.2. М о м е н т ы  vଶ ,  vଶଶ . Ширина распределения (разброса 
величины около среднего значения) — дисперсия (математическое 
ожидание квадрата ее отклонения от математического ожидания) ха-
рактеризует согласованность мнений экспертов и оценок, когда прово-
дится оценка несколькими экспертами. 

7.3. Моменты vଷ, vଷଷ — асимметрия. Если коэффициент асиммет-
рии отрицательный, то это свидетельствует о большом влиянии на вели-
чину оценки отрицательных отклонений. Если коэффициент асимметрии 
положительный, следовательно, преобладает влияние положительных 
отклонений и кривая распределения более пологая справа. Практически 
определяют знак асимметрии по расположению кривой распределения 
относительно точки максимума дифференциальной функции. 

7.4. М о м е н т ы  vସ ,  vସସ  — эксцесс. Служит для сравнения 
заданного распределения с нормальным, у которого эксцесс равен ну-
лю. Более островершинные распределения имеют положительный экс-
цесс, а более плосковершинные — отрицательный. По эксцессу воз-
можно более четко интерпретировать контрастности распределения. 
Высокая контрастность соответствует более коррелированному рас-
пределению. Противоречивость и несогласованность мнений или 
несгруппированность оценок приводит к «размазыванию» распределе-
ния и к снижению его контрастности и эксцесса. 

Таким образом, моменты представляют набор числовых характе-
ристик, по которым можно сформировать систему принятия управлен-
ческих решений по управляемому процессу ИОС. Заданный набор 
оценок является весьма информативным. 

8. П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я . Вычисление моментов v୥ и v୥୦ в различные промежутки времени формирует информацию о 
преобразовании СФ в эргатической или гибридной системах. Воздей-
ствие системы на математическую модель (образ участника метаком-
муникации) может быть представлено как оператор, выражающий 
связь между СФ в различные периоды времени, например, между 
«входом» и «выходом» процесса обучения. Преобразование СФ в си-
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стеме может быть представлено как отношению выходного сигнала к 
входному при изменении входного сигнала по гармоническому закону. 
В технике такой оператор называется передаточной функцией:  

 W(p) = ∑ v୥୭୳୲୮୳୲୬୥ୀଵ∑ v୥୧୬୮୳୲୬୥ୀଵ , (28) 

 W(p) = ∑ v୥,୦୭୳୲୮୳୲୬,୩୥,୦ୀଵ∑ v୥,୦୧୬୮୳୲୬,୩୥,୦ୀଵ , (29) 

 

здесь передаточная функция — дробно-рациональная функция ком-
плексной переменной. Знаменатель и числитель передаточной функ-
ции являются характеристическими полиномами системы. Полюсы 
передаточной функции образуют корни характеристического полино-
ма в знаменателе, а нули — корни характеристического полинома в 
числителе. В нашем случае условимся, что порядок числителя переда-
точной функции не может превышать порядка ее знаменателя. 

9. В ы ч и с л е н и е  к о в а р и а ц и и . Для вычисления ко-
вариационной функции СФ можно применить следующую формулу: 

 K෡ = MሾΨ(rଵ, rଶ)Ψ∗(rଵ′, rଶ′)ሿ =  = ∬ ൫rଵ − m୰భ൯ଶ൫rଶ − m୰మ൯ଶΨ(rଵ, rଶ, t)Ψ∗(rଵᇱ , rଶᇱ , t)drଵdrଶାஶିஶ ∬ Ψ(rଵ, rଶ, t)Ψ∗(rଵᇱ , rଶᇱ , t)drଵdrଶାஶିஶ . (30) 

 

Вычисление собственных значений и собственных функций 
уравнения: 

 ඵ K෡(rଵ, rଶ, rଵ′, rଶ′)Ψ∗(rଵ′, rଶ′)drଵdrଶ = λ୯Ψ୯(rଵ, rଶ) (31) 
 

позволяет определить число управляющих характеристик управляемой 
ИОС. Собственные вектора ߖ௤(ݎଵ, (ଶݎ  интегрального уравнения (25) 
называются модами Карунена-Лоэва с собственными значениями λ, при 
этом ядро представляется нормализованной корреляционной матри-
цей (24), полученной усреднением по времени произведения значений 
нормированных компонент поля в два различных по времени измерения. 

5. Матрица средних значений статусных функций как ана-
лог матрицы плотности. Будем полагать, что введенные СФ пред-
ставляют чистые состояния исследуемой системы, например, ௔(ݔ) и 
௕(ݔ).  
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Состояние, в котором находится система, определяется комби-
нацией:  

 Ψ(x) = сୟΨୟ(x) + сୠΨୠ(x). (32) 
 

Наборы элементарных базисных функций заданы системой, по-
этому состояние системы определяется значениями ca, cb:  

 Ψ(x) → ቀcୟcୠቁ . (33) 
 

Выберем в качестве обозначения для оператора плотности ρ. 
Подразумевается плотность распределения вероятности различных 
состояний рассматриваемой системы. Этот термин заимствуется из 
статистической физики, состояние задается точкой в фазовом про-
странстве. При этом предполагается, что конкретное состояние неиз-
вестно, а известна лишь вероятность, что система находится в опреде-
ленном состоянии из некоторого множества допустимых. Матрица 
плотности содержит вероятности состояний. Элементы матрицы плот-
ности — это квадратичные комбинации.  

 

 = ൬cୟсୟ∗ cୟсୠ∗cୠсୟ∗ cୠсୠ∗ ൰ . (34) 
 

Элементы главной диагонали являются действительными и не за-
висящими от пространственной базовой переменной. Они зависят 
только от времени. Остальные элементы матрицы плотности в стацио-
нарном состоянии являются нулевыми.  

Среднее значение наблюдаемой Q для состояния, заданного мат-
рицей ρ, есть след произведения операторов Q и ρ: 

 〈Q〉 = Sp(Q) . (35) 
 

Заметим, что правило определения средней от наблюдаемой для 
чистых состояний представляет частный случай этой формулы.  

Вычислим среднее значение заданной СФ:  
 න∗ݔ݀ݔ = න =  ݔ|ଶ݀|ݔ න൫ܿ௔∗௔∗ + ܿ௕∗௕∗ ൯ݔ(ܿ௔௔ + ܿ௕௕)݀(36) ݔ = න ௔|ଶห௔หଶܿ|)ݔ + |ܿ௕|ଶห௕หଶ + ܿ௔∗ܿ௕௔∗௕ + ܿ௔ܿ௕∗௔௕∗ ݔ݀( .  
 

157SPIIRAS Proceedings. 2016. Issue 6(49). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru



Создадим систему таким образом, что элементы главной диагона-
ли (34) равны 0. Это имеет смысл, так как определяем оператор преоб-
разования как оператор сдвига:  

 

 = ൬ 0 ܿ௔с௕∗ܿ௕с௔∗ 0 ൰ . (37) 
 

Тогда (36) представим, как: 
 න∗ݔ݀ݔ =  = න ݔ ቀ ܿ௔∗ܿ௕௔∗௕ + ܿ௔ܿ௕∗௔௕∗ ቁ ݔ݀ = , (38) = ܿ௔∗ܿ௕݌௔௕ + ܿ௔ܿ௕∗݌௕௔  
 

где ݌௔௕ = ∗௔׬ ݔ ௕݀ݔ , и  ݌௕௔ = ∗௕ݔ௔׬ ݔ݀  — это математические 
ожидания по базисным функциям, которые заданы для определенной 
задачи и являются фиксированными.  

Таким образом, введем обозначение для оператора плотности ρ, в 
общем случае:  

 

 = ෍ ܿ୧ ௝ܿ |௝඀ ർ௝|୧௝ , (39) 

 
где ∑ ௝ܿ = 1௝ .  

В результате таких преобразований для конкретной задачи можно 
вычислить метрический оператор сдвига, для которого заданы базисы 
разложения как для входных, так и выходных сигналов в форме ком-
плексных гармонических функций. В нашем случае используются СФ.  

Подобный подход является весьма универсальным, так как син-
тезируемые модели используют пространства с гармоническим бази-
сом, координатные функции которого являются собственными функ-
циями системы на бесконечном интервале анализа, что гарантирует 
неизменность его формы как на входе, так и на выходе канала связи. 

6. Непрерывный канал обратной связи анализа состояния 
оператора эргатической системы. Пусть поставлена задача анализа 
состояния операторов. Оценим его состояние методом СФ. Как отме-
чалось выше, оценка является случайной величиной. Анализатор опе-
ратора формирует оценку его действий. При регулярном выполнении 
последовательности одних действий оценка получается одинаковой 
или близкой. Изменение действий приводит к возникновению разброса 
оценок. Если последовательности действий существенно различаются, 
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то возникает значительный разброс оценок. Статистическая обработка 
измерений позволяет сформировать модель «идеального» оператора. 
Обычно эти результаты используется для оценки оператора в задан-
ный момент. Прогноз оценки в следующие моменты может быть осно-
ван на сравнении с «идеальным» оператором на основе выработанных 
правил. Причем СФ позволяют разработать систему, в которой могут 
быть получены априорные оценки и прогноз действий оператора. При 
этом формируются СФ на основе упорядоченной пары оценок «иде-
ального» и реального оператора S = {S1, S2}. Эти функции могут быть 
приписаны возможным идеализированным элементарным состояниям 
системы, назовем их функциями чистых состояний.  

Пусть состояние эргатической системы с номером j является ра-
ботоспособным и соответствует успешному выполнению ݇  -ой,  k =1, n തതതതത требуемой операции. Пусть r — базовая переменная оценок дей-
ствий эргатической системы. Тогда ψk и ϕk — скалярные комплексные 
детерминированные случайные функции возможностей распределений 
оценок действий оператора и системы, являющиеся чистыми состоя-
ниями системы. Они образуют наборы координатных функций воз-
можных состояний оператора и машины. Требуется задать все числа, 
которые определяют чистые состояния. Существующее в действитель-
ности состояние является смешанным и образовано из набора элемен-
тарных случайных функций:  

 

 = ෍ ୧୧୬
୧ୀଵ ,  = ∑ μ୨୨୬୨ୀଵ . (40) 

 
В нашем случае Φ определяет отклик машины на действия опе-

ратора Ψ. Это СФ, которые приписываются состояниям эргатической 
системы. Формирование Φ и Ψ происходит по алгоритму формирова-
ния комплексных СФ [17]. Наборы последовательности действий опе-
ратора представляют вектор:  

 | >= (ଵ,ଶ,ଷ … ୩) . (41) 
 
Функция отклика машины может быть получена на основе дей-

ствия оператора эргатической системы. Представим ее в виде:  
 ห >= ෢ห > . (42) 
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Все возможные состояния системы образованы матрицей состо-
яний:  

 | >< | = ൥Sଵଵ ⋯ Sଵ୩⋮ ⋱ ⋮S୩ଵ ⋯ S୩୩൩ . (43) 

 
Таким образом, создавая в анализаторе действий оператора мо-

дель его действий на основе СФ, получаем аналог вектора состояний 
системы. В результате последовательности измерений процесса взаи-
модействия эргатической системе эти состояния могут быть определе-
ны [18-20]. Таким образом, применение метода статусных функций в 
анализаторе действий оператора позволяет развить методы [21] и ал-
горитмы повышения надежности эргатической системы [22, 23]. 

7. Результаты эксперимента и их анализ. Для создания ИОС с 
виртуальными компонентами предлагается использовать неинвазив-
ный метод обратной связи обучаемых (дистанционная психодиагно-
стика) с применением мультиспектрального анализа и нейросетевой 
экспертной системы [20, 24-28]. Анализирующее устройство учитыва-
ет особенности выражения лица, положения головы, динамики движе-
ния глаз, губ, рук и интенсивности (насыщенности) цвета тела (лица) 
каждого обучаемого. Результаты измерений обрабатываются статисти-
чески с использованием дискриминантного анализа на основе новых 
алгоритмов оптико-геометрического анализа с применением предло-
женного метода СФ. 

Апробированная технология связана с синхронным переходом 
от коллективной образовательной среды к индивидуальной, направ-
ленной на реализацию личностных потребностей и сформированной 
обучаемым в результате взаимодействия с внешней (коллективной) 
образовательной средой. На основе включения в ИОС канала обратной 
связи (неинвазивной диагностики) осуществляется постоянный кон-
троль и коррекция психофизического состояния (регулированием бло-
ка входных информационных данных) как отдельного обучаемого, так 
и коллектива (учебной группы) в целом, позволяя гибко изменять раз-
личные особенности программного сценария. В состав ИОС входят: 
базовый блок, содержащий видеосистему; система структурирован-
ной (инфракрасной) подсветки; программно-аппаратный блок, состо-
ящий из ПК и соответствующего ПО; интерфейс для работы с сетевы-
ми данными; анализатор физиологических параметров. 

Использование полученной автоматизированной оценки процесса 
формирования компетенций позволило обеспечить хорошее соответ-
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ствие с действующей системой оценивания для большинства участников 
процесса обучения. На основе предложенных новых математических 
моделей разработана система мониторинга качества процессов форми-
рования профессиональных компетенций обучаемых [20]. 

8. Заключение. Внедрение в систему образования электронного 
обучения элементов виртуальной реальности, элементов искусствен-
ного интеллекта, систем управления знаниями и ресурсов Интернет 
приводит к формированию виртуальной интегрированной образова-
тельной среды. При этом возникает задача создания моделей канала 
обратной связи, которая исследуется в области определения операто-
ров преобразования некоторых пространств. В работе развит метод 
приписывания состоянию сформированности компетенций комплекс-
ных статусных функций. Метод ориентирован на непосредственное 
описание математической модели канала обратной связи эргатических 
систем. Статусные функции формируются как оптимальный, ортонор-
мированный базис системы. Статусные функции формируются из упо-
рядоченной пары оценок: явного оценивания, например, в результате 
тестирования и интенциональной оценки, характеризующей мотива-
ционную составляющую компетенции. Предложенный метод получил 
техническую реализацию и прошел верификацию [20]. Настоящая ста-
тья содержит развитие метода, которое ориентировано на разработку 
математического обеспечения непрерывных каналов связи в эргатиче-
ских системах, внедряемых в процесс обучения. Впервые введены пра-
вила работы со статусными функциями, описана их интерпретация. 
Предложен метод формирования оператора преобразования сигналов, 
представленных статусными функциями. Это математическое обеспе-
чение приближает методы описания взаимодействия человека-
оператора в эргатической системе к современным методам квантовой 
механики. Таким образом, предложен метод обработки и интерпрета-
ции данных измерения взаимодействий в образовательной системе на 
основе статусных функций, который учитывает перекрестность и вза-
имовлияние исследуемых процессов и соответствует взаимодействиям 
в информационно-образовательных средах. 
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Processing and Interpretation of the Measurement Data of Interactions in the 
Educational Environment.  

Abstract. We propose a mathematical method based on the use of complex functions as a 
status attributed to the state of the object functions. The method is focused on the direct 
description of the mathematical model of the feedback channel of ergatic systems. Status 
functions are formed as an optimal, orthonormal basis of the system. The rules for working 
with the status functions are introduced, and their interpretation is proposed. A method for 
forming the operator for conversing signals given as status functions is proposed. Thus, the 
mathematical support of an analysis of the interaction in the integrated educational 
environment is improved on the basis of modelling competence portraits of participants of the 
learning process, which is characterized by the use of status functions. This allowed for the 
multicomponent assessment of competence in the form of complex-valued functions. 
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