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Смоктий О.И. Численное моделирование коэффициентов яркости плоского 
однородного слоя на основе принципа зеркального отображения и решений 
линейных сингулярных интегральных уравнений. 

Аннотация. На основе принципа зеркального отображения и соответствующих 
решений модифицированных линейных сингулярных интегральных уравнений проведено 
численное моделирование единой функции внешнего поля излучения и фотометрических 
инвариантов коэффициентов яркости плоского однородного слоя конечной оптической 
толщины на его внешних границах. Показана эффективность этих уравнений при 
использовании метода угловой дискретизации в задачах численного моделирования 
полей излучения системы «атмосфера — подстилающая поверхность». Указанный новый 
подход позволяет обобщить основные результаты численного радиационного 
моделирования в частном случае полубесконечного однородного слоя. В этой связи 
рассмотрены основные математические аспекты и вычислительные особенности 
численной реализации метода угловой дискретизации. Вследствие линейности 
используемых базовых интегральных уравнений проведенный анализ можно обобщить на 
случай скалярных и поляризованных полей излучения при учете многократного 
анизотропного рассеяния излучения и его отражения от произвольной горизонтально-
однородной подстилающей поверхности. 
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1. Введение. До недавнего времени численное моделирование 

полей излучения плоского однородного слоя произвольной оптической 
толщины τ0 проводилось в рамках традиционных представлений об их 
пространственно-угловой симметрии только на его внешних границах и 
на основе известной теоремы оптической обратимости для индикатрис 
рассеяния ( )x cos , где   — угол рассеяния [1]. 

Вместе с тем, как было впервые показано автором [2], проблема 
пространственно-угловой симметрии внешних и внутренних полей излу-
чения указанного слоя не ограничивается ее классическим рассмотре-
нием [3-5]. Оказалось, что поле излучения данного слоя обладает скры-
тым внутренним свойством «зеркальной» пространственно-угловой сим-
метрии относительно его середины ( 0 2 ). Указанное свойство симмет-

рии определяется общим принципом зеркального отображения, сформу-
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лированным в [6] для новых структурных функций теории переноса из-
лучения — фотометрических инвариантов, которые обладают свойством 
инвариантности на симметричных уровнях ( 0 , 0  ) в зеркальных 

направлениях визирования ( ,   ). С математической точки зрения су-
ществование этих функций определяется только оптической однородно-
стью рассматриваемого слоя и свойствами пространственно-угловой 
симметрии (инвариантности) соответствующих решений симметризован-
ной краевой задачи теории переноса излучения при групповых линейных 
преобразованиях интенсивности излучения типа сдвига по оптической 
глубине ( 0    ) и вращения линии визирования     . При 

этом новые фотометрические структуры и свойства их инвариантности в 
рамках упомянутых выше групповых линейных преобразований и ло-
кальной теоремы оптической обратимости [5] расширяют традиционные 
представления о пространственно-угловой симметрии полей излучения 
природных сред, позволяя модифицировать исходную несимметризован-
ную форму классической краевой задачи теории переноса излучения [4] 
и приводя ее к фотометрически симметризованному виду [2]. При этом, 
как будет показано ниже, для реализации указанного подхода и связан-
ных с ним преимуществ наиболее удобной математической формой пред-
ставления исходного интегро-дифференциального уравнения переноса 
излучения является не само это уравнение, а адекватные ему линейные 
сингулярные интегральные уравнения [7]. Ниже на базе принципа зер-
кального отображения (симметрии) и численных решений регуляризо-
ванных линейных сингулярных интегральных уравнений рассмотрена ре-
ализация метода угловой дискретизации, а также его алгоритмические 
особенности для нахождения фотометрических инвариантов коэффици-
ентов яркости плоского однородного слоя конечной оптической толщины 

0   , ограниченного снизу произвольно отражающей горизонтально-

однородной подстилающей поверхностью. 
2. Принцип зеркального отображения для коэффициентов яр-

кости плоского однородного слоя. В качестве модели природной среды, 
в которой происходят процессы поглощения и многократного рассеяния 
солнечных фотонов, рассмотрим плоский однородный слой конечной оп-
тической толщины 0   , ограниченный снизу горизонтально-однород-

ной подстилающей поверхностью, отражающей падающее на нее излуче-
ние по произвольному анизотропному закону Y . Направление распро-
странения фотонов на текущей оптической глубине   будем задавать уг-
лом arccos  , отсчитываемым от направления внутренней нормали к 

слою в сторону увеличения τ, зенитным расстоянием Солнца 
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0 arccos   и азимутом ( 0  ). В дальнейшем, не уменьшая общно-

сти рассмотрения, азимут Солнца 0  примем равным нулю. Интенсив-

ность излучения на оптической глубине   обозначим через 

 0, , , ,I      . Поляризацией и рефракцией излучения будем пренебре-

гать. 
Заданными базовыми оптическими параметрами рассматриваемого 

слоя являются вероятность выживания фотона Λ при элементарном акте 
рассеяния (альбедо частицы) и индикатриса рассеяния ( )x cos , где   — 

угол рассеяния определяются согласно соотношению: 
 

  2 2cos 1 1 cos ,          [-1,+1], ξ[0,1], 

[0,2].  
(1) 

 

Первоначально рассмотрим поле скалярного излучения плоского 
однородного слоя без отражающего дна на его нижней границе 0   

(рисунок 1а). 
 

а) б) 
Рис. 1. Исходное (а) и «зеркальное» (б) поля скалярного излучения, отраженного и 

пропущенного плоским однородным слоем конечной оптической толщины 0  
 

Далее, в частном случае полей излучения на внешних границах 
плоского однородного слоя 0   и 0   введем коэффициенты диф-

фузного отражения  0, , ,      и пропускания  0, , ,      согласно 

соотношениям: 
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   0 00, , , , , , , , 0, [0,1], [0,2 ],I S                  (2) 

   0 0 0, , , , , , , , 0, [0,1], [0,2 ],I S                  (3) 
 

где S  — освещенность прямым солнечным излучением площадки, 
расположенной перпендикулярно к нему на уровне верхней границы 
слоя 0  . Кроме того, для уменьшения числа независимых угловых 

переменных  , ,    в исходной задаче представим индикатрису рассе-

яния ( )x cos , интенсивность излучения  0, , , ,I      , коэффициенты 

яркости  0, , ,      и  0, , ,      в виде соответствующих отрезков 

стандартных рядов Фурье: 
 

     0

1

1

, , , 2 , cos
M

m

m

x m       


   ; (4) 

 

     0
0 0 0

1

2

, , , , , , , 2 , , , cos
M

m

m

I I I m             


   ; (5) 

 

     0
0 0 0

1

3

, , , , , 2 , , cos
M

m

m

m             


   ; (6) 

 

     0
0 0 0

1

4

, , , , , 2 , , cos .
M

m

m

m             


    (7) 

 

В дальнейшем в качестве общего значения числа азимутальных 
гармоник в (4-7) будем выбирать величин  1 2 3 4max , , , .M M M M M  

Рассмотрим теперь азимутальные гармоники коэффициентов 
диффузного отражения *

m  и пропускания *
m  в задаче, «зеркаль-

ной» (рисунок 1б) по отношению к исходной задаче (рисунок 1а). Объ-

единяя соответствующие коэффициенты яркости  ,m m   и  * *,m m   

в обеих задачах для излучения, выходящего из слоя на уровне его ниж-
ней  0   и верхней ( 0  ) границ, имеем следующие соотношения 

(рисунок 2а): 
 

0 * 00 ( , , ) ( , , ), 0,1,..., ,m m m M             (8) 
 

0 * 0 0( , , ) ( , , ), 0,1,..., .m m m M              (9) 
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а) б) 
Рис. 2. Объединенные исходное (а) и «зеркальное» (б) поля скалярного 
излучения, отраженного и пропущенного плоским однородным слоем 

конечной оптической толщины 0  в задаче, симметризованной по 

коэффициентам яркости и освещению прямым солнечным излучением 
 

Далее, пользуясь оптической однородностью рассматриваемого 
слоя, имеем базовые соотношения фотометрической эквивалентности 
для коэффициентов яркости исходного (рисунок 1а) и «зеркаль-
ного» (рисунок 1б) полей излучения: 
 

* 0 0 * 0 0( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ).m m m m                  (10) 
 

Подставляя затем (10) в (8-9), получаем, что фотометрические 
инвариантные величины 0( , , )mR     и 0( , , )mR    , определяемые для 

оптически однородного плоского слоя согласно соотношениям (рису-
нок 2б): 
 

0 0 0

0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ), 0,1,..., ,

m m m

m m m

R

R m M

          

          




 

  
 (11) 

 

не меняются по абсолютной величине при замене исходного поля излу-
чения на его «зеркальное» отображение и наоборот. Другими словами, 
величины 0( , , )mR     при наличии известного локального свойства их 

симметрии при перестановке угловых переменных   : 
 

0 0( , , ) ( , , ), 0,1,..., .m mR R m M         (12) 
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приобретают в масштабе всего слоя дополнительное свойство про-
странственно-угловой симметрии на его границах 0   и 0   при 

замене диффузно-отраженного излучения на диффузно-пропущенное 
излучение и наоборот. Именно: 
 

0 0 0 * 0 0

0 * 0 * 0 * 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) .

m m m m m

m m m m m m

R                   

                       
     

       
 (13) 

 

Заметим, что симметризация положений внешних источников из-
лучения относительно середины рассматриваемого слоя ( 0 2 ) в исход-

ной задаче (рисунок 1а) не имеет принципиального значения для суще-
ствования фотометрических инвариантов 0( , , )mR    , а является 

только физическим приемом наглядного проявления их инвариантных 
свойств (13) на эвристическом уровне. Таким образом, соотноше-
ния (13) определяют в формальной математической форме основное 
физическое содержание принципа зеркального отображения (симмет-
рии) для азимутальных гармоник фотометрических инвариантов mR  и 

коэффициентов яркости ( m , m ) плоского однородного слоя конеч-

ной оптической толщины 0   . Именно, сумма или разность азиму-

тальных гармоник коэффициентов диффузного отражения 0( , , )m     

и пропускания 0( , , )m     плоского однородного слоя конечной опти-

ческой толщины 0    не меняются по абсолютной величине в зер-

кальных направлениях визирования  ,   и при замене на его внеш-

них границах 0   и 0   диффузно-отраженного излучения на диф-

фузно-пропущенное излучение и наоборот. 
3. Модификация основной краевой задачи теории переноса 

излучения. Существование фотометрических инвариантов 0( , , )mR     

как в частном случае внешних полей излучения на границах 0   и 

0   плоского однородного слоя конечной оптической толщины 

0   , так и в общем случае фотометрических инвариантов 

0( , , , )mI     , формируемых внутренними полями излучения на произ-

вольной оптической глубине τ согласно соотношениям: 
 

0 0 0 0( , , , ) ( , , , ) ( ,  0,, , , ,) 1 , ,m m mI I mI M                    (14) 
 

     0 0 0 0 1,1 ,  0,1 , 0( , , , ) ( , , , ), ,  ,m mI I                      (15) 
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порождает проблему их адекватного включения в математический ап-
парат классической теории многократного анизотропного рассеяния 
света [3-5]. Одновременно возникает проблема соответствующего фор-
мального математического описания новых фотометрических величин 
в терминах решений основной краевой задачи, определяемой исходным 
интегро-дифференциальным уравнением переноса излучения при за-
данных граничных условиях. Как нетрудно показать, в общем случае 
скалярного поля излучения инвариантная (симметризованная) форма 
основной краевой задачи теории переноса излучения для фотометриче-

ских инвариантов 0( , , , )mI      при отсутствии отражающего дна 

0Y   имеет вид [8]: 
 

           0
0 0 0
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
 


      


 (16) 

 

при граничных условиях 
 

0 0 0(0, , , ) ( , 0,1, , ., , ) 0,m mI m MI            (17) 
 

Аналогично (14) азимутальные гармоники для инвариантов 
функции источников 0( , , , )mB      определяются следующим образом: 
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где функции источников ,1 0( , , , )mB      рассчитываются по точным 

формулам для однократно рассеянного излучения: 
 

,1 0

0

( , , , ) ( , ) ( , ) , 0,1,...,
ΛS

4
.m m mB m Me e

 
 


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

 
 
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 
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Отметим, что в отличие от классической (несимметризованной) 
формы основной краевой задачи, в которой независимые угловые пере-
менные  ,   и параметр 0  принадлежат интервалам  1,1   , 
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 0,1   и  00,  , в ее симметризованном виде (16-18) вследствие 

свойств инвариантности (15) и (19), они изменяются в более узких интер-
валах:  0,1  ,  0,1   и  00,   или альтернативно  1,1   , 

 0,1  ,  00, 2  . Кроме того, использование концепции фотомет-

рических инвариантов при численном решении симметризованной крае-
вой задачи (16-18) позволяет дополнительно повысить эффективность ос-
новных методов и алгоритмов их расчетов, уменьшая объемы расчетного 
времени и оперативной памяти ЭВМ в 2,5-3 раза [8]. В дальнейшем для 
численного моделирования азимутальных гармоник коэффициентов яр-
кости 0( , , )m     и 0( , , )m    , а также их фотометрических инвариан-

тов 0( , , )mR    , будут выбраны следующие интервалы изменения угло-

вых переменных  ,   и параметра:  0,1  ,  0,1   и  00,  . 

Формальные решения неоднородных дифференциальных урав-
нений (16) при граничных условиях (17) имеют вид: 
 

         
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Подставляя (18) в (21), получаем при 0   для фотометриче-

ских инвариантов 0( , , )mR     после очевидных преобразований, ис-

пользующих соотношения (18), угловую симметрию индикатрисы рас-

сеяния ( , ') ( , ')m m        и свойство инвариантности (15), линей-

ные интегральные уравнения Фредгольма II рода: 
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     00,1 ,  0,1 , ' 0,  , 0,1,..., .m M       (22) 
 

Из уравнения (22) следует, что для нахождения численных значе-
ний функций 0( , , )mR    , определяемых только в двух точках 0   и 

0  , необходимо провести трудоемкое интегрирование более сложных 

функций 0( , , , )mI      по текущей оптической глубине  в пределах 
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всего интервала ее изменения  0  . Естественно, что подобная вычис-

лительная процедура снижает эффективность применения принципа зер-
кального отображения и инвариантов 0( , , )mR     в прикладных задачах 

оптики природных сред. С целью избежать указанного интегрирования 
по   в расчетных схемах радиационного моделирования необходимо ис-
пользовать другую альтернативную форму линейного представления ис-
ходного уравнения переноса излучения (16), отличную от (22). Очевидно, 
что основное требование, предъявляемое к подобной альтернативной 
форме, состоит в том, что она должна в полной мере обеспечивать пре-
имущества, связанные с использованием принципа зеркального отобра-
жения и фотометрических инвариантов 0( , , )mR     [8]. Такую альтерна-

тивную форму для нахождения азимутальных гармоник фотометриче-
ских инвариантов 0( , , )mR     легко получить в виде двух отдельных ли-

нейных сингулярных интегральных уравнений на базе очевидных линей-
ных алгебраических преобразований исходной системы этих уравнений, 
указанной в [4]: 
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(23) 

 

где функции ( )mT   равны: 
 

   1
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Λ
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m
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A
T


 


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Функции ,1 0( , , )mR     в (23) определяются согласно точному со-

отношению: 
 

,1 0 1 0 1 0( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ),m m m m mR A A                   (25) 
 

где азимутальные гармоники коэффициентов диффузного отражения 

1 0( , , )m     и пропускания 1 0( , , )m     находятся по строгим форму-

лам для однократно рассеянного излучения: 
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(1 1 ) / /

1 0 1 0
0 0 0( , , ) 1 , ( , , ) .

4( ) 4
m me e e             

   
               (26)
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Полиномиальные ядерные функции ( , )mA    , играющие важную 

роль в общей аналитической теории многократного анизотропного рассея-
ния света, исследованы в [4] на основе полиномов Соболева 

  , , 1,...,m
im i m m M    и присоединенных полиномов Лежандра 

( )m
nP  . Эти функции, зависящие от вида индикатрисы рассеяния ( )x cos , 

номера ее азимутальных гармоник m  и вероятности выживания фотона 
 , будут рассчитаны ниже для модельных оптических параметров одно-
родного слоя в рамках реализации метода угловой дискретизации. 

4. Регуляризованная форма линейных сингулярных инте-
гральных уравнений. Необходимым этапом использования линейных 
сингулярных интегральных уравнений (23-24) в задачах численного ра-
диационного моделирования является их предварительная регуляриза-
ция. Действительно, эти уравнения можно очевидным образом регуля-
ризовать после проведения простых линейных операций, в результате 
которых сингулярные члены в их правых и левых частях сокращаются. 
Используя указанные преобразования, получаем регуляризованную 
форму линейных сингулярных интегральных уравнений (23-24) в сле-
дующем виде: 
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 (27) 

 

где функции ˆ ( )mT   определяются согласно выражению: 
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Заметим, что в уравнениях (27-28) угловая переменная 

0 arccos  , наряду с   и 0 , играет роль независимого параметра, и 
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следовательно, в случае численного моделирования фотометрических 
инвариантов 0( , , )mR     достаточно использовать только одну угло-

вую переменную, а именно угол направления визирования 
0 arccos 2     . 

Перейдем теперь к изложению основного содержания использу-
емого численного метода и его алгоритмических особенностей. Данный 
метод состоит в сведении рассматриваемой исходной задачи к системам 
линейных алгебраических уравнений, получаемых после дискретиза-
ции интегралов и подынтегральных функций в интегральных уравне-
ниях (27-28) согласно выбранным квадратурам. Аналогично методу 
дискретных ординат [9] заменим интегральные члены в уравнениях (27-
28) квадратурами Гаусса и используем соответствующие формулы чис-
ленного дифференцирования. Подчеркнем, что сами по себе эти вычис-
лительные процедуры являются стандартными операциями в методах 
численного анализа [10]. Однако, как будет показано ниже, использова-
ние именно их в рамках численного моделирования решений симметри-
зованных линейных интегральных уравнений (27-28) приводит к эф-
фективному алгоритму, автоматически учитывающему дополнитель-
ные соотношения, необходимые для устранения возможной неедин-
ственности их решений. 

Представим интегральные члены в уравнениях (27-28) согласно 
квадратурной формуле Гаусса: 
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где ( ),  0,1,..., ,  1,2,...,  ,  а  и m m
i i i ih h m N i N      являются весами и 

узлами квадратуры (29) соответственно. Тогда вместо исходного инте-
грального уравнения (27) для величин 0 ,( , , )m m

i iR R     имеем следу-

ющее линейное дискретное представление: 
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Последовательно полагая в (30) для угловых величин 
,  1,...,n n N   , получаем соответствующую систему линейных ал-

гебраических уравнений N -го порядка относительно искомых дис-

кретных значений , ( , , )m m
i i oR R     , а именно: 
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(31)

 

где ˆ ˆ ( )m m
n nT T   и 1, , 1, 0( , , )m m

n nR R     . 

Подчеркнем, что применение указанного алгоритма для числен-
ных решений первоначальной системы линейных сингулярных инте-
гральных уравнений, полученной в [4] для коэффициентов яркости m  

и m , приводит к системам дискретных линейных алгебраических 
уравнений типа (31), ранг которых в два раза больше, то есть 2 N . 

Отметим, что особенностями суммирования в (31) является нали-
чие членов с четко выраженной неопределенностью, именно: 
 

, ,( ) ( )m m
i n i nR R     ,  (32) 

 

которые при совпадении индексов дискретизации i n  необходимо за-
менять выражениями численного дифференцирования для частных про-

изводных функций 0( , , )mR     по угловой переменной  . Для этого 

воспользуемся известными трехчленными формулами ( n =3) числен-
ного дифференцирования непрерывной функции ( )f x  в случае равно-

отстоящих узлов 2 1 1 0  ,       ( )  –  i i if x f x x x x x       [10]: 
 

   
2 2

0 0 1 2 1 0 2
1 ( ) 1 ( )

3 4 ( ), ( ),
2 3 2 6

x x
f f f f f x f f f f x

x x

            
 

 

(33) 

 
2

2 0 1 2
1 ( )

4 3 ( )
2 3

x
f f f f f x

x

    


. 
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Применяя формулы (33), окончательно получаем вместо (31) си-
стему линейных алгебраических уравнений N -го порядка относи-

тельно неизвестных дискретных величин ,
m

iR : 

, 1, ,
1

,  1,2,..., , 0,1,..., .
N

m m m
ni i n

i

R R n N m M  


    (34) 

Коэффициенты m
ni  в (34) выражаются очевидным образом через 

узлы i  и веса i  αi квадратурной формулы (29), а также через дис-

кретные значения ядерных функций ( , )m
n iA    при 0,1,...,m M . 

Ввиду громоздкости конечных выражений для коэффициентов m
ni  в 

данной работе они не приводятся. 
5. Устранение неединственности численных решений линей-

ных регуляризованных сингулярных интегральных уравнений. Су-
щественным моментом в алгоритме получения единственных решений 
исходных сингулярных линейных интегральных уравнений (23-24) и их 
регуляризованной формы (27-28) является наличие или отсутствие у ха-
рактеристических уравнений корней mk , общее количество которых не 

превышает  1M   [3]: 

 

 ( ) 1 0,  0 1, 0,1,..., .m m
m mT T k k m M       (35) 

 

Если характеристические уравнения (35) не имеют корней mk , то 
решения линейных интегральных уравнений (23-24) и (27-28) являются 
единственными и проблем в их нахождении не возникает. Если же ха-
рактеристические корни mk  существуют, то указанные уравнения 
имеют не единственные решения. 

Отметим, что проблема существования корней mk  в случае мо-
дельных аппроксимирующих атмосферных индикатрис рассеяния 

( )x cos  с прикладной точки зрения рассмотрена в [11]. Кроме того, там 
предложен эффективный алгоритм нахождения их количества и числен-
ных значений для индикатрис рассеяния ( )x cos , содержащих произ-
вольное, но конечное число членов в их разложениях по полиномам Ле-
жандра ( )nP cos . 

Для устранения неединственности решений интегральных урав-
нений (23-24) и (27-28) первоначально рассмотрим случай, когда харак-
теристические уравнения (35) имеют корни [0,1), 0,1,...,m mk M  . В 
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данном случае, как отмечено выше, указанные уравнения имеют не-
единственные решения, и для выделения решений, имеющих физиче-
ский смысл, необходимо сконструировать дополнительные интеграль-
ные соотношения, которым также должны удовлетворять регулярные 

решения 0( , , )mR     этих уравнений. 
С целью получения этих интегральных соотношений рассмотрим 

отдельно наличие характеристических корней mk  при 1m   и 0m  . 

Пусть первоначально 1m   и 0mk  . Тогда, подставляя значение 

 1/ mk   в уравнения (23-24) или (27-28) и обобщая результаты [4], 

находим, что их единственные регулярные решения 0( , , )mR    , имею-
щие физический смысл, должны удовлетворять дополнительным соот-
ношениям следующего вида: 
 

 

 

1

0

1

1,
0

01 ' '
, ' ',

2 1 ' 2

1 ' ' 1
, ' ', , ,  0,1 ,  , .

1 '

km m
m m

m m

m m m

m m m

md
k A R k e

k k

d
A R R

k k
M

k
m

   


    





 

  
    

   
       

 





 (36) 

 

Используя затем квадратурную формулу (29), вместо (36) получаем си-
стему дискретных линейных алгебраических уравнений: 
 

, 1,
1

,   0,1,..., ,
N

m m m
i i

i

R R m M  


    (37) 

 

где величины m
i  определяются следующим образом: 

 

1, 1,
0

1 1
, ,

1
, , , 0,1,..., .

2 1 1

m m
i i

m mkm m m m
i m i i

m i m i m

m

A A
k k

k e R R m M
k k k


 

   
 


 

    
                    

  

  
(38)

 
Совместное рассмотрение (34) и (37) позволяет выразить в ис-

ходных системах алгебраических уравнений (34) одну из N  неизвест-

ных функций ,
m

iR ,   0,1 ,  ,m M   с помощью (37), используя осталь-
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ные ( N –1) неизвестных функций, что автоматически приводит к пони-
жению ранга систем (34) ровно на 1. Таким образом, эта операция позво-
ляет простым образом устранить неединственность дискретных решений 
указанных систем (34) и тем самым избежать исследования подобной 
сложной проблемы для непрерывных решений исходных линейных син-
гулярных (23-24) и регуляризованных (27-28) интегральных уравнений. 

Действительно, если в (37-38) имеем 0N  , то из (37) получаем 

соотношение: 
 

1
1,

, ,
1,

1
,   0,1,...,

m N
m m m

N i im m
iN N

R
R R m M

R







 


  


. (39) 

 
Таким образом, (34), (37) и (39) преобразуются в систему линей-

ных дискретных алгебраических уравнений с меньшим рангом ( N –1), а 
именно: 
 

1

, 1, ,
1

, 0,1,..., ,
N

m m m
ni i n

i

R R m M


 


     (40) 

 

где величины m
ni  определяются следующим образом: 

 

1, , , 1,, ,  1,2,..., 1,   0,1,..., .
m m

m m m m m mi nN
ni ni nN n nm m

N N

R R R n N m M
 

  
             (41) 

 
Пусть теперь 0m   и характеристический корень 0mk   

 =0 =1m  . Тогда получаем, что дополнительные соотношения, не-

обходимые для устранения неединственности решений системы урав-
нений (34), имеют вид: 
 

         

1 1
2 2

1 1 00 0
0

0
02 1 1

2 , , =1 1 , 0,
1 3

1
3

m m e
R d R d e m

x x


 


      






  

 
    

  
 

   (42) 
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где 1   . Используя далее квадратурную формулу (29) вместо (42) 

находим систему линейных дискретных алгебраических уравнений 
 

1,
1

,   0,1,..., ,
N

m m m
i

i

R R m M  


    (43) 

 

где величины m
i  и 1,

mR 
  определяются следующим образом: 

 

   1,
1 1 0

0

0
0

1 1 1
1 , 1 1 , 0,1,..., .

2 1 3
1

3

m
i i i i

e
R e m M

x x


 
    








                        

   (44) 

 
Использование дополнительных интегральных соотноше-

ний (43) для устранения неединственности дискретных решений исход-
ных систем уравнений (34) аналогично рассмотренному выше случаю 

1m   для ,
m

iR  и ,
m

iR . 

6. Единая функция для фотометрических инвариантов 
коэффициентов яркости. Замечательная особенность фотометриче-

ских инвариантов 0( , , )mR     состоит в возможности построения на их 

основе новой конструкции классической теории многократного рассея-

ния света — единой фотометрической функции  0, ,mE    , 

   0,1 ,  ,m M   для коэффициентов диффузного отражения 

 0, ,m     и пропускания  0, ,m    . Эта функция позволяет одно-

временно и независимо определять коэффициенты яркости плоского од-
нородного слоя конечной оптической толщины 0    из решения 

только одного (вместо двух) линейного или нелинейного интегрального 
уравнения, которому она удовлетворяет. 

В [12] единая фотометрическая функция  0, ,mE     была по-

строена с помощью простых линейных преобразований известных 
структурных формул для азимутальных гармоник коэффициентов ярко-
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сти  0, ,m     и  0, ,m    , определяемых функциями Амбар-

цумяна [4]. Используя линейные интегральные уравнения (23) и опре-

деление единых функций  0, ,mE     согласно соотношениям: 

 

     
       

0 0 0

0 0

, , ( ) , , ( ) , ,

,  0,1 , 0,1 , , , , 0,1,., .., ,

m m m

m m

E

R R m M

              

         

    

   
 (45) 

 
получаем для них после несложных преобразований искомые линейные 
сингулярные интегральные уравнения: 
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       
   

 





     

 
   

 

    
 

 

   

1

0

 0,1 

'

,

',

, 0,1,..., .0,1 

d

m M













 (46) 

 

Линейные интегральные уравнения (46) по своей структуре анало-
гичны уравнениям, рассмотренным выше для фотометрических инвари-

антов  0, ,mR    . Они также могут быть решены после их регуляриза-

ции численным методом угловой дискретизации при сохранении всех 
указанных выше особенностей его реализации. В частности, при наличии 

у уравнений (35) характеристических корней mk  проблема неединствен-

ности численных решений интегральных уравнений (46) при 0m   и 

1m   рассматривается отдельно на основе дополнительных интеграль-
ных соотношений, получение которых аналогично (37) и (43). 

Располагая информацией об единой фотометрической функции 

 0, ,mE    ,    0,1 ,  ,m M  , которая является несимметричной функ-

цией своих угловых переменных   и  , легко получить на основе (45) 

следующие выражения для величин , ,m m mR    и , 0,1,...,mR m M  : 
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           0 0 0 0
0 0

, , , , , , , ,
, , , , , ,

2( ) 2( )

m m m mE E E E           
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   
 

 
 

 (47) 

 

           0 0 0 0
0 02 2 2 2

, , , , , , , ,
, , , , ,

m m m m
m mE E E E

R R
             

     
    

 
 

 
. (48) 

 
7. Результаты численного моделирования фотометрических 

инвариантов mR  и единой функции mE . Совершенно очевидно, что 

для достижения высокой точности расчетов (10-5–10-6) фотометриче-

ских инвариантов 0( , , )mR     по методу угловой дискретизации [13] 

или релаксационно-итерационным алгоритмам (метод Гаусса–Зай-
деля) [14] необходимым условием является быстрая сходимость дис-
кретных решений системы уравнений (34) по сетке угловых перемен-

ных  ,i k   и обеспечение их устойчивого поведения в случае увели-

чения числа узлов i  и весов i  в квадратурной формуле Гаусса (29) 

[15]. В этой связи важное значение приобретает учет знакопеременного 
характера осциллирующих ядерных функций Am(η, ξ),   0,1 ,  ,m M   

при 1   и 1  . Кроме того, важен учет у этих функций градиент-

ных значений при 0m   и необходимость определения в данном экс-

тремальном случае корней mk  характеристического уравнения (35) для 

всех    0,1 ,  ,m M  . Наконец, в случае 1m   следует принимать во 

внимание сложное поведение фотометрических инвариантов 

 0, ,mR     при увеличении их номеров азимутальных гармоник 

( 1m ). Учет всех указанных факторов приводит к существенному 

увеличению числа узлов i  квадратурной формулы Гаусса (29) на ин-

тервале  0,1i   от нескольких десятков до сотен, особенно в случае 

сильно вытянутых аэрозольных индикатрис рассеяния ( )x cos . В свою 

очередь, это обусловливает значительное увеличение ранга N  исходных 
дискретных систем линейных алгебраических уравнений (34), уменьшая 
устойчивость и скорость сходимости их численных решений. С целью из-
бежать негативного влияния указанных факторов в дальнейшем вместо 
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первоначальных фотометрических инвариантов 0( , , )mR     будем ис-

пользовать их модифицированную форму с более плавно меняющейся уг-

ловой зависимостью от  ,   согласно соотношению: 

 

     0 0 1, 0    0, 1 ,  , , , , , , ( , ,) .m m m MR R R m                    (49) 

 
Разумеется, соответственно новой структуре (49) очевидным об-

разом меняются и дополнительные интегральные соотношения (36) и 
(42) в применяемой выше вычислительной схеме. 

Для получения численных решений линейных интегральных 
уравнений (27-28) и (46) необходимо задать репрезентативные модели 
оптических параметров плоского однородного слоя конечной оптиче-

ской толщины 0   . Ниже для расчетов функций 0( , , )mR     и 

 0, ,mE     была выбрана замкнутая в оптическом смысле аэрозольная 

модель земной атмосферы Элтермана, соответствующая в интервале 
длин волн  =400–800 нм метеорологической дальности видимости V
=25 км. Для последующего численного радиационного моделирования 
использовались также адекватные этой аэрозольной модели индика-
трисы рассеяния Хеньи — Гринстейна: 
 

 
 

2

3 22

1
1

1 2
/

g
x cos , g

g gcos





 

 
 (50) 

 
и аппроксимирующие их (после использования соотношений подобия) 
трехчленные индикатрисы рассеяния: 
 

       1 1 2 21 2 1 2 1 01n
nx cos x P cos x P cos , x n g n , n , , ,M.            (51) 

 
На рисунке 3 представлена общая блок-схема численной реали-

зации метода угловой дискретизации, использованная при нахождении 

фотометрических инвариантов 0( , , )mR     с учетом их модифика-

ции (49), а также при расчетах единой фотометрической функции 
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 0, ,mE     для системы «атмосфера — подстилающая поверхность» в 

видимой области спектра  =400–800 нм. 
 

Нет корней 

Принцип зеркального 
отображения

Фотометрические инварианты

Регуляризованные линейные 
сингулярные интегральные 

уравнения

Ядерные функции
Am, m=0,1,...,M

Характеристические 
уравнения

m=0,1,..., M

Есть корни 

Метод дискретизации

Дополнительные интегральные соотношения

Единая фотометрическая функция Em
Фотометрические инварианты   

Коэффициенты яркости

Учет подстилающей поверхности

, , , ,, ,m m m
n i i n iR R   , ,1, ,m m m

i iR R  


, , ,1,, ,m m m
n i i nR R  


, , , 0,1,...,m m mR m M  

mR
, , 0,1,...,m m m M  

, , 1, ,, ,m m m
n i i nR R  

mkmk

 1 0,  m
mT k 

Рис. 3. Блок-схема численной реализации принципа зеркальной симметрии и 
метода угловой дискретизации 

 
В реальном случае сильно вытянутых аэрозольных индикатрис 

рассеяния ( )x cos , когда 1M  , параметр g 0,8–0,9 и необходимо 

учитывать для них большое число азимутальных гармоник m , ядер-

ные функции  ,mA   ,  0,1 ,  ,m M   находились из точных линей-

ных интегральных уравнений Фредгольма II рода [4]: 
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 

2 /2 2 /21

/22
1

( , )(1 ' ) ( ', )(1 ) ( ', ) '
( , ) ( , ) .

2 ' 1

m m m m m

m m
m

A d
A

            
  

       
 

  (52) 

 

Интегральные уравнения (52) решались численно методом угло-
вой дискретизации согласно процедурам, изложенным выше при нахож-

дении фотометрических инвариантов 0( , , )mR    ,  0,1 ,  ,m M  . На 

рисунке 3 представлена блок-схема численной реализации принципа зер-
кальной симметрии и метода угловой дискретизации. 

На рисунке 4 представлены значения функции  ,mA    при 

0m   в зависимости от угловых переменных  ,   для оптических па-

раметров аэрозольной земной атмосферы g =0,850 и  =0,918. Осцил-

лирующее поведение функции  0 ,A    вблизи 1   и 1   является 

характерным при выборе оптимального числа узлов ηi в квадратурной 
формуле (29), обеспечивающего заданную точность (10-4–10-5) расчетов 

функций 0( , , )mR     и  0, ,mE     для   0,1 ,  ,m M  . 
 

 
Рис. 4. Значения ядерной функции  0 ,A    в зависимости от угловых 

переменных  ,   для g =0,850 и =0,918: 1   =0,2; 2   =0,5; 3   =1; 

4   =0,8 
 

Располагая данными о функциях Am(η, ξ),   0,1 ,  , ,m M   в слу-

чае сильно вытянутых аэрозольных индикатрис рассеяния ( )x cos  

были рассчитаны характеристические корни mk  согласно алгоритму, 

‐3

‐2

‐1

0

1

2

3

4

5
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указанному в [11]. В таблице 1 представлены их значения, соответ-
ствующие оптическим параметрам аэрозольной земной атмосферы g

=0,850 и  =0,918. 
 

Таблица 1. Характеристические корни mk  для оптических параметров 

g =0,850,  =0,918 и m =0, 1, 2 

Номер азимутальной 
гармоники 

0 1 2m   

Характеристические 

корни mk  
0,3495 
0,9953 

0,9641 - 

 

Согласно классическим рекомендациям [4] при наличии несколь-

ких характеристических корней mk , например, из таблицы 1 следует, 

что их два, для устранения неединственности решений уравнений (31) 
необходимо использовать дополнительные соотношения (36) или (42) 
для их наименьших значений. 

В таблицах 2 и 3 представлены значения фотометрических инва-

риантов 0( , , )mR    и единой функции  0, ,mE    , рассчитанные по 

методу угловой дискретизации при использовании модифицированной 

формы  0, ,mR   
  для   0,1 ,  2m   и значений оптических параметров 

аэрозольной атмосферы 1x =1,475, 2x =1,524, 

 =0,907 и 0 =0,334 в видимой области спектра  =400–800 нм. При 

построении данных таблицы 2 использовалась возможность их ком-
пактного представления на основе угловой перестановочной симметрии 

инвариантов для 0( , , )mR     согласно (12): в ее верхней диагональной 

части указаны значения  0, ,mR    , а в нижней — значения 

 0, ,mR    . Для числовых данных, представленных по диагонали в 

виде дробей, числитель соответствует значениям  0, ,mR    , а знаме-

натель — значениям  0, ,mR    . 

Для обеспечения сходимости полученных численных решений 
по угловой сетке переменных  ,i k   и достижения их устойчивости в 

пределах заданной точности (10-4–10-5) число узлов N  квадратурной 
формулы (29) варьировалось согласно условию 50≤ N ≤200. Для число-
вых данных, представленных в таблицах 2 и 3, оптимальное число узлов 
согласно данным таблицы 4 составляет N 30–40. 
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Таблица 2. Численные значения фотометрических инвариантов 
0( , , )mR     

0( , , ),mR     

0,1,2m   
0

0( , , )R     1
0( , , )R     2

0( , , )R     

              0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 

0,1 
2,6859
1,4265

1,1019 0,3708
1,2098
0,7080

0,5075 0,1640
0,8463
0,5483

0,3069 0,0499

0,5 0,0679
0,5501

-0,1307
0,2832-0,0003

0,2376
-0,1492

0,0771 0,0529
0,1248
0,0052

0,0204

0,9 -0,0714-0,1644
0,3045

-0,1899
-0,0381-0,0908

0,0251
-0,0533

0,0096 0,0004
0,0033
0,0001

 

Таблица 3. Численные значения единой фотометрической функции 

0( , , )mE    , 0,1,2m   

0( , , )mE   

0,1,2m   
0

0( , , )E     
1

0( , , )E     
2

0( , , )E     

         
  

0,1 0,9 0,1 0,9 0,1 0,9 

0,1 0,41124 -0,02712 0,19178 -0,01604 0,13946 0,00940 
0,5 0,55774 -0,00636 0,25372 -0,04272 0,15874 0,01560 
0,9 0,32658 0,10314 0,14426 -0,02540 0,04540 0,00306 

 

Таблица 4. Сходимость численных решений , 0( , , )m
NR    , 0,1,2m   в зависи-

мости от числа узлов N  дискретизации и угла визирования  : =0,1, =0,907, 

1x =1,475, 2x =1,524, 0 =0,334 

, 0( , , )m
NR 

0,1,2m  
0

, 0( , 0,1, )NR    1
, 0( , 0,1, )NR    2

, 0( , 0,1, )NR    Среднее 
время 

расчетов
N      

0,1 0,9 0,1 0,9 0,1 0,9 

20 
2,6858 
1,4265 

0,3716 
-0,0715

1,2214 
0,7078 

0,1683 
-0,0344 

0,8463 
0,5483 

0,0499 
0,0049 

6 сек 

30 
2,6858 
1,4265 

0,3709 
-0,0715

1,2109 
0,7078 

0,1657 
-0,0339 

0,8463 
0,5483 

0,0499 
0,0049 

11 сек 

40 
2,6858 
1,4265 

0,3709 
-0,0715

1,2098 
0,7079 

0,1640 
-0,0334 

0,8463 
0,5483 

0,0499 
0,0049 

17 сек 

50 
2,6858 
1,4265 

0,3708 
-0,0715

1,2098 
0,7080 

0,1640 
-0,0334 

0,8463 
0,5483 

0,0499 
0,0049 

24 сек 

точные 
решения 

2,6858 
1,4265 

0,3708 
-0,0715

1,2098 
0,7080 

0,1640 
-0,0334 

0,8463 
0,5483 

0,0499 
0,0049 

~20 мин
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Числовые данные таблицы 4 представлены в виде дробей, в чис-
лителе которых указаны значения mR , а в знаменателе — значения mR  

для 0,1, 2m  . Точные решения, приведенные в этой таблице, получены 
на основе результатов [5]. 

 

Таблица 5. Устойчивость численных решений 0( , , )mR    в зависимости от 

уровня возмущения *  оптических параметров:  =0,1, =0,907, 1x =1,475, 

2x =1,524, 0 =0,334 

0( , , )mR     

m=0,1,2 
0

0( , 0,1, )R    1
0( , 0,1, )R    2

0( , 0,1, )R    

                    
 

0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 

0 2,6859 1,1019 0,3708 1,2098 0,5075 0,1640 0,8463 0,3069 0,0499
1 2,6501 1,0909 0,3708 1,1832 0,5075 0,1601 0,8340 0,3069 0,0499
5 2,4945 1,0130 0,3719 1,0970 0,4675 0,1412 0,7817 0,2771 0,0437

10 2,2683 0,8916 0,3856 0,9875 0,4006 0,1215 0,6833 0,2411 0,0385
 

Данные таблицы 5 иллюстрируют уровень устойчивости 
численных решений 0( , , ),mR    0, 1, 2m   в зависимости 

от уровня возмущения *  (%) оптических параметров среды: 

* 1 1 * 1 2 2 * 2 0 0 * 0, , , .x x x x x x                  

8. Учет подстилающей поверхности на уровне нижней гра-
ницы плоского однородного слоя. Ниже представлено аналитическое 
решение важной прикладной задачи, связанной с расчетом 

азимутальных гармоник фотометрических инвариантов  0, ,mR    , 

0,1,...,m M  при наличии подстилающей поверхности, расположенной 

на уровне нижней границы ( 0  ) плоского однородного слоя конечной 

оптической толщины 0   . В этом случае решение указанной про-

блемы основывается на использовании классических систем точных ли-
нейных интегральных уравнений Фредгольма II рода, полученных для со-

ставляющих функции  0, ,mR    , а именно азимутальных гармоник ко-

эффициентов яркости  0, ,m     и  0, ,m     при наличии горизон-

тально-однородного отражающего дна в несимметризованной теории пе-
реноса излучения [4]. Вводя соответствующие фотометрические инвари-
анты  0, ,mR     согласно определению: 
 

     0 0 0 0, , , , , , , [0,1], [0,1], [0, ], 0,1,...,m m mR m M                  , (53) 
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получаем для их нахождения вместо систем линейных интегральных урав-
нений отдельные линейные интегральные уравнения Фредгольма II рода: 
 

         
1

0 0 0 0 0
0

0

, , , , , , 2 , , , , ,

[0,1], [0,1], , 0,1,..., .

m m m m mR R e R d

m M


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Азимутальные гармоники коэффициента отражения  0, ,m     

неортотропной подстилающей поверхности определяются в (54) со-
гласно точному соотношению: 
 

     в 00 по 0, , , , ,  0, 0,1,..., ,0,1 , ,m mS I m M               (55) 
 

где функции  пов 0, ,mI     являются азимутальными гармониками ярко-

сти горизонтально-однородного отражающего дна для произвольного за-
кона отражения  ,mY     и считаются заданными. Таким образом, чис-

ленные значения искомых величин  0, ,mR     находятся из уравнений 

(54-55) простым интегрированием по текущему углу arccos    в слу-

чае произвольно заданного закона отражения  ,mY   , 0,1,...,m M  

для горизонтально-однородной подстилающей поверхности и заранее рас-
считанных фотометрических инвариантов  0, ,mR    , 0,1,...,m M  

при ее отсутствии ( 0mY  ). Отметим, что численные расчеты величин 

 0, ,mR    , проведенные по формулам (54-55) для различных функций 

отражения  ,mY   , показали существенное влияние степени неорто-

тропности горизонтально-однородной подстилающей поверхности по 
сравнению с ее ортотропной моделью [16]. 

9. Заключение. Проведенное на основе решений линейных син-
гулярных интегральных уравнений и принципа зеркального отображе-
ния определение фотометрических инвариантов коэффициентов ярко-
сти плоского однородного слоя конечной оптической толщины 0   , 

ограниченного снизу произвольным горизонтально-однородным отра-
жающим дном, показали эффективность применения метода угловой 
дискретизации в задачах численного моделирования внешних полей из-
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лучения системы «атмосфера — подстилающая поверхность». В част-
ном случае полубесконечной среды 0    обоснование подобного 

подхода ранее было детально рассмотрено в [11]. Отметим также, что 
проведенный выше анализ в силу линейности используемых базовых 
интегральных уравнений может быть обобщен на случай внутренних 
полей скалярного и поляризованного излучения при учете многократ-
ного анизотропного рассеяния фотонов и их отражения от произволь-
ной горизонтально-однородной подстилающей поверхности. При этом 
использование модифицированных Фурье-разложений индикатрис рас-
сеяния ( )x cos  и интенсивностей излучения  0, , , ,I       [17-19] сов-

местно с усовершенствованными вариантами многосеточных релакса-
ционно-итерационных алгоритмов [20-22] позволяет ускорить сходи-
мость дискретных решений соответствующих линейных алгебраиче-
ских систем высокого ранга ( 1N  ) и одновременно повысить их 
устойчивость в задачах численного моделирования полей излучения 
природных сред. 
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Smokty O.I. Numerical Modeling of Uniform Slab Brightness Coefficients based on the 
Mirror Reflection Principle and Linear Singular Integral Equations Solutions. 

Abstract. Based on the mirror reflection principle and solutions of modified linear singular 
integral equations, the numerical modeling of the unified exit function of the outside radiation 
field and photometrical invariants of brightness coefficients for a uniform slab of finite optical 
thickness has been carried out. The efficacy of applying the angular discretization method for 
problems of numerical modeling of outer radiation fields in the «atmosphere — underlying 
surface» system has been proved. This new approach allows generalizing the basic results in the 
particular case of a semi-infinite uniform slab. In this connection the main mathematical aspects 
and computational peculiarity of the numerical realization of the angular discretization method 
have been considered. Due to linearity of the used basic integral equations, the conducted 
analysis can be generalized to the case of scalar and polarized inner radiation fields taking into 
account the multiple anisotropic scattering of photons and their reflection from an arbitrary 
horizontally uniform underlying surface. 
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