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Аннотация. Предлагается алгебраический подход к конструированию системы 
множественного управления для нелинейных многомерных объектов с хаотическими 
режимами с целью вывода объекта в аналитически заданное устойчивое состояние. 
Рассмотрены непрерывные и дискретные объекты управления, представленные 
системами нелинейных дифференциальных или разностных уравнений, соответственно, 
часть описания которых не определена. Предлагаемый алгоритм управления реализован 
на совместном применении методов нелинейного управления на многообразиях, 
функций Ляпунова и алгебраическом подходе к синтезу корректных алгоритмов. 
Рассмотрены две прикладные задачи экономической направленности с непрерывной и 
дискретной моделями описания. Численное моделирование осуществлено на реальных 
данных малых предприятий. Результаты работы предполагается использовать в системе 
поддержки принятия экономических решений. 
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1. Введение. Предметом настоящего исследования является 

проблема управления нелинейными многомерными объектами, не-
устойчивыми в разомкнутом состоянии и имеющими все признаки 
плохо формализуемых объектов (или сложных по Л.А. Растригину): 
невозможность полного аналитического описания; параметрическая 
многомерность, «нетерпимость» к управлению, странные аттракторы 
среди предельных состояний.  

Поскольку задачи управления хаотическими объектами являются, 
как правило, некорректными, то естественно рассматривать задачу до-
стижения объектом управления не отдельного заданного состояния, а 
некоторого целевого множества состояний, попадая в которое, объект 
будет обладать требуемыми и содержательно определенными физиче-
скими свойствами [1-4]. В условиях «невозможности создания общей 
теории нелинейных систем» (по Нейману) представляют несомненный 
интерес наиболее «физичные» методы синтеза систем управления, то 
есть такие, которые при постановке задачи управления и ее решении 
учитывают инвариантные соотношения и физические ограничения для 
описания объекта и его целевых свойств, к которым, например, в опре-
деленной степени относятся конструирование управления в скользящих 
режимах [5], бэкстеппинг [6, 7] или обход интегратора, метод инвари-
антного погружения [8], метод аналитического конструирования агреги-
рованных регуляторов (АКАР) (например, [4, 9]). 
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В последнее десятилетие подробный математический анализ спе-
циальных классов систем управления неоднократно проводился [1-4, 
10], в том числе и аналитических методов синтеза управления нелиней-
ными объектами с хаотическими режимами, список которых невелик. 
Основная сложность привлекательных в математическом плане указан-
ных методов состоит в том, что синтез управления многомерными, мно-
госвязными объектами без предварительной линеаризации зачастую 
сталкивается с проблемами вычислительного характера (метод Летова-
Калмана с применением функционала обобщенной работы, управление 
в скользящих режимах…) (см. наиболее полный обзор А.А. Красовского 
в [4], а также обзор в [2, 3]). Поэтому имеется определенный интерес к 
теории и к практике адаптивного управления с использованием не-
скольких моделей, общий подход к конструированию которых возник с 
целью решения вопросов создания устойчивых систем управления с 
медленно и быстро меняющимися параметрами [11, 12].  

Использование множественных моделей (или моделей перемен-
ной структуры) имеет в основе принцип адаптации или обратной связи 
для уменьшения консерватизма в процессе управления, однако ее ре-
шение в наиболее общем виде до сих пор задача открытая [13, 14]. Ба-
зовые (множественные) модели возникают либо на основе представле-
ния исходного объекта совокупностью кусочно-линеаризованных (см. 
обзор в [1, 11]), либо на основе политики переключения регулято-
ров [11, 12, 15], что улучшает качество переходных процессов и по-
вышает устойчивость синтезируемой системы управления.  

Важно отметить, что фундаментальные конструктивные поло-
жения множественного адаптивного управления, заложенные в трудах 
С.В. Емельянова, K.S. Narendra, J. Balakrishnan и получившие активное 
применение в 90-е годы прошлого столетия в технических проектах, 
по-прежнему составляют базу современных отечественных и зарубеж-
ных исследований в прикладных задачах теории множественного 
адаптивного управления (MMAC), представленных в основном в сле-
дующих классах задач (например, [15-18]): 

1) задачи оптимизации обучения системы множественного 
управления или разработки алгоритмов использования доступной вы-
борки для идентификации шумовой составляющей и настройки пара-
метров локальных регуляторов; решаемые вопросы связаны с исследо-
ванием эффективности схем переключения, с анализом устойчивости и 
робастности, с выяснением условий стабилизируемости системы мно-
жественного управления («узким» местом таких систем); 

2) задачи управления процессами с изменяющимися во времени 
параметрами [19]; 
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3) задачи интеллектуального управления, включающие задачи 
управления нелинейными процессами на основе нечетких моделей, 
динамических нейронных сетей (PDNN) [20].  

В последнем случае математическое описание объекта и регуля-
тора представлено, как правило, множеством линейных моделей, ап-
проксимирующих локальные свойства системы, а операция линеари-
зации практически во всех случаях является основным инструментом 
для физической организации адаптивного управления на основе сово-
купности регуляторов. Следует также отметить, что применение идео-
логии множественного управления в сетевых системах управле-
ния (NCS) заслуживает отдельного анализа, поскольку в распределен-
ных объектах существенным является зависимость от топологии сети 
и от физических ограничений каналов связи. 

В статье поставлена задача конструирования системы множе-
ственного управления на основе нелинейных (базовых) алгоритмов 
управления без предварительной линейной параметризации исходного 
нелинейного объекта как, например, в [12], поэтому может быть по-
лезна для всех объектов, для которых операция линеаризации не явля-
ется желательной или затруднительной (например, в системах управ-
ления с техническим зрением).  

Предлагается алгоритм, соединяющий достоинства методов 
управления в скользящем режиме, АКАР, функций Ляпунова и алгебра-
ический подход к синтезу корректных алгоритмов. В качестве базовых 
будут использованы управления, полученные на основе метода анали-
тического конструирования агрегированных регуляторов (АКАР) [4], 
который отвечает требованиям физической теории управления [1]. До-
стоинство методов синтеза систем управления на многообразиях заклю-
чается и в том, что при достижении окрестности заданного многообра-
зия удерживание траекторий объекта в его окрестности не зависит от 
значений неопределенности в описании объекта (в необременительных 
условиях [2-9]), но область их применимости в данное время в основном 
ограничена физическими приложениями [9, 10, 21].  

В статье впервые рассмотрена постановка задачи управления в 
экономической модели на основе обобщения метода агрегированных 
регуляторов для объектов с неполным описанием [9, 22], а именно за-
дача вывода плохо формализуемого экономического объекта из хаоти-
ческого состояния в устойчивое.  

2. Основные понятия и определения. Для лучшего восприятия 
текста приведем несколько понятий и утверждений [4].  

Множества V⊂Rn называются инвариантными по отношению к 
потоку xf(t, x0, t0), если xf(t, x0, t0)∈V для любых x0∈V для всех t >t0, где 
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xf:(x0, t0)→(x, t), ( ) , , ,n mx f x u x R u R m n= + ∈ ∈ ≤  (фазовый поток си-
стемы). 

Напомним, что формализм инвариантов применялся для по-
строения регулятора для линейной системы с полной компенсацией 
возмущений [23]. 

Множество V называется притягивающим или аттрактивным, 
если оно замкнутое, инвариантное и для некоторой окрестности aV 
множества V, для всех x0∈aV имеют место предельные соотношения: 
xf(t, x0, t0)∈aV ∀t≥0, ( )0 0lim , , = 0f Vt

t t
→∞

x x . 

Под макропеременными понимают некоторые определенные 
функции ( )ψ x  от координат объекта; равенство ( ) = 0ψ x  определяет 
целевое множество состояний. 

Постановка задачи управления на многообразии включает в се-
бя: а) объект управления, заданных системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений или системой разностных (нелинейных) урав-
нений для непрерывной и дискретной задач управления соответствен-
но; б) цель управления в виде аналитически заданного уравнения 

( ) = 0ψ x ; в) выполнение требований: множество состояний, подчи-

няющихся описанию ( ) = 0ψ x , есть инвариантное многообразие; ре-
шения исходной системы уравнений ограничены; существует режим 
стабилизации объекта в окрестности ψ(x)=0. 

АКАР-управлением будем называть (векторную) переменную 
( )( ) ( )1 ,..., A

m
À Au x t u u= , доставляющую решение вариационной задаче: 

 

( )( )

( )( )

2 2 2

10

22 2
, ,

0 1

min,

min

m

C i i i
i

m

D i i n i n
n i

t dt
∞

=

∞

= =

Φ = ψ + ω ψ →

Φ = ω ψ + Δψ →






 

 

при ограничении ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )10,  ,..., ,mx t x t x t x tψ = ψ = ψ ψ  

( ) ( ) ( ) ( )( )10,  ,...,s s ms sx x x xψ = ψ = ψ ψ  в непрерывном и дискретном 
случаях соответственно. Далее указанные вариационные задачи будем 
обозначать парой символов ( ),CΦ ψ , ( ),DΦ ψ . 

Математический аппарат метода аналитического конструирова-
ния агрегированных регуляторов основан на следующих утверждени-

117SPIIRAS Proceedings. 2017. Issue 6(55). ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru



ях, доказательство которых опирается на результаты теоретической 
механики [24]. 

Утверждение 1. Пусть имеет место вариационная задача: 

( )
0

, , minCJ F t dt
∞

= ψ ψ →  , 0ψ = , где ( ) 2 2 2, ,F t ψ ψ = ψ + ω ψ  . Тогда 

уравнение Эйлера — Лагранжа (в условиях применения АКАР) для 
CJ  будет иметь вид: 0ωψ + ψ = . 

Утверждение 2. Пусть имеет место вариационная задача: 

( )( )22 2

0
minD t t

t
J

∞

=
= ω ψ + Δψ → , 0ψ = , где ( )( ) , .t x t tψ = ψ ∈ Ν  Урав-

нение 1 0,   1, 1t t t+ψ + λψ = λ < ≥  является уравнением Эйлера —
Лагранжа для DJ . При этом скаляры λ  и ω связаны соотношением: 

( )22 20.5 2 2 4
 

λ = + ω − + ω − 
 

. 

3. Обобщение алгоритма АКАР для объектов с неполным опи-
санием. Рассмотрим объект с непрерывным наиболее общим описанием: 

 

( )
( )

1

1

( ) ,..., ,  1, ,

( ) ,..., ,  1, ,
j j n j

j j n

x t f x x u j m

x t f x x j m n

= + =

= = +




 

 

где x∈Rn — вектор состояний, u∈Rт, m<n, — вектор управления, 
f∈Rn — нелинейная ограниченная вектор-функция; компоненты 

1,..., mf f  вектора f∈Rn неизвестны. 

Предполагается, что существуют оценки ˆ , 1,jf j m=  неизвест-

ных описаний , 1,jf j m=  такие, что выполнены все условия для суще-

ствования АКАР-управления ( )1 ,...,A A A
mu u u=  для объекта: 

 

( )
( )

1

1

ˆ( ) ,..., ,  1, ,

( ) ,..., ,  1, .
j j n j

j j n

x t f x x u j m

x t f x x j m n

= + =

= = +




 

 

Приведем основные положения алгоритма, основанного на сов-
мещении методики АКАР и функций Ляпунова [22, 25]: 

1) замена неизвестного описания , 1,jf j m=  ее оценкой 
ˆ , 1,jf j m=  (например, верхней границей [5]);  
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2) преобразование управляющих переменных: 
, 1,A

j j ju u j m= + υ = , где A
ju  — АКАР-управление для системы, полу-

ченной из исходной после применения операции п.1); jυ  — управле-
ние, предназначенное для компенсации возникающего возмущения 
после замены неизвестного описания ее оценкой; 

3) декомпозиция исходного описания на основе подстановки 
найденных соотношений для , 1,A

ju j m= ; 
4) поиск управлений jυ  на базе функции Ляпунова вида 

( ) ( )2 2

1
( ) ( )

m

i i
i

V t t t
=

= ψ + υ . Задача поиска управлений , 1,j j mυ =  сво-

дится к поиску соотношений для , 1,j j mυ = , обеспечивающих усло-

вие ( ) 0V t < . Специфика управлений , 1,A
ju j m=  такова, что после 

шага 3) определение вида функции Ляпунова не является (в практиче-
ски важных случаях вида ψ ) затруднительным.  

Синтез системы управления закончен. В результате получим 
модель управления, обусловленную применяемой на шаге п.1, видом 
оценки неизвестного описания. 

4. Примеры применение метода АКАР для объектов с не-
полным описанием. Рассмотрим два примера, в которых объекты 
управления — балансовые модели малого предприятия и рынка двух 
производителей соответственно (подробное описание моделей без 
управления представлено в [4, 26]). 

Численное моделирование ниже приведенных систем управле-
ния основано на реальных данных. 

Рассмотрим основные шаги алгоритма на конкретных примерах. 
Пример 1. Рассмотрим непрерывную модель (n=3, m=2): 
 

1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

3 1 1 2 3

1

2

( , , )
( , , )
( , , ,)

,
,

x f x x x
x f x x x
x f x x x

u

u

= +
=
= +





 (1) 

 

где x∈R3 вектор состояний, u∈R2 вектор управлений, f∈R3 нелинейная 
векторная функция; компоненты 1 3,f f  вектора 3f R∈  неизвестные 
ограниченные функции, ( )2 2 3 1 3 ,,f µ x x x x µ R= + − β β ∈ . Согласно ал-
горитму п.3, осуществляем преобразования уравнений, содержащих 
неопределенность в описании: ( )ˆ ˆ , 1,3; 1, 2i i ii jx f f f u i j= ++ − = = , по-
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лучаем объект управления в виде: 
 

1 1 1 11

2 2

23 3 2 2

ˆ ,
,

ˆ ,

A

A

x f u
x f

x f u

= +
=

+ υ

+ η υ= +

η




 (2) 

 

где АКАР-управления будут определяться для системы (2) в условиях 
1 2 0η = η = . Пусть заданы целевые макропеременные в виде: 

 

1 1 2
*

2 3 3

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ,

t x t x t

t x t x

ψ = − ρ

ψ = −
 (3) 

 

где *
3x  — заданное целевое значение переменной 3x .  
Утверждение 3. Если цель управления будет задана в виде 

( )1 20, ,ψ = ψ = ψ ψ , где 1 2,ψ ψ  из (3), то итоговое описание регулятора 
для объекта (1) примет вид: 
 

( )
1 1 1 2 3 1

2

3 3

1 1

2 3 1

1 2 3

3

2 22

,
,

,
,

ˆ ( , , )
  

ˆ ( , , )
0, 1, 2  .

A

A

j j j j

x f x x x
x µ x x x x

x f x x ux
j

u= + η

= + − β

= + + η
= −

+

η η > =

υ

υ
υ ψ







 (4) 

 

При этом закон управления , 1, 2i
A

i i iu u iη= υ =+  гарантирует 
выполнение всех целевых установок задачи управления для плохо 
формализованного объекта (1), а именно: 1) решение вариационной 

задачи ( )
2

2 2 2

10

min,  0, 1,2C i i i i
i

dt i
∞

=
Φ = ψ + ω ψ → ω > =   при ограничении 

( )1 20, ,ψ = ψ = ψ ψ  или, что то же самое, достижение целевого множе-
ства 0ψ =  в смысле minCΦ → ; 2) асимптотическую устойчивость 
объекта (1) в окрестности 0ψ = . 

Доказательство. Найдем управления , 1,2A
iu i =  для объекта с 

описанием: 
 

11

2 2

3 3

1

2

ˆ ,
,

ˆ ,

A

A

x f u
x f

x f u

= +
=

= +





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Используя технику АКАР, аналитический вид целевого множе-
ства ( )1 20, , ,ψ = ψ = ψ ψ функциональные уравнения 

0, 1, 2,i i iT iψ + ψ = =  доставляющие глобальный минимум функциона-

лу качества ( )
2

2 2 2

10

,C i i i
i

dt
∞

=
Φ = ψ + ω ψ   0, 1, 2,i iω > =  получим соотно-

шения для управлений 1 2,A Au u : 
 

1
1 1 1 1 2

1
2 2 2 3

ˆ( ) ,
ˆ( ) .

A

A

u t f f

u t f

−

−

= −ω ψ − + ρ

= −ω ψ −
 (5) 

 
Для нахождения управлений 1 2,υ υ  осуществляем сначала де-

композицию системы (2) с учетом управлений (5): 
 

1
1 1 1 1 2

1
2 2 2

2

2

1

2

3

( )
,

.

,

( )

x t f
x f

x t

−

−

η υ − ω ψ=
=

=

+ ρ

η υ − ω ψ





 (6) 

 

Затем вычисляем производную функции ( )
2

2 2

1
( ) 0.5 i i

i
V t

=
= ψ + υ  

Ляпунова
 

( )
2

1
( ) ,i i i i

i
V t

=
= ψ ψ + υ υ    куда подставляем уравнения систе-

мы (6). Опуская подробности преобразований, получаем: 
 

( ) ( )

2 3

1 1

1 2 1 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

( )

( ) ( ).

i
i j i i

i j j
V t x

x

t t

= =

− −

 ∂ψ
= ψ + υ υ =  ∂ 

= υ η ψ + υ + υ η ψ + υ − ω ψ − ω ψ

  

 

 

 
Формируем недостающие управления ,iυ  определяемые, 

например, из условия: 
 

, 1,2i i i iυ = −η ψ = , (7) 
 

обеспечивающего требование отрицательности ( ) 0V t < . Таким обра-
зом, управления iυ  из (7) обеспечивают отрицательность производной 
функции Ляпунова ( ) 0V t <  и тем самым гарантирует вместе с зако-
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ном (5) выполнение всех целевых установок задачи управления для 
плохо формализованного объекта (1). Собирая (2), (5), (7), получим (4).  

Утверждение 1 доказано. 
На рисунке 1 приведены результаты управления (5), (7) с оцен-

ками 1 3
ˆ ˆ,f f : 2 3 1 3 2 31 ,ˆ ˆ f x x x f x x= α − γ = δ − λ , полученных при значениях 

параметров , , ,α γ δ λ , сопоставленных реальным данным (бухгалтер-
ская отчетность малого предприятия при интерпретации перемен-
ных [4, 26] 1 2 3, ,x x x  в виде затрат на содержание сотрудников, величи-
ны капитала и кредита соответственно) при «подгонке» по методу 
наименьших квадратов. 

 

a) 

б) 
Рис. 1. Форма переходного и установившегося процессов: a) для целевых 

макропеременных 1 2,ψ ψ ; б) управлений 1 2,u u  
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Пример 2. Рассмотрим дискретную балансовую модель (n=2) 
рынка двух производителей X, Y однотипной продукции [4, 26], по-
строенной на основе модели Фейгенбаума и имеющей в этой связи 
среди предельных состояний хаотические: 

 

( )
( )

1 , , 0

1 Y, Y, 0 Y

, ,

, . 1.
i X i X i i X i i

i i i i i

X F F X C X Y

Y F F A C X Y i
+

+

= = α − μβ

= = α − μβ ≥
 (8) 

 

Переменные в (8) ,i iX Y  интерпретируются как объемы продук-
ции на рынке, произведенные субъектами X, Y соответственно; коэф-
фициенты пропорциональности 0, ,Cα μ  имеют конкретный содержа-
тельный экономический смысл, а величины Y,Xβ β  означают цены, 
устанавливаемые производителями X, Y соответственно. 

Алгоритм синтеза системы управления для объекта с неполной 
информацией (п. 3) обеспечивает возможность новой постановки зада-
чи управления (n=4) таким образом, что достижение заданного множе-
ства состояний ( , ) 0, 1i iX Y iψ = ≥  будет обеспечиваться влиянием на 
процесс ценообразования как со стороны X, так и со стороны Y, или со 
стороны обоих производителей одновременно: 

 

( )
( )

1 0 ,

1 0 ,

, 1 , 1

Y, 1 Y, 2

,

,

,  
, 1,

i i X i i i

i X i i i

X i X i i

i i i

X X C X Y

Y A C X Y

f u
f u i

+

+

+

+

= α − μβ

= α − μβ

β =

+

+

β =

≥

 (9) 

 

где функции , Y,.X i if f  не определены, что вполне согласуется с «прави-
лами» реальных рыночных игр. Согласно основным положениям метода 
нелинейной адаптации и алгоритму п.3, получаем управление в виде: 
 

 

( )
( )

1 0 ,

1 0 ,

, 1 , 1 1, 1,

Y, 1 Y, 2 2, 2,

1, 1 1, 1 1

2, 1 2, 2 2

,

,
ˆ ,
ˆ

,

,
,
, 1

i i X i i i

i X i i i

A
X i X i i i

A
i i i i

i i i

i i i

X X C X Y

Y A C X Y

f u

f u

i

+

+

+

+

+

+

= α − μβ

= α − μβ

β = + η υ

β = + η υ

υ = υ + η ψ

υ = υ + η ψ ≥

+

+
 (10) 

 

где коэффициенты пропорциональности , 1.2j jη =  есть параметры 
оптимизации системы управления (10).  
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Пусть цель управления задана в виде требований: 
 

0
1,

2,

0,
0, (0;1), 1,

i i

i i i

Y Y
X Y i

ψ = − =

ψ = − ρ = ρ ∈ ≥
 (11) 

 

содержательно означающим достижение производителем Y заданного 
объема продаж 0Y  и заданного предельного равновесия на рынке 

0,i iX Y i− ρ = → ∞ . 
Утверждение 4. Если цель управления задана в виде 

( )1 20, ,ψ = ψ = ψ ψ , где 1 2,ψ ψ  из (11), то система управления для объ-
екта (9) вида: 
 

( )
( )

1 0 ,

1 0 Y,

, 1 , 1 1, 1,

Y, 1 Y, 2 2, 2,

1, 1 1, 1 1

2, 1 2, 2 2

,

,
ˆˆ ,
ˆˆ

,
,

;

i i X i i i

i i i i

A
X i X i i i

A
i i i i

i i i

i i i

X X C X Y

Y A C X Y

f u

f u

+

+

+

+

+

+

= α − μβ

= α − μβ

β = + η υ

β = + η υ

υ = υ + η ψ

υ = υ + η ψ

+

+  

 

1, , 1, 1, 1 1 1 1,

2, Y, 2, 2, 1 2 2 2,

ˆ ˆ ,
ˆ ˆ ;

A
i X i i i X,i i

A
i i i i Y,i i

u f

u f
+

+

= − − υ + ϕ − λ β + λ ϕ

= − − υ + ϕ − λ β + λ ϕ
  

(12) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0
1 0 1 1 1, 1 1 3 1. 1 1,2

1,
2 2, 2 2 4 2. 2 2,

1 0
2, 0 1 1 1, 1 1 3 1. 1 1,

,
i i i i i i

i i i
i i i i

i i i i i i i i

X C Y k k
X Y

k k

A X Y A C Y k k

− +

−
+

 α + ρ − + υ + η ψ + λ ψ + υ +
 ϕ = μ
 + υ + η ψ + λ ψ + υ 

ϕ = μ α − + υ + η ψ + λ ψ + υ

 

 
гарантирует выполнение всех целевых установок задачи управления 
для плохо формализованного объекта (9), а именно: 1) решение вариа-
ционной задачи minDΦ →  при ограничении ( )1 20, ,ψ = ψ = ψ ψ  или, 
что то же самое, достижение целевого множества 0ψ =  в смысле 

min,DΦ →  где ( )( )2 22 2
, ,

0 1
min,  0, 1, 2;D j j i j i j

i j
j

∞

= =
Φ = ω ψ + Δψ → ω > =  
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2) асимптотическую устойчивость объекта (9) в окрестности 
0ψ =  (здесь в обозначении ,j iψ  первый индекс указывает на номер 

компоненты вектора ( )1 2,ψ ψ , второй индекс указывает на номер вре-
менных отсчетов). 

Доказательство утверждения 4 проведем с позиций синтеза 
управления на базе нелинейной адаптации на заданном многообразии, 
поскольку равносильность алгоритмов из п.3 и нелинейной адапта-
ции (например, [7]) показана в [16]. 

Введем сначала макропеременные (1)
1 1

ˆ ( , ),X,i i iX Yψ = β − ϕ  
(1)
2 2

ˆ ( , )Y,i i iX Yψ = β − ϕ . Применяя технику АКАР, получим: 
 

1, , 1, 1, 1 1 1 1,

2, Y, 2, 2, 1 2 2 2,

ˆ ˆ ,
ˆ ˆ .

A
i X i i i X,i i

A
i i i i Y,i i

u f

u f
+

+

= − − υ + ϕ − λ β + λ ϕ

= − − υ + ϕ − λ β + λ ϕ
 (13) 

 
Затем декомпозируем систему (10) на многообразии 
( )(1) (1) (1)

1 2, 0ψ = ψ ψ = , получим с учетом (13): 
 

( )
( )

1 0 ,

1 0 Y,

1, 1 1, 1 1

2, 1 2, 2 2

,

,

,
.

i i X i i i

i i i i

i i i

i i i

X X C X Y

Y A C X Y

+

+

+

+

= α − μβ

= α − μβ

υ = υ + η ψ

υ = υ + η ψ

 (14) 

 
На следующем шаге введем макропеременные: 

(2) (2)
1 1 1 1 2 2 2 2,k kψ = ψ + υ ψ = ψ + υ , 0, 1, 2jk j≠ = . 

Применяя технику АКАР с учетом (14) и ограничения 

( )(2) (2) (2) (2)
1 20, ,ψ = ψ = ψ ψ , получим (12). 

На рисунке 2 приведены результаты управления по реальным дан-
ным годовой отчетности двух предприятий, из которого следует, что все 
целевые установки 0 ,i i iY Y X Y= = ρ  выполнены, однако форма переход-

ного и установившегося процессов зависит от вида оценок , Y,
ˆ ˆ,X i if f .  

Расчеты в условиях 0 0 010,  3000,  4,  17,A C X Y= = = =  
5 456 10 ,  7.3,  7.5,  2 10 ,  0.61x y

− −α = ⋅ β = β = μ = ⋅ ρ = .  
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Выше приведенные примеры являются мотивирующими к 
постановке задачи управления, в которой указано правило выбора 
модели управления, сопоставленной частной оценке неопределен-
ности в описании. 

 

 
Рис. 2. Форма переходных процессов для переменных ,i iX Y  при разных 

аппроксимациях , Y,
ˆ ˆ,X i if f  (короткий и длинный пунктир, соответственно) 

 
Следует заметить следующее: нелинейная адаптация на задан-

ном многообразии при выполнении определенных условий (в частно-
сти, существования АКАР-управления) обеспечивает достижение це-
левого множества при любой допустимой оценочной функции при 
условии ограниченности величин ˆ ,j jf f j J− < ∞ ∈ , { }1,...,J m⊆ , но 

«цена» соответствующих управлений в виде показателей качества пе-
реходного и установившегося процессов будет отличаться; тем самым 
системы управления, полученные на базе алгоритма из п. 3, допускают 
параметризацию в виде возможных вариантов оценок неизвестных 
фрагментов описания. 

5. Постановка задачи конструирования системы множе-
ственного управления. Пусть имеется некоторое конечное множе-

ство векторов функций-оценок ( ){ }( ) ( )
1

1, ,
ˆ ˆ,...,j j

s
j r s m

F f f
= ≤

=  для ап-

проксимации фрагментов неизвестных описаний 1 ,..., ,l lsf f s m≤  в 
правой части уравнений описания (в системах дифференциальных 
или разностных уравнений). 
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Согласно выше изложенному алгоритму синтеза системы 
управления для объекта с неполным описанием, множество оценок F 
порождает совокупность базовых алгоритмов конструирования управ-
лений { } 1,j j r

A
=

 (п.3) и соответствующих моделей управлений 

{ } 1,j j r
U

=
, в каждой из которых используется j-й вектор оценочных 

функций ( )( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆ ˆ,...,j j j
sf f f=  вместо неизвестных функций 1 ,...,l lsf f , 

входящих в правые части уравнений, содержащих управляющие пере-
менные (здесь остановимся только на этом случае).  

Обозначим через ( )jU t  j-ю модель управления, «активную» в 
момент времени t, что означает следующее: векторное управление 

)( ) )( (( ) ( ) ( ), ,j jA j mu t u t t R= + ηυ η∈  которому подвергается объект в мо-
мент времени t, вычисляется по алгоритму jA , согласно которому ре-

шение задачи ( ) ( )
( )

2 2( ) ( ) ( ) ( )

0 1
min,0 i

t

m
j j j j

C i i i
i j

dt
=

∞

ψ
Φ = ω ψ + ψ →

 


∞


< ω <   

при ограничении ( ) ( ) ( )
1( ,..., ) (0,...,0), 1,j j j

m j rψ = ψ ψ = =  обеспечивает 

составляющая ( ) ( )A ju t . Здесь дополнительный индекс j указывает на 
номер используемого алгоритма jA  (для непрерывной и дискретной 
моделей описания). 

Ставится задача нахождения решающего правила выбора моде-
ли управления ( )

0
,jU t  обеспечивающего выполнение требования: 

управление ( )
0j

U t  доставляет экстремум некоторому функционалу 

качества ( )Q t  системы множественного управления, вычисленного по 
апостериорной информации, накопленной к моменту времени t, 

( ) ( )
0

argjU t extrQ t= . 

6. Решение задачи конструирования системы множествен-
ного управления. Применим алгебраический подход (Ю.И. Журавлев) 
(например, [27]) к синтезу корректных алгоритмов, идейно близкий к 
трудам Шеннона («надежные схемы из ненадежных реле») или Ней-
мана («надежная система из ненадежных элементов»). 

Определяем частные показатели эффективности системы 
управления ( )( )j

kC t , где ( )( )j
kC t  — значение k-го показателя качества 
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для j-й модели управления в момент времени t, отражающего k-ю 
апостериорную характеристику ( 1, , 1,j r k K= = ). 

Набор показателей качества отдельного базового управления 
определяется экспертом и может включать величины: 

 

( )

( ) { }
( )

( ) ( )
1

1

( ) ( ) ( )
2 1

1 2
2( ) ( )

3
1

( ) ,

max ( ) ,..., ( ) ,

( ) ....

m
j j

i
i

j j j
mt

m
j j

i
i

C t t

C t t t

C t t

=

=

= ψ

= ψ ψ

 
= ψ 
 





 

 
где m — размерность векторного управления. Обобщая, определим: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1( )

( ) , ( ) ( ),..., ( ) ,j j j j j
mk k

C t t t t t= ψ ψ = ψ ψ  (15) 
 

где ( )ky  — k-я норма вектора y в векторном конечномерном про-

странстве { }( ) ( )j tψ . 
На входе ниже следующего алгоритма должны быть определе-

ны: описание цели управления ( )10, ,..., ,mψ = ψ = ψ ψ  где , 1,i i mψ =  — 
макропеременные, m — размерность векторного управления; множе-
ства F, { } 1,j j r

A
=

. 

Этап 1. Применяем алгоритм из п. 3 для построения моделей 
управления { } 1,j j r

U
=

. 

Этап 2. Вычисляем весовые коэффициенты ( ), ,j t sρ τ  частных 

критериев (15) с учетом «горизонта памяти» ( ], tτ  (длительности 
накопления апостериорной информации, порождаемой динамикой 
управляемого объекта). 

Содержательно коэффициент регуляризации ( ) [ ], , 0,1j t sρ τ ∈  
характеризует текущее значение «уровня доверия» к активному 
управлению ( ) ( ], ,jU s s t∈ τ ; величина τ  характеризует размер гори-

зонта накопления показателей качества управления ( )( ) .jC t  В наибо-
лее простом случае (например, [28]) можно полагать 

( ) [ ]1, , , 0,1t s
j j jt s − +ρ τ = θ θ ∈ .  
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Этап 3. Вычисляем итоговый показатель эффективности моде-
лей управления , 1,jU j r=  по формулам: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1

( )

1

( )

( )

, , , 1, ,

, , , 1, ,

tK
j

C k k
k

K t
j

D k k
k s

j

j

Q t t s C s ds j r

Q t t s C s j r

= τ

= =τ

= ρ τ =

= ρ τ =




 (16) 

 

для непрерывного и дискретного управлений соответственно. 
Принимаем решение относительно номера модели управления, 

претендующего на роль активного управления в момент времени t по 
правилу: 

 

( )0
0 ( )1,01

( )1, ,
( ) ( ),    arg min .

0, ,

k

j j j C D
j kj

jj j
u t U t j Q t

j j ==

=
= χ χ = = ≠
  (17) 

 

Согласно алгебраической теории синтеза корректных алгорит-
мов [27], управление, получаемое по формуле (17), называется коррект-
ной композицией управлений { }j j=1,r

U , то есть обеспечивающей 

наилучшее качество процесса управления (рисунок 3) при фиксирован-
ных множестве базовых управлений { } 1,j j r

U
=  

и критерии качества (16).  
 

 
Рис. 3. Форма процессов  для переменных 1 2,x x  при отдельных 

управлениях (длинный пунктир и точечный пунктир) и выбранных 
«наилучших» (сплошное начертание и короткий пунктир) по правилу (5) 

 
7. Заключение. В статье реализован алгоритм конструирования 

управления нелинейными объектами с компенсацией неопределенно-
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сти в описании, идейно восходящий к созданию «регулятора с полной 
компенсацией» [23].  

Изложенный подход построения «коллектива» управлений при-
меним не только для случая, рассмотренного в статье. Множество ба-
зовых управлений могут быть сконструированы на основе методов 
обхода интегратора или управления в скользящем режиме. 

Выбор примеров, рассмотренных в статье, не случаен и отражает 
факт применимости методов адаптации на многообразиях не только для 
задач технических [4, 9, 10], но и задач социогуманитарной и экономи-
ческой направленности, поскольку объекты в этих областях подпадают 
под описание «сложных» объектов [29], моделирование которых с до-
статочной степенью уверенности не представляется возможным. 

Результаты работы предполагается использовать при создании 
системы поддержки принятия решений при решении задач управления 
в экономических приложениях, а также при конструировании системы 
интеллектуального управления плохо формализуемыми объектами. 
Такие объекты возникают в прикладных исследованиях, когда затруд-
нительно предусмотреть все динамические изменения (параметриче-
ские флуктуации, накопленная ошибка округления при оцифровке 
сигнала, ошибки измерений).  
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