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Аннотация. В работе предлагается алгоритм синтеза устройства управления 
непрерывным техническим объектом, модель которого характеризуется неопределенными 
параметрами, заданными в интервальной форме, доставляющего системе, в которую он 
входит, параметрическую робастность. Для обеспечения робастности проектируемой 
системы использована концепция относительной интервальности интервальных 
математических объектов: скаляр, вектор, численная характеристика матрицы, в качестве 
которой в алгоритме синтеза использован ее след. Задача решается методом медианного 
модального управления на требуемые значения стандартных показателей качества системы, 
дополненного контролем оценки относительной интервальности следа интервальной 
матрицы состояния спроектированной системы, которая принимается за критерий 
робастности. Показано, что если желаемое медианное поведение проектируемой системы 
задается с помощью модели, матрица состояния которой имеет кратные собственные числа 
кратности равной размерности вектора состояния, то относительная интервальность следа 
интервальной матрицы проектируемой системы совпадает с относительной 
интервальностью ее кратного интервального собственного числа. При этом появляется 
возможность изменения относительной интервальности интервального следа матрицы 
состояния проектируемой системы с помощью механизма изменения его медианной 
составляющей, реализуемого введением обратной связи по вектору состояния непрерывного 
технического объекта. Полученные результаты иллюстрируются примером. 
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1. Введение. Проблема синтеза робастной непрерывной системы 

на основе минимизации оценки относительной интервальности следа ее 
матрицы состояния вынесена в заголовок статьи в связи со следующими 
обстоятельствами. Проблема робастности непрерывных динамических 
систем подобно проблеме их устойчивости относится к разряду вечных 
в современной теории и практике управления. Если устойчивость явля-
ется гарантией работоспособности проектируемых систем, то робаст-
ность является гарантией стабильности их основных показателей каче-
ства. В настоящее время под робастностью понимается малая чувстви-
тельность [1, 2] показателей качества систем к неопределенности их па-
раметров [3-5], точнее параметров технических объектов, входящих в 
состав систем. Параметрическая неопределенность порождается мно-
гими причинами [6, 7]. Это и технологический разброс при производ-
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стве компонентов системы, изменение параметров под действием физи-
ческих условий эксплуатации, естественное старение, экстремальные 
ситуации, которые могут скачкообразно изменить параметры. В общем, 
система разрабатывается при одних (номинальных, паспортных) значе-
ниях параметров, техническая реализация системы наделяет ее компо-
ненты другими значениями параметров, а в фазе эксплуатации пара-
метры компонентов приобретают третьи значения. Параметры системы 
принято разделять на физические и системные. Физическими парамет-
рами являются: длина, радиус, объем, масса, момент инерции, вязкость 
среды, жесткость, электрическое сопротивление, электрическая ем-
кость конденсаторов, индуктивность проводных систем и так далее. Си-
стемными параметрами являются коэффициенты полиномов числителя 
и знаменателя передаточных функций в случае использования моделей 
«вход — выход» [8, 9], а также элементы матриц входа, состояния и вы-
хода в случае использования моделей «вход — состояние — вы-
ход» [10-13] метода пространства состояний. Так как для разработчика 
системы технический объект — это математическая модель техниче-
ского объекта, то в дальнейшем, говоря о параметрах системы, будут в 
основном иметься в виду ее системные параметры. 

В статье для описания неопределенности системного параметра 
используются возможности интервальных [14, 15] представлений, кото-
рые позволяют неопределенные параметры представить интерваль-
ными числами, задаваемыми двумя фиксированными числами, опреде-
ляющими граничные значения неопределенного параметра. От пред-
ставления интервального числа с помощью двух граничных его значе-
ний можно осуществить переход [4] к трехкомпонентному его представ-
лению. Компонентами этого представления являются: медианное значе-
ние интервального числа и два равных по модулю, но разных по знаку 
фиксированных числа, задающих диапазон вариации интервального 
числа в центрированной относительно его медианного значения форме. 
Трехкомпонентное представление интервального числа позволяет оха-
рактеризовать его [4] оценкой относительной интервальности, которая 
в дальнейшем используется в качестве меры достигаемой в результате 
процедуры синтеза системы ее робастности.  

Следует заметить, что если в состав проектируемой системы вхо-
дит технический объект с интервальными параметрами, скажем, его 
матрицы состояния, то все показатели качества системы будут также 
интервальными. Будут интервальными: длительность переходного про-
цесса, значение перерегулирования, величина добротности по скорости, 
полосы пропускания на уровне заданных значений амплитудных ча-
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стотных характеристик по выходу и ошибке при гармоническом экзо-
генном воздействии, собственные числа матрицы состояния, норма и 
след этой матрицы. При этом оценки относительной интервальности пе-
речисленных математических объектов с одной стороны связаны с 
оценкой относительной интервальности исходных интервальных пара-
метров технического объекта, с другой — они могут быть изменены в 
силу определения оценки относительной интервальности увеличением 
медианной составляющей интервального математического объекта в 
процессе процедуры синтеза проектируемой системы. 

При синтезе алгоритма управления предлагается уменьшение 
оценки относительной интервальности следа матрицы состояния проекти-
руемой системы для решения указанной задачи. След матрицы состояния 
как сумма ее собственных значений достаточно информативен и характе-
ризуется простотой вычисления как суммы ее диагональных элементов. 

Статья организована следующим образом. В разделе «Поста-
новка задачи» приводится модель технического объекта с интервальной 
матрицей состояния и ставится задача синтеза закона управления, кото-
рый учитывал бы значение оценки относительной интервальности следа 
матрицы состояния проектируемой непрерывной системы. В разделе 
«Концепция управляемой относительной интервальности следа квад-
ратной матрицы» показано, что если создать механизм изменения отно-
сительной интервальности следа матрицы с целью ее минимизации, то 
появляется возможность управления робастностью динамических 
свойств проектируемой системы путем минимизации относительной 
интервальности собственных чисел ее матрицы состояния. В разделе 
«Основной результат» приводится алгоритм синтеза робастной интер-
вальной системы методом медианного модального управления, допол-
ненного процедурой минимизации оценки относительной интервально-
сти следа ее интервальной матрицы состояния. Статья заканчивается 
примером использования предложенной авторами методики. 

2. Постановка задачи. Рассмотрим непрерывный технический 
объект с интервальными параметрами, заданный в форме «вход-состо-
яние-выход» (ВСВ): 

 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,x t A x t Bu t y t Cx t t g t y tε= + = = − , (1) 
 

В (1) ,x  ,u  ,y  g  и ε  — соответственно векторы состояния, 
управления, выхода, внешнего (экзогенного) воздействия и ошибки сле-
жения; [ ] [ ]0A A A= + Δ  — интервальная матрица состояния с медиан-
ной составляющей 0A  и интервальной [ ],AD  ,B  C  — матрицы управ-
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ления и выхода с фиксированными параметрами. Перечисленные ком-
поненты имеют размерности: ( ) ,dim nx =  ( )dim ,u r=  

( ) ( ) ( )dim dim dim ,y g me= = =  [ ]dim ,A n n= ´  ( )dim ,B n r= ´  

( )dim C m n= × . Очевидно, что для такого технического объекта (ТО) 
интервальными являются и такие скалярные характеристики матрицы 
состояния, как норма, собственные числа, а также след матрицы.  

В результате синтеза закона управления интервальным ТО требу-
ется получить непрерывную робастную систему, медианные значения по-
казателей качества которой в переходном режиме, таких как перерегулиро-
вание и длительность переходного процесса, и в установившемся режиме, 
таких как добротность по скорости, полосы пропускания на уровне задан-
ных значений амплитудных частотных характеристик по выходу и ошибке, 
а также значение оценки относительной интервальности следа ее матрицы 
состояния, удовлетворяют заданным требованиям.  

Поставим задачу синтезировать для ТО (1) закон управления вида: 
 

( ) ( ) ( )tKxtgKtu g −= , (2) 
 

где gK  — матрица прямых связей по задающему воздействию, K  — 
матрица обратных связей по вектору состояния, который обеспечивал 
бы желаемое качество процессов по выходной переменной замкнутой 
непрерывной системы: 
 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tCxtyxtGgtxFtx =+= ,0, , [ ] [ ] BKAF −= , gBKG =  (3) 
 

в переходном и установившемся режимах. При этом для обеспечения 
робастности основных показателей качества проектируемой системы 
алгоритм синтеза закона управления дополнен процедурой минимиза-
ции значения оценки относительной интервальности следа интерваль-
ной матрицы состояния. 

3. Концепция управляемой относительной интервальности 
следа квадратной матрицы. Интервальным числом называется [14] пара 
чисел ( )αα , , задающих его левое α  и правое α  граничные значения. 
Оно записывается в форме [ ] [ ]ααα ,= . Такую запись интервального числа 
можно дополнить его представлением, использующим три компонента: 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0 0 0 0, , ,a aα α α α α α α α α = = + Δ = + Δ Δ = + Δ  , (4) 
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где 0α  — медианное значение интервального числа [ ]α , [ ]αΔ — центри-
рованная относительно 0α  интервальная составляющая интервального 
числа, ,a αΔ Δ  — левое и правое граничные значения интервальной со-
ставляющей интервального числа соответственно. Компоненты 
трехэлементного представления интервального числа удовлетворяют 
соотношениям: 
 

( )0 0.5α α α= + , 0ααα −=Δ , 0ααα −=Δ , αα Δ−=Δ ,  (5) 
 

где αΔ  — положительна, αΔ  — отрицательна для любых [ ]α . 
В соотношениях (4) 0α , ,,αα ,a αΔ Δ  являются фиксированными, 

а не интервальными числами. Используем соотношение (5) и зададим 
оценку αδ I  относительной интервальности интервального числа [ ]α  в 
форме: 
 

0 0
I

ααδ α
α α

−ΔΔ= = . (6) 

 

С помощью выражения (6) можно управлять относительной ин-
тервальностью интервального числа путем изменения его медианной 
составляющей. Изменение медианной составляющей может быть осу-
ществлено в мультипликативной или аддитивной формах. Действи-
тельно, пусть числа β и γ  таковы, что выполняются условия: 

 

.
~~,~:

~~,~
00000000 ααααγααβαα >>+==  (7) 

 

По существу, введением мультипликативного компонента β  
или аддитивного компонента γ  осуществляется формирование новых 
интервальных чисел [ ] [ ]ααα Δ+= 0

~~  и [ ] [ ]ααα Δ+= 0
~~~~ , обладающих 

меньшим значением оценки относительной интервальности так, что вы-
полняется неравенства: 

 

0 0
I I

α αδ α δ α
α α
Δ Δ= < =


, 
00

I I
α αδ α δ α

αα
Δ Δ= < =


. (8) 
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Очевидно, что аналогичным образом может быть введено поня-
тие интервального вектора [ ]a , который состоит из интервальных ска-
лярных компонентов, записываемого в форме: 

 

[ ] [ ]{ }.,1 niacola i ==  (9) 
Интервальный вектор [ ]a  по аналогии с (4) может быть представ-

лен цепочкой равенств: 
 

[ ] [ ] [ ]0 0, ,a a a a a a a a = = + Δ = + Δ Δ  , (10) 
 

где 0a  — медианный компонент интервального вектора [ ]a , ,a a  — соот-
ветственно векторы, составленные из левых и правых граничных значений 
скалярных компонентов интервального вектора, [ ]aΔ  — центрированная 
относительно 0a  интервальная составляющая интервального вектора [ ]a , 

aa ΔΔ ,  —левое и правое граничные составляющие интервального вектора
[ ]a . По аналогии с (5) оказываются справедливыми соотношения: 
 

[ ]0 0.5a a a= + , 0aaa −=Δ , 0a a aΔ = − , aa Δ−=Δ . (11) 
 

Теперь по аналогии с (6) для интервального  вектора может быть 
введено понятие оценки относительной интервальности нормы интер-
вального вектора, задаваемой в форме: 

 

0
I a

a

α
δ

Δ
= . (12) 

 

С помощью выражения (12) можно, как и в скалярном случае, 
управлять относительной интервальностью нормы интервального век-
тора [ ]a  путем изменения его медианного компонента 0a .Управление 
медианным компонентом интервального вектора в основном осуществ-
ляется в аддитивной форме. Пусть вектор ( ) [ ]( )adimdim: =θθ с фикси-
рованными элементами таков, что выполняется условие: 

 

,~:~
0000 aaaa >+= θ  (13) 

 
По существу введением аддитивного векторного компонента θ  

осуществлено конструирование нового интервального вектора 
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[ ]aaa Δ+= 0
~~ , обладающего меньшим значением оценки относительной 

интервальности его нормы так, что выполняется неравенство: 
 

0 0

.I I

a a
a a

a a
δ δ

Δ Δ
= < =


 (14) 

Следует сказать, что авторами этот прием уменьшения относи-
тельной интервальности нормы интервального вектора использован в 
работе [16]. 

Аналогичным скалярному и векторному случаям может быть 
введено понятие интервальной матрицы [ ]N , которая состоит из интер-
вальных скалярных компонентов [ ]ijN , записываемая в форме: 

 

[ ] [ ]( ){ }mjn; iNcolrowN ij ,1;,1 === . (15) 
 

По аналогии с (4) для интервальной матрицы [ ]N  может быть за-
писана цепочка соотношений: 

 

[ ] [ ]0 0, ,N N N N N N N N   = = + Δ = + Δ Δ    , (16) 
 

где 0N — медианная составляющая интервальной матрицы [ ],N  NN, — 
матрицы, составленные из левых и правых граничных значений скаляр-
ных компонентов матрицы, [ ]NΔ  — центрированная относительно 0N  

интервальная составляющая интервальной матрицы [ ]N , NN ΔΔ , — ле-
вое и правое граничные составляющие интервальные матрицы [ ]N . По 
аналогии с (5) оказываются справедливыми соотношения: 
 

[ ]NNN += 5.00 , 0NNN −=Δ , 0NNN −=Δ , NN Δ−=Δ . (17) 
 

Следует заметить, что квадратная матрица обладает тремя основ-
ными скалярными характеристиками: норма матрицы, след матрицы и 
определитель матрицы. Причем след матрицы [17] по определению ра-
вен сумме собственных чисел матрицы, а определитель равен произве-
дению собственных чисел матрицы, при этом вычислительно след мат-
рицы равняется сумме диагональных элементов матрицы. 

Таким образом, по аналогии с (6) для матрицы [ ]N вводится понятие 
оценки относительной интервальности ее нормы, задаваемой в форме: 
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0
I

N
N

N
δ

Δ
= . (18) 

 

В силу соотношения (18) можно, как и в скалярном случае, путем 
изменения ее медианной составляющей 0N управлять оценкой относи-
тельной интервальности нормы матрицы [ ]N . Очевидно, управление 
медианной составляющей, как и в скалярном случае, может быть осу-
ществлено в двух формах. Действительно, пусть матрицы Β  и Π  удо-
влетворяют соотношениям: 

 

00000000

~~,~:
~~,B~ NNNNNNNN >>Π+== . (19) 

 
По существу, введением мультипликативного матричного ком-

понента Β  или аддитивного матричного компонента Π  конструиру-

ются новые интервальные матрицы [ ]NNN Δ+= 0
~~

 и [ ]NNN Δ+= 0
~~~~ , об-

ладающие меньшими значениями оценок относительной интервально-
сти их норм, так что выполняются неравенства: 

 

0 00 0

; I I I I

N N N N
N N N N

N NN N
δ δ δ δ

Δ Δ Δ Δ
= < = = < = 

 
. (20) 

 
Если интервальная матрица [ ]N  — квадратная ( )nm = , то стано-

вится корректной постановка задачи оценки относительной интерваль-
ности интервального следа [ ]( )[ ]Ntr  этой матрицы: 

 

[ ]( )[ ] [ ]( )[ ] [ ] ( ) [ ]( )[ ]NtrNtrNNNtr
n

i
ii

n

i
i Δ+=== 

==
0

11
λ  (21) 

 
в форме: 
 

( )
( )
( )0

I

tr N
tr N

tr N
δ

Δ
= . (22) 

 
Интервальными являются и собственные числа [ ]iλ  интервальной 

квадратной матрицы [ ]N , в силу определения удовлетворяющие условию 
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[ ] [ ] [ ]( ){ }0arg i =−= NIdeti λλ . Если интервальное собственное число запи-
сать в приведенных выше формах, то получим по аналогии с [6] цепочку 
равенств [ ] [ ] [ ]iiiiii λλλλλλ ΔΔ+== ,, 0 . Используя интервальное пред-
ставление собственных чисел интервальной матрицы, ее интервальный 

след можно записать в форме ( )[ ] [ ] 







ΔΔ+==  

= ===

n

i

n

i
ii

n

i
i

n

i
iNtr

1 11
0

1
, λλλλ , 

что с использованием (22) позволяет для оценки относительной интер-
вальности следа матрицы записать: 

 

( )
( )
( )

1

0
0

1

.

n

i
i

I n

i
i

tr N
tr N

tr N

λ
δ

λ

=

=

ΔΔ
= =




 (23) 

 

Если интервальная квадратная матрица обладает спектром интер-
вальных кратных собственных чисел так, что 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( ),,1,,,,, 00 niiiiiii =ΔΔ+===ΔΔ+== λλλλλλλλλλλλ  то в 
силу (23) оценки относительной интервальности следа интервальной 
матрицы и интервального кратного собственного числа совпадают так, 
что выполняется равенство ( ) .I Itr Nδ δ λ=  

Соотношение (23), дополненное требованием выполнения усло-
вия ( ) 00 <Ntr , с использованием аддитивного способа изменения меди-
анной составляющей матрицы состояния проектируемой системы пу-
тем использования обратной связи по вектору состояния, являются ос-
новой для формирования алгоритма синтез робастной непрерывной си-
стемы на основе минимизации оценки относительной интервальности 
следа ее матрицы состояния в случае, когда параметрическая неопреде-
ленность компонентов модели технического объекта задана в интер-
вальной форме. К этому надо добавить, что след матрицы состояния 
очень информативен, потому что он равен сумме ее собственных чисел, 
и очень конструктивен, потому что вычислительно он определяется как 
сумма диагональных элементов матрицы. 

4. Основной результат. Алгоритм синтеза медианного мо-
дального управления с использованием концепции управляемой 
относительной интервальности. Модальное управление [18], исполь-
зуемое в данной работе, основано на концепции подобия матриц состо-
яния проектируемой системы и модальной (эталонной) модели, которая 
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в алгоритме приводит к матричному уравнению Сильвестра с использо-
ванием медианной составляющей интервальной матрицы состояния 
технического объекта. Характеристическая частота [19] модальной мо-
дели (MM) должна назначаться на основании требований к динамиче-
ским показателям системы и необходимого значения оценки относи-
тельной интервальности следа матрицы состояния системы, которая в 
решаемой задаче выступает в качестве критерия робастности, точнее 
модальной робастности. С учетом сказанного алгоритм принимает вид: 

1. Сформулировать требования к показателям качества системы 
в переходном и установившемся режимах в форме неравенств: 

 

0 01 0, , , ,R П0 ПR 1R Rt t D Ds s d d£ £ ³ £  (24) 
 

где Rσ , ПRt , 1RD , Rδ  — соответственно требуемые медианные значе-
ния перерегулирования, длительности переходного процесса, добротно-
сти по скорости и величины относительной частотной ошибки при гар-
моническом внешнем воздействии. 

2. Задать требуемое значение ( )FtrIRδ  оценки ( )FtrIδ  относи-
тельной интервальности следа интервальной матрицы [ ]F  состояния 
проектируемой системы. 

3. Задать модель исходного технического объекта в форме мо-
дели ВСВ (1). 

4. Сформировать модель желаемого поведения проектируемой 
системы в форме модальной модели (ММ) с передаточной функ-
цией (ПФ) «вход-выход» (ВВ) [19-22] вида: 

 

( ) ( )0

0

1
0

0
0 ,,

,
ω

ω

ω

ωω
i

n
n

n

i

ini
i

n

n
n

vsD
v

svs

vs =
+

=Φ


=

−

, 
(25) 

 

где коэффициенты iv  полинома ( )0,, ωivsD определяют характер разме-
щения его корней на комплексной плоскости, 0ω  — параметр, именуе-
мый характеристической частотой, определяет размер области локализа-
ции этого размещения так, что задача синтеза оказывается однопарамет-
рической и сводится к определению необходимого значения 0ω , при этом 
от iv зависят перерегулирование, показатель колебательности и запас 
устойчивости, а от 0ω  при фиксированных iv  зависят длительность пе-
реходного процесса, частота среза, добротность по скорости и ширина 
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полос пропускания на заданном уровне амплитудных частотных характе-
ристик по выходу и ошибке. При этом, если по условиям задачи синтеза 
системы оказывается недопустимым ненулевое значение перерегулиро-
вания, следует использовать размещение Ньютона корней полинома 

( )0,, ωivsD знаменателя ПФ (25). В противном случае в качестве ПФ (25) 
может быть использована ее реализация с размещениями корней поли-
нома знаменателя Баттерворта, Чебышева, Бессели и другие [20]. 

5. Определить значение характеристической частоты 0ω  из усло-
вия выполнения соотношения: 

 

( )( )
( )( )
( )( )

0 п 0 ПR

0 0 0 R

0 0 R

arg ,

max arg ,

arg

t t

D D

ω ω

ω ω ω

ω δ ω δ

 = ≤
  = = ≥ 
 

= ≤  

. (26) 

 

6. Подставить значение характеристической частоты (26) в (25), 
после чего перейти от представления ВВ модальной модели к ее пред-
ставлению ВСВ в векторно-матричной форме: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tHztEgtztz =+Γ= ηω ,0 , (27) 
 

где z, η  — соответственно векторы состояния и выхода ММ; Γ , Е, Н — 
соответственно матрицы состояния, входа и выхода ММ, при этом 
( ), HΓ  — наблюдаемая пара матриц. Перечисленные компоненты 
имеют размерности: ( )dim ,z n=  ( )dim ,y m=  ( ) ,nndim ×=Γ

( ) ( ) mnCdimEdim T ×== , ( ) ( )TBdimHdim = . 
7. Задать алгоритм формирования сигнала управления объек-

том (1) в форме (2): 
8. Решить матричное уравнение Сильвестра [23]: 
 

BHMAM −=−Γ 0 , (28) 
 

относительно матрицы M матричного подобия .0MFM =Γ   
9. Осуществить вычисление матрицы K  обратных связей с по-

мощью [23] формулы: 
 

1−= HMK . (29) 
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10. Сформировать медианную составляющую 0F  интервальной 
матрицы [ ] [ ] [ ]AFFFF Δ+=Δ+= 00  состояния проектируемой си-

стемы (3) на основании матричного условия подобия 1
0

−Γ= MMF . 
11. Осуществить проверку выполнение условия достижения тре-

буемого значения оценки относительной интервальности следа мат-
рицы [ ] [ ] [ ]AFFFF Δ+=Δ+= 00  на основании неравенства: 

 

( )
( )
( )

( )
0

I IR

tr A
tr F tr F

tr F
δ δ

Δ
= ≤ . (30) 

В случае выполнения условий (24) и (30) перейти к п. 12 алго-
ритма, иначе — увеличить значение характеристической частоты 0ω и 
перейти к п.6 алгоритма. 

12. Вычислить матрицу gK  прямой связи с помощью соотношения: 
 

( ) ( ){ } ( )( ) 11
00

1
0arg

−−

=

− −==−=Φ= BFCIBKFsICsK
sgg . (31) 

 

13. Отказаться от гипотезы о непосредственной измеримости 
внешнего воздействия ( )tg , которая использована при построении ал-
горитма (2) формирования сигнала управления с тем, чтобы сформиро-
вать физически реализуемый алгоритм: 

 

( ) ( ) ( )txKtKtu x−= εε , (32) 
 

где CKKK yx −= , gy KKK ==ε , ( ) ( ) ( )tytgt −=ε . 
14. Произвести исследование спроектированной робастной си-

стемы в оболочке Matlab и Simulink, особое внимание обратить на зна-
чения показателей системы при граничных значениях интервальных па-
раметров исходного технического объекта. 

15. В случае положительных результатов выполнения п.14 осу-
ществить техническую реализацию спроектированной системы. 

5. Пример. Проиллюстрируем предложенную авторами методику 
синтеза робастной непрерывной системе на примере разработки системы 
высокоточного следящего микроперемещения (СВСМ) элементов со-
ставного зеркала телескопа [23, 24]. Исполнительное устройство си-
стемы, выполненное в виде прецизионного пьезопривода (ППП) с усили-
телем мощности, описывается передаточной функцией «вход-выход»: 

 

( ) [ ] 121 2
22

2

2

1

1

++
⋅

+
=

sTsT
K

sT
KsWоу ς

, (33) 
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с параметрами 6
21 10−=⋅ KK  мм/в , 4

1 105 −⋅=T  с, 82
2 1056.2 −⋅=T  с2, и ин-

тервальным коэффициентом демпфирования [ ]ς , который в силу (4) 
представим в форме [ ] [ ] [ ] [ ]05.0,05.01.015.0,05.0 0 −+=Δ+== ςςς .  

В соответствии с разработанной авторами методикой, реализован-
ной в форме алгоритма, приведенного в разделе «основной результат»:  

1. Сформируем требования к показателям проектируемой робаст-
ной СВСМ: перерегулирование должно отсутствовать так, что должно 
выполняться условие %00 =σ ; длительность переходного процесса 
должна удовлетворять неравенству 0пt ≤0.01 с; значение добротности 

1D  по скорости обеспечить из условия 1
01 100 −≥ cD ;  величина относи-

тельной частотной ошибки ( )mm gεδ =0  при воспроизведении с ошиб-
кой ( ) ( )ψωεε += tt m sin  экзогенного гармонического воздействия 

( )tgtg m ωsin)( =  с параметрами 15 14.3    м,10 −− == сgm ω должна быть 
обеспечена из условия 01.00 ≤δ ; 

2. Сформируем требование к величине оценки относительной ин-
тервальности следа матрицы состояния проектируемой робастной 
СВСМ в форме неравенства ( ) 0.025IR tr Fδ ≤ . 

3. На основании (33) сформируем представление ППП в 
форме (1) с использованием правил интервальной арифметики при пе-
реходе от интервальной модели ВВ к интервальной модели ВСВ [14], в 
результате чего получим: 

 

[ ] [ ] [ ]0

0 1 0 0 0 0
39000000 1250 1 0 625;625 0 ;

0 0 2000 0 0 0
A A A

   
   = + Δ = − − + −   
   −   

 

 

0
0

78125
B

 
 =  
  

; [ ]001=C . При этом ( ) 625 0.1923
3250I tr Aδ = = . 

 
4. В силу того, что ППП представляет собой технический объект 

размерности 3=n  зададим ПФ (25) проектируемой робастной СВСМ в 
форме: 

 

( ) ( ) 3
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2
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2
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3

3
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3
03

3
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3
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3

3
03
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ωωω
ω

ω
ω

ω

ωω
vsvsvs

v
vsD

v

svs

vs
i

i

ii
i

+++
==

+
=Φ


=

−

. 
(34) 
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5. В силу требования к величине перерегулирования в форме ра-

венства %00 =σ  назначаем размещение Ньютона корней полинома 
( ) 3

03
2
02

2
01

3
0,, ωωωω vsvsvsvsD i +++=  по таблицам [19] показателей 

качества типовых полиномиальных динамических моделей с размеще-
нием Ньютона корней определяем значение характеристической ча-
стоты 0ω  из условия (26), в результате чего получаем: 

 

( )( )
( )( )
( )( )

0 п 0

1
0 0 1 0

0 0 0

arg 0.01 630,

max arg 100 300, 942

arg 0.01 942

t c

D c

ω ω

ω ω ω

ω δ ω

−

 = ≤ =
  = = ≥ = = 
 

= ≤ =  

1−c . 

 
6–11. Выполнение этих пунктов при значении характеристической 

частоты 1
0 942 −= cω обнаруживает невыполнение условия 

( ) 0.025IR tr Fδ ≤ , что в силу алгоритма синтеза робастной непрерывной 
системы требует осуществить увеличения 0ω , в рассматриваемом случае 
оно оказалось значительным, так что 0ω  придано значение 1

0 9420 −= cω , 
при этом в силу алгоритма осуществлено  возвращение к его п.6. 

6. При значении характеристической частоты 1
0 9420 −= cω пере-

даточная функция (34) проектируемой робастной СВСМ принимает 

представление ( )
3

0 3 2 2 3
9420, ,

3 9420 3 9420 9420
s

s s s
ωΦ =

+ ⋅ + ⋅ +
 что дает 

матричные компоненты ММ (27): 
 

[ ]001;
9420

0
0

;
94203942039420
100
010

323

=















=

















⋅−⋅−−
=Γ HG . (35) 

 
7. Получим решение матричного уравнения Сильвестра (27) с 

матричными компонентами (35): 
 

















⋅
⋅−⋅−−

⋅⋅⋅
=

−

−−

−−−

7

117

15107

1091.1005.08659.40
1093.11018.5004.0

1081.41017.11063.7
M , 

 

что позволяет вычислить матрицу отрицательной обратной связи по со-
стоянию [ ]3201.02476.0107839.2 61 ⋅−== −HMK . 
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8. С использованием матрицы M решения матричного уравнения 
Сильвестра в п.7 на основании соотношения подобия 1

0
−Γ= MMF фор-

мируем медианную составляющую интервальной матрицы состояния 
проектируемой робастной СВСМ 

















−⋅−⋅
−⋅−

⋅
=

−

24347107126.1109695.1
7196.04452100741.4
102339.14144.539

811

7

5

0F . 

9. Вычисляем след матрицы 0F  с тем, чтобы проверить выполне-

ние условия робастности ( )
( )
( )

( )
0

0.025I IR

tr A
tr F tr F

tr F
δ δ

Δ
= ≤ = , кото-

рое оказывается выполненным в силу соотношений: 
 

( )
( )
( )0

625 0.022 0.025
28260I

tr A
tr F

tr F
δ

Δ
= = = < , 

 

что оказалось меньше относительной интервальности ( ) 1923.0=AtrIδ  
следа интервальной матрицы состояния исходного технического объ-
екта в 74.8  раза.  

10,11. Значение матрицы gK прямых связей, которая в решаемой 
задаче оказалась скаляром, вычисляем с помощью соотношения (31), в 
результате чего получаем 71.0054 10gK = ⋅ ; кладем gKK =ε  с тем чтобы 
реализовать закон управления исполнительной частью, проектируемой 
робастной СВСМ в физически реализуемой форме (32).  

12. Проводим комплексное исследование спроектированной ро-
бастной СВСМ с использованием оболочки Simulink пакета Matlab, ре-
зультаты которого представлены на рисунках 1, 2, 3 и 4 в виде кривых: 
переходного процесса при воспроизведении ступенчатого входного воз-
действия ( ) ( ) м10,1 5

00
−=⋅= gtgtg , при воспроизведении кинетического 

входного воздействия, изменяющегося с постоянной скоростью 
( ) см1014.3, 5

00
−⋅== gtgtg   и ошибки при воспроизведении системой 

гармонического воздействия с амплитудой ,10 5мgm
−=  и частотой 

,14.3 1−= сω что позволяет зафиксировать следующие динамические 
показатели спроектированной робастной СВСМ 0 0%σ = , 
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0п 0.0007t c= ≤0.01с и 
0

5 8 1 1
1 3.14 10 10 3140 100 ,D c c− − − −= ⋅ = >  

8 5
0 э э 10 10 0.001m mgδ ε − −= = = . Достигнутая робастность хорошо ил-

люстрируется кривыми переходного процесса для случаев медианной и 
двух угловых реализаций матрицы состояния системы. 

 

 
Рис.1. Кривые переходных характеристик исходного устойчивого 

технического объекта в виде ППП при медианном и двух угловых значениях 
интервального параметра 

 

 
Рис.2. Кривые переходных характеристик спроектированной робастной СВСМ 
при медианном и двух угловых значениях интервального параметра исходного 

технического объекта  
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Рис. 3. Кривая кинетического входного воздействия (1), семейство кривых вы-
хода (2) и семейство кривых ошибки (3) спроектированной робастной СВСМ 
при медианном и двух угловых значениях интервального параметра техниче-

ского объекта 

 
Рис.4. Кривые ошибки спроектированной робастной СВСМ при 

воспроизведении гармонического воздействия 
 

6. Заключение. Получен алгоритм синтеза устройства управле-
ния непрерывным техническим объектом с неопределенными парамет-
рами, заданными в интервальной форме, доставляющего системе пара-
метрическую робастность. Применение метода медианного модального 
управления в сочетании с процедурой минимизации значения оценки 
относительной интервальности следа матрицы состояния проектируе-
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мой системы обеспечивает требуемые значения относительной интер-
вальности интервальных значений стандартных показателей качества 
разработанной системы. Действительно, в приведенном примере умень-
шение оценки относительной интервальности следа интервальной мат-
рицы состояния спроектированной системы по сравнению с оценкой от-
носительной интервальности следа интервальной матрицы состояния 
исходного технического объекта в 74.8  раза, как следует из анализа 
кривых рисунка1 и рисунка 2, дает сокращение нормы дополнительного 
движения в относительном представлении в 3.7  раза. 
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MINIMIZATION OF ESTIMATION OF THE RELATIVE 

INTERVALITY OF TRACE OF THE STATE MATRIX  
 

Alexandrova S.A., Bystrov S.V., Vunder N.A., Slita O.V., Ushakov A.V. Continuous Robust 
System Synthesis Based on Minimization of Estimation of the Relative Intervality of Trace 
of the State Matrix. 

Abstract. An algorithm for synthesis of robust control system for a continuous plant with 
uncertain interval parameters is proposed in the paper. A concept of relative intervality of the 
following interval mathematical objects is used to ensure robustness of the system: a scalar, a 
vector, a numerical characteristic of matrix namely trace. The problem is solved by the median 
modal control method taking into account the relative intervality of trace of the system state 
matrix. The trace of a matrix is the sum of the eigenvalues. The desired relative intervality value 
of standard system indicators is guaranteed. It is shown that relative intervality of trace of the 
system state matrix is equal to relative intervality of trace of multiply eigenvalue when the state 
matrix has one multiple eigenvalue. Relative intervality of trace of the system state matrix is 
changed by changing its median component. It is realized by introducing feedback on the plant 
state vector. The obtained results are illustrated by an example. 
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