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Воротников В.И., Вохмянина А.В. Метод линеаризующей обратной связи в задаче 
управления по части переменных при неконтролируемых помехах. 

Аннотация. Рассматривается задача гарантированного перевода за конечное время 
подверженной неконтролируемым помехам нелинейной динамической системы в 
положение, где заданная часть фазовых переменных равна нулю. Эта задача относится к 
задачам частичного (по отношению к части переменных) управления. Помехи не имеют 
каких-либо статистических описаний. Управления формируются по принципу обратной 
связи и удовлетворяют заданным «геометрическим» ограничениям.  

Для решения указанной задачи используется метод линеаризующей обратной связи, 
позволяющий свести решение рассматриваемой нелинейной задачи управления к решению 
соответствующих линейных игровых антагонистических задач (с нефиксированным 
временем окончания). Приводятся конструктивно проверяемые достаточные условия, 
обеспечивающие гарантированное решение рассматриваемой задачи для заданной области 
начальных значений фазовых переменных. В отличие от ранее выполненных работ, 
посредством обратной связи линеаризуется более общий класс нелинейных управляемых 
систем, для которого допускаются оценки некоторой части переменных, и управление может 
осуществляться по отношению к большей части переменных.  

В качестве примера изучается случай, когда рассматриваемая нелинейная 
управляемая система описывает пространственный разворот асимметричного твердого 
тела при управлении посредством моментов внутренних сил, создаваемых 
двигателями-маховиками. В этом случае система включает динамические уравнения 
Эйлера и кинематические уравнения в переменных Родрига — Гамильтона, 
описывающие вращательное движение основного тела, а также уравнения вращения 
маховиков. Рассматриваются две задачи гарантированного пространственного 
разворота тела при неконтролируемых внешних помехах, где цели управления 
определяются по части фазовых переменных указанной системы: задача 
переориентации тела, а также задача «прохождения» (с произвольной скоростью) телом 
заданного углового положения в пространстве. 

Показано, что предложенный в статье подход позволяет с единых позиций получить и 
дополнить как некоторые уже известные решения этих задач, так и предложить новое 
решение задачи переориентации посредством более простых управляющих моментов, 
включающее оценку (завышенную) соотношения допустимых уровней управляющих 
моментов и неконтролируемых помех. Приводятся результаты численных расчетов, 
показывающие эффективность применяемых управляющих моментов.  

Ключевые слова: управление по части переменных, неконтролируемые помехи, 
линеаризующая обратная связь, переориентация гиростата. 

 
1. Введение. Часто в приложениях управление динамической 

системой достаточно осуществить не по всем фазовым переменным, а 
только по отношению к их некоторой части. Это касается, например, 
следующих задач: «жесткой» встречи (по отношению к координатам, 
но не по скоростям) двух объектов [1]; управления движением по от-
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ношению к скоростям [2]; «прохождения» (с произвольной скоростью) 
твердым телом заданного углового положения в пространстве [3].  

Более общими являются задачи управления на многообрази-
ях (или в конфигурационном пространстве) [4], а также по отноше-
нию к заданной функции фазовых переменных (по выходу) [5]. Не-
которое обсуждение задач частичного управления (совместно с 
проблемами частичной устойчивости и стабилизации) можно найти 
в работах [5, 6]. 

Отметим, что в задачах частичного (по части переменных) 
управления, в отличие от задач частичной (по части переменных) 
стабилизации [3, 6], речь идет об управлении за конечное, а часто и 
минимальное, время. Кроме того, в задачах частичного управления 
само конечное положение рассматриваемой замкнутой системы мо-
жет не быть ее положением равновесия (система «проходит» данное 
положение, не останавливаясь в нем). Термин «стабилизация» в этом 
случае просто теряет смысл. В то же время значительно возрос инте-
рес и к задачам стабилизации по части переменных на конечном 
промежутке времени (finite-time partial stabilization) [7-16], для ре-
шения которых используется метод функций Ляпунова [17] в соот-
ветствующей модификации [18, 19].  

В настоящей статье рассматривается задача гарантированно-
го перевода за конечное время подверженной помехам (возмущениям) 
нелинейной динамической системы в положение, где заданная часть 
фазовых переменных равна нулю. Помехи не имеют каких-либо ста-
тистических описаний. Управления формируются по принципу обрат-
ной связи и удовлетворяют заданным прямым «геометрическим» 
ограничениям. В процессе управления текущая информация о всех 
фазовых переменных системы считается известной. 

Предложена модификация метода линеаризующей обратной 
связи («эквивалентной линеаризации») [3], позволяющая получить 
решение указанной нелинейной задачи на основе решения соответ-
ствующих игровых антагонистических задач управления с нефикси-
рованным временем окончания для линейных конфликт-
но-управляемых систем дифференциальных уравнений простейшего 
вида. В сравнении с работой [3] линеаризуется более общий класс не-
линейных управляемых систем, и управление может осуществляться по 
отношению к большей части переменных.  

В качестве примера изучается представляющий самостоятель-
ный теоретический и прикладной интерес случай, когда рассматрива-
емая нелинейная управляемая система описывает пространственный 
разворот асимметричного твердого тела (космического аппарата) при 
действующих на него неконтролируемых внешних помехах, не имею-
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щих статистического описания. Управление осуществляется посред-
ством моментов внутренних сил, создаваемых двигателя-
ми-маховиками. Рассматриваются две задачи гарантированного про-
странственного разворота тела, где цели управления определяются по 
части фазовых переменных указанной системы: задача переориентации 
тела, а также задача «прохождения» (с произвольной скоростью) телом 
заданного углового положения в пространстве.  

Показано, что предложенный в статье подход позволяет с еди-
ных позиций получить и дополнить уже известные решения [20-22] 
этих задач. Также предложено новое решение задачи переориентации 
посредством более простых управляющих моментов. Расчеты показы-
вают эффективность применяемых управляющих моментов.  

2. Постановка задачи. Рассмотрим нелинейную управляемую 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида: 
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в которой x = (y, z) — вектор фазовых переменных yi, zj; u, v — векторы 
управляющих воздействий (управлений) uk и неконтролируемых воз-
мущений (помех) vi.  

Функции Yi
(0), Yik, Yi

(1), Zj в системе (1) определены и непрерывны 
вместе со своими частными производными по yi, zj в области S = {||x||  
H}, H = const > 0; ||.|| — евклидова норма. Считаем, что Yi

(0)(0) = 0, Zj(0) = 
0. Полагаем также, что p = r  m. 

Управления uk формируются по принципу обратной связи uk = 
uk(t, x), и в процессе управления известна информация о текущих зна-
чениях всех координат фазового вектора x системы (1). Реализации uk[t] 
управлений (здесь uk[t] = uk(t, x[t]), x[t] — решения системы (1) при uk = 
uk(t, x)) являются измеримыми функциями, удовлетворяющими за-
данным «геометрическим» ограничениям: 

 

α const 0.k ku     (2) 

 

Помехи не имеют каких-либо статистических описаний и могут 
реализовываться в виде любых измеримых функций в рамках огра-
ничений: 

 

β const 0.i iv     (3) 
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Отметим, что для любой допустимой реализации неконтроли-
руемых помех vi решения замкнутой системы дифференциальных 
уравнений (1) с формально-математической точки зрения понимают-
ся [23] как абсолютно непрерывные функции времени x[t], удовлетво-
ряющие этой системе (или соответствующей системе дифференци-
альных включений) при почти всех значениях t  [t0, t1].  

Задача 1. Найти управления uk при любых допустимых реали-
зациях неконтролируемых помех vi переводящие систему (1) из задан-
ной области S0 = {||x0||  H0 < H} начальных значений x0 = x[t0] фазового 
вектора за конечное время τ = t1 – t0 в положение, где:  

 

1[ ] 0 ( 1, ).kz t k r   (4) 

 

Значения остальных фазовых переменных системы (1) в мо-
мент времени t1 могут быть произвольными. Момент времени t1 не 
фиксируется.  

Замечание 1. Задача 1 является задачей частичного (по части 
переменных) управления [3, 6] для системы (1). Положение (4) не яв-
ляется, вообще говоря, положением равновесия не только автономной 
системы (1) (при u = 0, v = 0), но и замкнутой системы (1) (при v = 0). В 
этом случае система (1) «проходит» положение (4) в конечный момент 
времени t1. 

Замечание 2. Неравенства (2) и (3) определяют покомпонент-
ную форму учета ограничений на управления uk и помехи vi. Связь 
между значениями k и βi уровней управлений uk и помех vi, а также 
размерами области S0 начальных значений x0 фазового вектора нели-
нейной системы (1), априори неизвестна и устанавливается в процессе 
решения задачи 1. 

3. Вспомогательная линейная управляемая система. Рас-
смотрим матричную функцию  
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и допустим, что в области S1 = {||x||  H1, H0 < H1 < H} выполняется 
условие: 

 

rank F(x) = r. (5) 
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В этом случае в области S1 система линейных алгебраических 
относительно uk уравнений: 
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(где us
* — вспомогательные управляющие воздействия, которыми 

распорядимся далее) имеет единственное решение: 
 

( , ), ( , ) 0 ( 1, ),k k ku f f k r  x u 0 0  (6) 

 

и функции fk непрерывны в области S1; u = (u1
, …, ur

). 
Также введем обозначения: 
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и будем интерпретировать vk
* как «вспомогательные помехи». 

Учитывая непосредственно проверяемые соотношения: 
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заключаем, что из замкнутой системы (1), (6) в области S1 можно выде-
лить линейную управляемую систему дифференциальных уравнений: 

 

( 1, ).k k kz u v k r     (7) 

 

На основе решения соответствующих игровых антагонистиче-
ских задач управления для построенной вспомогательной линейной 
управляемой системы дифференциальных уравнений (7) далее будет 
строиться решение поставленной задачи 1 для исходной нелинейной 
управляемой системы (1). В этом смысле равенства (6) предопределяют 
общую структурную форму управлений uk в задаче 1.  
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Для реализации указанной цели считаем возможным в области S1 
проведение оценки уровней «вспомогательных помех» vk

* (при учете 
заданных ограничений (3) на помехи vi): 

 

1

β , β sup ( , ) ( 1, ).k k k k
S

v v k r   


    

x
x v

 (8) 

 

Естественно, оценка уровней vk
* может быть затруднена и зави-

сит от конкретного структурного вида нелинейной управляемой си-
стемы (1). Например, в случае, когда система (1) описывает простран-
ственный разворот твердого тела (см. раздел 7), такая оценка не вызы-
вает затруднений.  

4. Вспомогательная линейная игровая задача. Для линейной 
управляемой системы (7) решим задачу о быстрейшем «прохождении» 
положения (4). Управление осуществляется посредством uk

 при любых 
допустимых реализациях vk

, удовлетворяющих неравенствам (8). Ко-

нечные значения ( 1, )kz k r  не фиксируются (произвольны). 

Данную задачу трактуем как игровую антагонистическую (с 
нефиксированным временем окончания). В этой задаче один из игроков 
распоряжается вспомогательными управлениями uk

 и стремится 
уменьшить время τ = t1 – t0 достижения системой (7) положения (4). 
Второй игрок (противник) стремится увеличить τ или вообще избежать 
позиции (4), и имеет в распоряжении «вспомогательные помехи» vk

. 
При этом построенная линейная система (7) трактуется как конфликт-
но-управляемая. 

Для решения данной задачи ограничение на uk
 примем в виде: 
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Ограничение на vk
 также примем в виде: 
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где значения βk
* определяются согласно соотношениям (8).  

В случае * > β*, когда уровень * управлений uk
 выше уровня 

β* помех vk
, решение указанной линейной игровой задачи при огра-

ничениях (9), (10) дает тормозящая экстремальная стратегия 
Н. Н. Красовского [1].  
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Управления uk
, диктуемые этой стратегией, имеют вид: 
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(11) 

 

где переменная θ находится как наименьший положительный корень 
уравнения ω = 0. 

Минимальное гарантированное время τ достижения положе-
ния (4) в рассматриваемой линейной игровой задаче определяется [1] 
как наименьший положительный корень уравнения: 
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Это значение τ является гарантированным временем управления в 
исходной нелинейной задаче 1, и соответствует случаю vk

 = –(β*/*)uk
 

«наихудших» помех vk
, — оптимальных управлений «противника». Если 

же vk
 отличаются от «наихудших», то встреча с положением (4) про-

изойдет быстрее, чем за время τ.  
Управления (11), а также соответствующие им решения (дви-

жения) [ ], [ ]t tz z  системы дифференциальных уравнений (7), (11) мо-

гут быть построены конструктивно. Такую возможность дает аппрок-
симационная схема [1] коррекции управлений uk

 вида (11) в дискрет-
ные моменты времени. При этом управления (11) и решения (движения) 
системы (7), (11) можно рассматривать как предельный переход от 
соответствующих управлений и решений (движений), порождаемых 
указанной дискретной схемой. Получаемые в результате указанного 
предельного перехода решения системы дифференциальных уравне-
ний (7), (11) являются абсолютно непрерывными функциями времени, 
удовлетворяющими этой системе почти всюду на рассматриваемом 
отрезке времени.  

5. Условия разрешимости задачи 1. При решении задачи 1 
управления по части переменных (по z1, … , zr) для нелинейной си-
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стемы (1) на основе решения соответствующей вспомогательной за-
дачи управления для линейной системы (7) возникает следующая 
ситуация. Поведение не только переменных z1, … , zr, но и поведение 
функций Z1(x), … , Zr(x) нелинейной системы (1), будет определяться 
поведением фазовых переменных, входящих в фазовые векторы ,z z  

линейной системы (7).  
При определенном условии данное обстоятельство можно ис-

пользовать для оценки всего фазового вектора x[t] нелинейной систе-
мы (1) и в конечном счете для оценки уровней (2) управлений uk.  

Пусть, например, в области S имеют место тождества: 
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Рассмотрим матричную функцию: 
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и допустим, что в области S2 = {||x||  H2, H0 < H2 < H} выполняется 
условие: 

 

rank Q(x) = r. (13) 

 

При выполнении условий (12), (13) система уравнений: 
 

( ) ( 1, ),s sz Z s r x  
 

рассматриваемая как линейная алгебраическая система относительно 
yk, имеет единственное решение: 
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Функции gk непрерывны в области S2; g = (g1, …, gk). 
Соотношения (14) означают, что поведение фазового вектора x 

нелинейной системы (1) будет определяться поведением фазовых пе-
ременных линейной вспомогательной системы (7), а также поведением 
переменных yr+1, …, ym исходной системы (1).  
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Поэтому фазовый вектор x[t] системы (1) можно представить 
следующим образом: 

 

1 1[ ] [ ], [ ( ,..., , , ), ,..., , ].r m r mt t y y y y x w w g z z z  
 

Если переменные yr+1, …, ym исходной системы (1) можно оце-
нить тем или иным образом (например, зная первые интегралы этой 
системы), то указанное обстоятельство можно использовать для кон-
структивной проверки заданных ограничений (2) на управления uk.  

Пусть оценки (8) получены. Достаточные условия разрешимости 
задачи 1 можно сформулировать следующим образом. 

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия: 
1) условие (5) в области S1; 
2) условия (12) и (13) в области S2; 
3) для любого x0 S0 найдется число  (* > β*) такое, что: 
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Тогда для любого x0 из области S0 управления (6), (11) обеспе-
чивают гарантированное «прохождение» системой (1) положения (4) в 
конечный момент времени t1 = t0 + τ при любых допустимых реализа-
циях помех vi. 

Доказательство. При выполнении условия (5) в области S1 из 
замкнутой нелинейной системы (1), (6) можно выделить линейную 
конфликтно-управляемую систему (7). При этом поведение перемен-
ных z1, … , zr нелинейной системы (1), (6), (11) определяется поведе-
нием этих же переменных замкнутой линейной системы (7), (11).  

Поэтому для всех значений x0, таких, что фазовый вектор x[t] в 
процессе управления остается в области S1, управления (6), (11) обес-
печивают гарантированное «прохождение» системой (1) положения (4) 
в конечный момент времени t1 = t0 + τ. Однако при этом не гарантиру-
ется выполнение заданных ограничений (2) на управления (6), (11).  

Если в области S2 выполнены условия (12), (13), а для любого x0 
S0 выполнены условия (15), то для всех x0 S0 управления (6), (11) не 
только обеспечивают гарантированное «прохождение» системой (1) 
положения (4) в конечный момент времени t1 = t0 + τ, но и удовлетво-
ряют заданным ограничениям (2). Теорема доказана. 

6. Дополнительные возможности предложенного подхода. 
Рассмотрим два варианта модификации, позволяющие расширить 
возможности предложенного подхода.  
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6.1. Управление по большей части переменных (по отношению к 
yk,zk). Допустим, что в области S2 имеют место соотношения (14), при-
чем дополнительно имеют место тождества: 

 

1( ,..., , , ) 0 ( 1, ).k r mg y y k r  0 0  (16) 

 

Покажем, что в данном случае при соответствующем изменении 
вспомогательной игровой задачи для линейной конфликт-
но-управляемой системы (7) и при выполнении условий теоремы 1 
управления (6) будут гарантированно переводить систему (1) из за-
данной области S0 начальных значений x0 за конечное время τ = t1 – t0 в 
положение, где: 

 

1 1[ ] [ ] 0 ( 1, ).k ky t z t k r    (17) 

 

Значения остальных фазовых переменных системы (1) в момент 
времени t1 могут быть произвольными. Момент времени t1 не 
фиксируется. 

Для этого, в отличие от раздела 4, для линейной системы (7) ре-
шим задачу о быстрейшем гарантированном приведении в положение: 
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Управление также осуществляется посредством uk
 при любых 

допустимых реализациях vk
, удовлетворяющих неравенствам (8). 

Данную задачу трактуем как игровую антагонистическую, в которой 
один из игроков распоряжается управлениями uk

 и стремится умень-
шить время τ = t1 – t0 приведения системы (7) в положение (18). Второй 
игрок (противник) стремится увеличить значение τ или вообще избе-
жать позиции (18), и имеет в распоряжении «помехи» vk

.  
Решение этой задачи при ограничениях uk

 ≤ k
, vk

 ≤ k
 = 

kk
, 0 < k < 1 дают законы управления [1, 24]: 
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где k
 — функции переключений.  
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При vk
  −kuk

 движения системы (7), (19) на фазовых 

плоскостях переменных ,k kz z  будут сначала происходить (до 

достижения кривых переключений k
 = 0) между дуг парабол, 

являющихся траекториями систем *(1 ρ )k k kz u  . Далее движения 

будут происходить вдоль кривых переключений в скользящем 
режиме до достижения требуемых конечных значений (18); на этих 
участках движения управления uk

 принимают значения ±k
 с 

бесконечно частыми сменами знака.  
Указанные решения (движения) системы (7), (19) с формаль-

но-математической точки зрения трактуем как абсолютно непрерывные 
функции времени, удовлетворяющие почти всюду соответствующим 
дифференциальным включениям.  

Величина τ = maх(τk), где τk — минимальное гарантированное 
время для каждой подсистемы системы (7), определяет минимальное 
гарантированное время в рассматриваемой задаче. Значения τk соот-
ветствуют случаям vk

= –kuk
 «наихудших» помех vk

, — оптимальных 
управлений «противника». Если же vk

 отличаются от «наихудших», то 
встреча с положением (18) произойдет быстрее. Отметим, что те под-
системы системы (18), которые придут в требуемое положение раньше, 
чем последняя из них, остаются в этом положении, и соответствующие 
управления uk

 в этих подсистемах парируют помехи vk
. 

Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия: 
1) условие (5) в области S1;  
2) условия (12), (13) и (16) в области S2;  
3) для любого x0 S0 найдутся числа k

 (k
* > βk

*) такие, что 
выполнены соотношения (15). 

Тогда для любого x0 из области S0 управления (6), (19) обеспе-
чивают гарантированный перевод системы (1) в положение (4) за ко-
нечное время τ при любых допустимых реализациях помех vi. 

Доказательство. Если в области S2 выполнены усло-
вия (12), (13), (16), то приведение переменных ,z z  линейной систе-

мы (7) посредством управлений (19) в положение (18) будет означать 
приведение нелинейной системы (1) посредством управлений (6), (19) в 
положение (17).  

Поэтому для всех значений x0 таких, что фазовый вектор x[t] в 
процессе управления остается в области S1  S2, управления (6), (19) 
обеспечивают гарантированное приведение нелинейной системы (1) в 
положение (17) за конечное время τ. Однако при этом не гарантируется 
выполнение заданных ограничений (2) на управления (6), (19).  
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При выполнении условий (15) для всех x0 S0 фазовый вектор x[t] 
остается в области S1   S2, и для всех x0 S0 управления (6), (19) не 
только обеспечивают гарантированное приведение системы (1) в поло-
жение (17), но и удовлетворяют ограничениям (2). Теорема доказана. 

Замечание 3. Линеаризация обратной связью рассматривается 
для более общего (в сравнении с [3], где m = p = r) класса нелинейных 
управляемых систем (1), поскольку в данном случае m > p = r. Кроме 
того, управление осуществляется по большей части (по 2r) перемен-
ным, в то время как в [3] управление осуществляется только по r пе-
ременным. Дополнительное ограничение на правые части системы (1) в 
виде условия (12) не связано с линеаризацией, и существенно облегчает 
проведение оценок фазового вектора x[t] в процессе управления. 

6.2. Упрощение конструкции управлений (6). Пусть Фs
(1)(x), 

Фs
(2) )(x), Фs

(1)(0) = Фs
(2) )(0) = 0 — две совокупности функций такие, что в 

области S имеют место тождества: 
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Если выполняется условие (5), то в области S1 система линейных 
относительно uk алгебраических уравнений: 

 

 1( , ) ( )s s su  x u x  
 

имеет единственное (при фиксированном выборе Фs
(1)) решение: 

 

* *( , ), ( , ) 0 ( 1, ),k k ku f f k r  x u 0 0  (20) 

 

и функции fk
* непрерывны в области S1. 

Введем обозначения: 
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ii

Zv v Y v k ry
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и будем интерпретировать vk
** как «вспомогательные помехи». 

В результате из замкнутой системы (1), (20) в области S1 можно 
выделить линейную управляемую систему дифференциальных 
уравнений: 

 

( 1, ).k k kz u v k r     (21) 
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Решение поставленной задачи 1 для исходной нелинейной 
управляемой системы (1) можно также найти на основе решения соот-
ветствующей игровой задачи управления для построенной вспомога-
тельной линейной управляемой системы (21).  

Равенства (20) определяют вторую (более простую) структурную 
форму управлений uk в задаче 1, причем упрощение структурной 
формы (6) достигается за счет усложнения «вспомогательных помех» в 
образующихся вспомогательных линейных конфликтно-управляемых 
системах. Имеющийся произвол в выборе функций Фs

(1) и Фs
(2) может 

использоваться для поиска наиболее приемлемого решения. 
Для реализации указанной цели считаем возможным в области S1 

проведение оценки уровней «вспомогательных помех» vk
** (при учете 

заданных ограничений (3)): 
 

1

β , β sup ( , ) ( 1, ).k k k k
S

v v k r   


    

x
x v  

 

Оценка уровней vk
** (как и оценка уровней vk

*) может быть за-
труднена, и зависит от конкретной структуры нелинейной управляемой 
системы (1). В случае, когда система (1) описывает пространственный 
разворот твердого тела (см. раздел 7), такая оценка может быть полу-
чена на основе принципа «назначения и последующего подтверждения» 
уровней vk

**.  
Теорема 3. Пусть выполняются условия (2), (3) теоремы 1, и 

для любого x0 S0 найдется число  (* > β*) такое, что выполнены 
соотношения: 

 

 
1 2 0 0

[ ], [ ] α ( 1, ),

[ ] min( , ), [ , τ].

k kf t t k r

t H H t t t

   

  

w u

w
 

 

Тогда для любого x0 из области S0 управления (20), (11) обес-
печивают гарантированное «прохождение» системой (1) положе-
ния (4) в конечный момент времени t1 = t0 + τ при любых допустимых 
реализациях vi. 

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству 
теорем 1, 2. 

7. Приложение к задачам пространственного разворота 
асимметричного твердого тела. Допустим, что вдоль главных цен-
тральных осей инерции асимметричного твердого тела (космического 
аппарата) закреплены оси вращения однородных симметричных ма-
ховиков. Поскольку геометрия масс данной механической системы 
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«несущее основное тело — маховики» не меняется при вращениях 
маховиков, то эта система является гиростатом, и ее вращательное 
движение вокруг центра масс описывается системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений [3, 25]: 

 

1 1 1 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 1 1( )ω ( )ω ω ω φ ω φ ,A J A A J J u v          
 

2 2 2 3 1 1 3 3 1 3 1 3 1 2 2( )ω ( )ω ω ω φ ω φ ,A J A A J J u v          
 

3 3 3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 3( )ω ( )ω ω ω φ ω φ ,A J A A J J u v          
 

(φ + ω ) ( 1,3).k k k kJ u k    

(22) 

 

В системе (22): ωk — проекции вектора угловой скорости ос-
новного тела на главные центральные оси ik эллипсоида инерции ги-
ростата; Аk, Jk — главные центральные моменты инерции гиростата и 
осевые моменты инерции маховиков; φk — углы поворота маховиков, 
оси вращения которых закреплены вдоль осей ik.  

Управляющие моменты uk (моменты внутренних сил) прило-
жены к маховикам и создаются специальными двигателями. Моменты 
vk характеризуют внешние неконтролируемые возмущения (в том числе 
и некоторые внешние силы), действующие на основное тело. Управ-
ляющие моменты uk и помехи vk удовлетворяют соответственно огра-
ничениям (2) и (3). 

Ориентацию основного тела рассматриваемого трехроторного 
гиростата будем определять уравнениями для кватернионов (кинема-
тическими уравнениями в переменных Родрига — Гамильтона [25]): 

 

1 4 1 2 3 3 2 2 4 2 3 1 1 3

2 2 2 2
3 4 3 1 2 2 1 1 2 3 4

2η η ω + η ω η ω , 2η η ω + η ω ω ,

2η η ω + η ω η ω , 1.= 

   

        

 


 (23) 

 

Требуется найти управляющие моменты uk, осуществляющие 
гарантированный разворот основного тела за конечное время τ = t1 – t0 в 
заданное угловое положение. Не нарушая общности, считаем: 

 

k[t1] = 0, 4[t1] = 1, (24) 

 

когда в момент времени t1 > t0 происходит совмещение связанной с 
телом и заданной систем координат.  

Начальные угловые скорости основного тела и маховиков счи-
таем нулевыми. В момент времени t1 угловая скорость основного тела 
или также нулевая или не фиксируется («прохождение» заданного по-
ложения), а угловая скорость маховиков не фиксируется. 
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В данном случае систему (22), (23), записанную в переменных, 
соответствующих структуре системы (1), можно представить в ви-
де (здесь и далее под знаком суммы суммирование по j от 1 до 3): 

 

 1
1 1 1 2 3 2 3 2 3 5 3 2 6 1 1( ) ( ) ,y A J A A y y J y y J y y u v        

 

 1
2 2 2 3 1 1 3 3 1 6 1 3 4 2 2( ) ( ) ,y A J A A y y J y y J y y u v        

 

 1
3 3 3 1 2 1 2 1 2 4 2 1 5 3 3( ) ( ) ,y A J A A y y J y y J y y u v        

 

1
3 ( 1,3),k k l ky y J u k
       

(25) 

 

21
21 1 2 3 3 2( 1 ),jz y z y z y z     

 

2 21 1
2 22 2 1 3 3 1 3 3 1 2 2 1( 1 ), ( 1 ),j jz y z y z y z z y z y z y z           

причем, как будет показано, достаточно рассматривать ее в области: 
 

2 1.jz <  (26) 

 

7.1. Задачи управления по части переменных. Уточним рас-
сматриваемые задачи пространственного разворота тела примени-
тельно к нелинейной управляемой системе (25). 

Задача 2 (переориентации твердого тела). Найти управляющие 
моменты uk, гарантированно переводящие систему (25) из области: 

 

S0 = {x0 = (y0, z0) = (0, z10, z20, z30), 
2
0 1}jz <  (27) 

 

за конечное время τ = t1 – t0 в положение: 
 

1 1[ ] [ ] 0 ( 1,3).k ky t z t k    (28) 

 

Значения y3+k[t1], а также момент времени t1, не фиксируются.  
Задача 3 («прохождения» твердым телом заданного положе-

ния). Найти управляющие моменты uk, гарантированно переводящие 
систему (25) из области (27) за конечное время τ = t1 – t0 в положение: 

 

1[ ] 0 ( 1,3).kz t k   (29) 

 

Значения yk[t1] и y3+k[t1], а также момент времени t1, не 
фиксируются. 
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Покажем, что предложенный в разделах 2-5 подход к решению 
задачи 1, а также его модификации, указанные в разделе 6, 
позволяют: 

1) Охватить более сложный (в сравнении с [3], где задачи 2, 3 
решаются посредством моментов внешних сил, создаваемых реактив-
ными двигателями) класс задач пространственного разворота асим-
метричного твердого тела в неопределенной внешней среде посред-
ством моментов внутренних сил, создаваемых двигателя-
ми-маховиками. 

2) С единых позиций получить и дополнить ранее найден-
ные [20-22] решения задач 2, 3, а также дать новое решение в задаче 2 
посредством более простых управлений. 

7.2. Выполнимость условий теорем 1, 2. Имеем m = 6, 
р = r = 3 (поэтому используемые в статье индексы k, s и j меняются 
далее от l до 3) и для системы (25) выполнено (при Zs

(2)  0) 
условие (12).  

Компоненты fks, qks матриц F, Q определяются следующим 
образом: 

 

1 21
2( ) , 1 ,kk kk k k kk jf q A J q z      

 

1 1 1
12 21 2 2 13 23 3 3 21 12 1 1( ) , ( ) , ( ) ,f q A J f q A J f q A J         

 

1 1 1
23 32 3 3 31 13 1 1 32 23 2 2( ) , ( ) , ( ) ,f q A J f q A J f q A J         

 

1 1 1
2 2 212 21 3 13 31 2 23 32 1, ,q q z q q z q q z            

 

и, следовательно, в области (26) имеем rank F = rank Q = 3. Поэтому в 
области (26) выполнены условия 1, 2 теоремы 1 и условие 1 
теоремы 2. 

Управляющие моменты uk типа (6) имеют вид (выписано только 
выражение для u1; выражения для u2 и u3 получаются из u1 циклической 
перестановкой индексов 1 → 2 → 3, 4 → 5 → 6; здесь и далее сумми-
рование по l, как и по j, от 1 до 3): 

 

* 2 2 * 21 1
1 1 2 3 2 1 2 32

* 2 21
43 1 3 2 1

2 2 2 5 3 3 3 3 6 2

2( )
[ (1 ) ( 1 )

1

( 1 ) ]

( ) ( ) .

j

j

j l

A J
u u z z u z z z z

z

u z z z z z y

A y J y y A y J y y


       



    

   




   

(30) 
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Из замкнутой нелинейной системы (25), (30) можно выделить 
вспомогательную линейную конфликтно-управляемую систему типа (7): 

 

* 2 1 11
21 1 1 1 2 3 3 3

1
3 2 2 2

( 1,3),

[ 1 ( ) ( )

( ) ]

(1 2 3).

k k k

j

z u v k

v z v A J z v A J

z v A J

 

 



  

     

 

 




 (31) 

 

Используя неравенства Коши — Буняковского, имеем: 
 

 

2
*

2

β1
β β .

2
l

k k

l l

v
A J

   


  (32) 

 

В силу вида области S0 (см. выражения (27)) выполнены условия 

0 0 ( 1,3)kz k  . Поэтому при решении задач 2, 3 в линейных управ-

ляемых системах (31), (11) и (31), (19) имеют место соотношения: 
 

2 2
0 0[ ] 1, [ ]j j k kz t z < z t z    

 

и, следовательно, систему (25) достаточно рассматривать в области (26). 
Соотношения (14) сводятся к уравнениям: 
 

2 2 2
1 1 2 3 2 1 2 32

2
3 1 3 2

2
[ (1 ) ( 1 )

1

( 1 )] (1 2 3).

j

j

j

y z z z z z z z z
z

z z z z z

      


    






 



 (33) 

 

Поскольку yk = 0 при 0 ( 1,3),k kz z k   то имеют место со-

отношения (16) и, следовательно, выполнено условие 2 теоремы 2. 
Переменные y4, y5, y6, используя первый интеграл системы (25): 
 

 23 const,l l l lA y J y    
 

можно оценить следующим образом: 
 

1/22
3[ ] [ ] β ( 1,3).k k k k lA y t J y t t k       (34) 
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Управляющие моменты (30), (11) и (30), (19) обеспечивают га-
рантированное приведение тела соответственно в положения (29) и (28) 
за конечное время при любых k

* > βk
* (в задаче 2) и любом * > β* (в 

задаче 3). Но заданные ограничения (2) могут при этом не выполняться. 
Условие 3 теорем 1, 2 применительно к задачам 2, 3 можно 

проверить по-разному. Например, в работах [20-22] получены прямые 
оценки допустимых уровней βk помех vk, определяющие возможности 
решения задач 2, 3 посредством управляющих моментов (30), (19) 
и (30), (11) при ограничениях (2). Эти оценки используют, в частно-
сти, неравенства (32).  

Покажем, что в задаче 2 эти неравенства, а также сами оцен-
ки [20, 21], можно несколько улучшить, если использовать принцип 
«назначения и последующего подтверждения» уровней vk

*. 
Утверждение 1. Если выполняются неравенства: 
 

 
 

 

2
2 2

02

2 2 2
20 20 30

0 12 2
0 0

β
3 γ 4 2λ β α ;

γ 1 1 , λ 2 (1 2 3),
1 1

l
k k k k j l k

l l

k
k k

j j

A J z
A J

z z z
z

z z

  


  
       
   

  

 

(35)

 

то задача 2 может быть решена посредством управляющих момен-
тов (30), (19), удовлетворяющих заданным ограничениям (2). 

Доказательство. «Назначим» уровни βk
* «вспомогательных 

помех» vk
* в системе (31), полагая: 

 

   
1 21 2 22 21

2 0β 1 β ,k k l l lz A J
       (36)

 

и рассмотрим управления (19), в которых k
* = βk

*+ , где   0 — до-
статочно малое положительное число.  

На множестве состояний системы (31), (19) имеем [20, 21]: 
 

     1 2 22 2 2 * *
0 0[ ] , [ ] α α β .k k k k k k kz t z z t z

      
  (37)

 

Учитывая оценку (34), а также равенства: 
 

  1*
0τ max(τ ), τ 2 α β ,k k k k kz

    
 

определяющие минимальное гарантированное время управления в 
системе (31), с учетом фазового портрета системы (31), (19), используя 
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неравенство Коши — Буняковского и неравенства (37), получаем 
соотношения: 

   1 2 1/22 2
2 2 2 5 3

2 2 2
3 3 1 2 1 1 3 1 2

2
2 2 3 2 1

{ [ ] [ ]} [ ] 2 1 [ ] β

| τ [ ]{1 [ ] [ ]} τ [ ]{ [ ] [ ] [ ] 1 [ ]}

τ [ ]{ [ ] [ ] [ ] 1 [ ]} |

j l

j

j

A y t J y t y t z t

z t z t z t z t z t z t z t z t

z t z t z t z t z t


   

      

   

 




 



 

      

  

1 2 1/21 1/2 22 2 2
3

1 212 2
30 0

2 1 [ ] 1 [ ] β τ [ ]

4 1 1

j l k k

j

z t z t z t

z z





     

   

  




 

       

      

1/2 1/22 2 2 2
3 3 30 3 1 1 10 1 2 2 20 2

1 21 1/2 1/22 2 2 2
30 0 0

α β /α α β /α α β /α β

4 2 1 1 β

(1 2 3, 4 5 6).

l

j j l

z z z

z z z

        



        

  

   



    

 

Это значит, что полученные верхние оценки выражений типа 
{A2y2[t] + J2y5[t]}y3[t], входящих в «вспомогательные помехи» vk

** в 
системе (31), (19), не зависят от «назначенных» значений βk

*, а также от 
выбранных значений k

*. (Поэтому данные оценки совпадают с полу-
ченными ранее в работах [20, 21].) 

Кроме того, в силу равенства: 
 

  12 2 21
4 [ ] 1 [ ] [ ],l j ky t z t z t


      

 

на основании неравенств (37) заключаем, что при достаточно малом 
значении  выражения: 
 

    3 22 2[ ] 1 [ ] [ ],k k k j lA J z t z t y t


    
 

входящие в uk, также являются достаточно малыми. 
В результате при достаточно малом   0 на множестве 

состояний линейной конфликтно-управляемой системы (31), (19) 
имеем соотношения: 

      
1 21 21 22 2 *

0 0[ ] 2 1 1 αk k k k j lu t A J z z
           

   1/2 1/22 2
04 2λ β ( 1,3).k j lz k    
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На основании неравенства Коши — Буняковского справедливы 
более точные (в сравнении с (32)) оценки: 

 

   
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1 1
2 3 3 3 3 2 2 2
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1 β (1 2 3).
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z A J



 



   

    

      





 

 

В результате получаем оценки vk
 ≤ k

, что подтверждает 
«назначенные» уровни «вспомогательных помех» vk

*.  
Поэтому при достаточно малом значении  заданные ограниче-

ния (2) на управляющие моменты (30), (19) выполнены при выполнении 
неравенств (35). Утверждение доказано. 

Утверждение 2 [22]. Если выполняются неравенства: 
 

 
 

 

 

2
2

2

2 2
0 0

232 0
0

β
3 γ 8λ β α ,
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l
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l l

j j

j
j

A J
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z z

zz

  



 



 

 


 (38) 

 

то задача 3 может быть решена посредством управляющих момен-
тов (30), (11), удовлетворяющих заданным ограничениям (2). 

Полученные оценки (35), (38) связывают максимально допу-
стимые уровни управляющих моментов (30), (19) и (30), (11), некон-
тролируемых возмущений vk, а также область допустимых начальных 
значений zk0 в задачах 2, 3 соответственно. В «предельном» случае 
zk0 = 0 (или когда область допустимых начальных значений zk0 является 
малой), неравенства (35) и (38) совпадают и записываются в значи-
тельно более простой форме: 

 

 
 

2

2

β
3 α .l

k k k

l l

A J
A J

 


  (39) 

 

Отметим, что при Jl = 0 оценка (39) совпадает с «предельной» 
оценкой области допустимых уровней помех в задаче переориентации 
твердого тела посредством моментов внешних сил [3]. 

Оценки (35), (38) являются завышенными, поскольку для их 
вывода используется ряд неравенств, а также делаются предположения 
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о «наихудшем» поведении вспомогательной системы. Кроме того, для 
простоты используется единая для всего промежутка управления 
оценка уровней управляющих моментов, хотя реализации построенных 
управляющих моментов являются функциями, значения которых ме-
няются в процессе управления в достаточно широких пределах.  

Такая ситуация является характерной и, по-видимому, неиз-
бежной при стремлении получить достаточно простые и наглядные 
соотношения допустимых уровней управлений и помех в сложных 
нелинейных управляемых системах. Реальные соотношения уровней 
построенных в рамках предложенного подхода управляющих моментов 
и неконтролируемых помех значительно ниже, причем в каждый кон-
кретный момент времени эти соотношения меняются в достаточно 
широких пределах. 

Выделим два этапа использования неравенств, приводящих к за-
вышенности оценок (35), (38). На первом этапе используется неравенство 
Коши — Буняковского для оценки уровней βk

* «вспомогательных помех» 
vk

*, приводящее к относительно небольшому завышению их истинных 
уровней. При этом величины βk

* входят в uk
* и, следовательно, входят в 

управляющие моменты (30), (19) и (30), (11), что также приводит к не-
которому (относительно небольшому) завышению их уровней.  

На втором этапе используется цепочка неравенств для оценки 
самих управляющих моментов (30), (19) и (30), (11), но полученные за-
вышенные величины (в отличии от величин βk

*) не входят в управляю-
щие моменты. Поэтому управляющие моменты (30), (19) и (30), (11) 
работоспособны и эффективны и за пределами полученных оценок, что 
подтверждают результаты численных расчетов.  

7.3. Результаты численных расчетов. Для трехроторного ги-
ростата с А1 = 4104, А2 = 8104, А3 = 5104 (кгм2); J1 = 4103, J2 = 8103, 
J3 = 5103 (кгм2) рассмотрим задачу 3 при начальных значениях z10 = 
0.353, z20 = 0.434, z30 = 0.432 (рад). 

Пусть уровни k неконтролируемых помех vk определяются ра-
венством k

 = 10−3 (рад/с2). В случае k =  имеем  = 55.99 (Нм).  
Допустим, что гарантированное время переориентации  = 70 (с). 

Значения , k
 предопределяют значение уровня  вспомогательных 

управлений uk
* в управляющих моментах (30), (11): 

 

2
3*

2
30

α 3 10 1.87 0
τ

1
jz

   


(рад/с2). 

 

Оценим уровни управляющих моментов (30), (11). Расчет 
показывает, что при «наихудших» помехах vk

* уровни управляющих 
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моментов (30), (11) следующие (законы изменения uk в этом случае 
даны на рисунке 1): 

 

α1 = 122.48, α2 = 252.56, α3 = 221.19 (Нм). 
 

 
Риc. 1. Реализации управляющих моментов uk вида (30), (11) в случае 

«наихудших помех» vk
 

 

Сравнивая с уровнями  = 55.99 (Нм) помех, в данном случае 
имеем: 

 

β < min (0,4571α1; 0,2217α2; 0,2531α3), (40) 
 

что на порядок отличается от оценки (38), которая принимает вид: 
 

β < min (0,0338α1; 0,0226α2; 0,0304α3). 
 

Указанная существенная разница, как уже отмечалось, объяс-
няется тем, что при получении неравенств (38) использованы завы-
шенные оценки, но управляющие моменты (30), (11) и их уровни не 
зависят от этих завышенных оценок. Кроме того, реализации управ-
ляющих моментов (30), (11) не являются релейными функциями 
времени, и меняются в процессе управления в достаточно широких 
пределах. Поэтому оценка (38) не полностью характеризует реальное 
соотношение допустимых уровней управляющих моментов (30), (11) 
и действующих неконтролируемых помех, и на отдельных проме-
жутках времени при развороте основного тела гиростата некоторые 
значения β/k превышают 1.  
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Расчет также показывает, что при отсутствии помех vk (в этом 
случае имеют место тождества vk

* 0) уровни управляющих момен-
тов (30), (11) определяются значениями: 

 

α1 = 102.71, α2 = 252.56, α3 = 157.12 (Нм). 
 

Сравнивая с уровнями  = 55.99 (Нм) помех, в данном случае 
имеем: 
 

β < min (0,5451α1; 0,2217α2; 0,3564α3), 
 

а на отдельных промежутках времени некоторые значения β/k также 
превышают 1. 

В целом моделирование показывает, что при одних и тех же 
ограничениях на управляющие моменты uk, гарантированное время 
разворота основного тела гиростата в задаче 3 меньше, чем в задаче 2.  

Как уже отмечалось, полученные оценки (35), (38) существенно 
зависят от начальных значений zk0. Например, в «предельном» случае 
zk0 = 0 (или при малых значениях zk0) области (35) и (38) совпадают и 
имеют вид: 

 

β < min (0,4201α1; 0,2102α2; 0,3360α3). 
 

С другой стороны, случай 2 3
40jz   также является «пре-

дельным» в том плане, что для расширения допустимой области помех 
на первом этапе следует перейти к управляющим моментам, получа-
ющимся из (30), (19) или (30), (11) соответствующей перестановкой 
индексов. Поэтому для выбранных значений параметров гиростата 
область допустимых значений β при использовании управляющих мо-
ментов (30), (19) или (30), (11) является промежуточной по отношению 
к указанным двум «предельным» областям. Например, при 
zk0 = 0.1 (рад) область (38) принимает вид: 

 

β < min (0,1894α1; 0,0947α2; 0,1669α3). 
 

Отметим также, что в рамках рассматриваемого в статье подхода 
неуправляемые переменные yi связаны с управляемыми переменными 

,k kz z соотношениями (33), (34). Это исключает недопустимые в про-

цессе управления «особенности» поведения этих переменных (типа 
«ухода в бесконечность» за конечное время). Поэтому поведение не-
управляемых переменных замкнутой системы (25) является регулярным.  

Для примера, при «наихудших» помехах vk
* законы изменения 

переменных yk[t] (угловых скоростей тела) и переменных y3+k[t] (угло-
вых скоростей маховиков) даны соответственно на рисунках 2 и 3. 
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Риc. 2. Законы изменения переменных yk[t] замкнутой системы (25), (30), (11) в 

случае «наихудших помех» vk
 

 

 
Риc. 3. Законы изменения переменных y3+k[t] замкнутой системы (25), (30), (11) в 

случае «наихудших помех» vk
 

 

7.4. Упрощение управлений в задаче 2. Покажем, что оцен-
ка (35) определяет возможность решения задачи 2 не только посред-
ством управляющих моментов (30), (19), но и посредством более про-
стых управляющих моментов типа (20): 
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(41) 

 
В данном случае из нелинейной системы (25), (41) можно вы-

делить линейную конфликтно-управляемую систему типа (21): 
 

2 11
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 (42) 

 
Утверждение 3. Если выполняются неравенства (35), то задача 2 

может быть решена посредством управляющих моментов (41), (19), 
удовлетворяющих заданным ограничениям (2). 

Доказательство. «Назначим» уровни βk
** «вспомогательных 

помех» vk
** в вспомогательной линейной системе (42), полагая 

βk
** = βk

* + 1 (значения βk
* определяются соотношениями (36)). Рас-

смотрим также управления (19), в которых k
* = βk

*+ 2. Здесь 
2  1 > 0 — достаточно малые положительные числа.  

Аналогично доказательству утверждения 1 можно показать, что 
достаточно малые положительные числа 2  1 > 0 можно выбрать та-
ким образом, чтобы заданные ограничения (2) на управляющие мо-
менты (41), (19) были выполнены при выполнении неравенств (35). 

Кроме того, в силу соотношений (37) имеем: 
 

          
 
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3 2 1 2 1 2 22 2 * *
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2 1

3 2 1 22 2
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[ ] 2 1 α α β
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k j j l l l l

j j j

V t z z z
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



      

 

 

  

  

 

 
и на основании неравенства Коши — Буняковского получаем оценки: 
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Полагая 
 

  1
1

22 1ε 1 λ ε ,
    

 

 

при достаточно малом 1 получаем оценки vk
* ≤ βk

* + 1, что подтвер-
ждает «назначенные» уровни «вспомогательных помех» vk

**. Утвер-
ждение доказано. 

Как и при использовании управляющих моментов (30), (19), 
условия (35) гарантируют решение задачи 2 посредством управляющих 
моментов (41), (19) также только при достаточно большом (хотя и ко-
нечном) значении τ. Однако учитывая, что оценки (35) завышенные, а 
управляющие моменты (41), (19) работоспособны и за пределами этих 
оценок, нахождение гарантированного времени переориентации τ 
можно осуществить без учета оценок (35) следующим образом. 

Итерационный алгоритм (нахождения τ в задаче 2 при управ-
ляющих моментах (41), (19)). 

Шаг 1. Выбирается значение  > 0 и «назначаются» уровни 

βk
** = βk

* +  «вспомогательных помех» vk
** в системе (42) (значения βk

* 
определяются соотношениями (36)). Выбираются также «пробные» 
значения k

* > βk
**, предопределяющие соответствующее значение τ. 

Шаг 2. Подтверждается выполнимость неравенств vk
** ≤ βk

** на 
множестве состояний линейной системы (42), (19), что подтверждает 
назначенные уровни vk

**.  
Поскольку верхние оценки выражений Vk монотонно зависят от 

значений k = k
* – βk

**, причем эти оценки тем меньше, чем меньше 

значения k, то для выбранного значения  > 0 найдется диапазон 
«пробных» значений k

* (k
* > βk

**) и соответствующий диапазон зна-
чений , в котором «назначенные» уровни vk

** подтверждаются. 
Шаг 3. Проверка заданных ограничений (2) на управляющие 

моменты (41), (19). При этом в управляющие моменты (41), (19) входят 
значения k

* из того диапазона «пробных» значений, в котором 
«назначенный» уровень vk

** подтверждается. 
Если на шаге 3 заданные ограничения (2) на управляющие мо-

менты uk не выполняются, выбор «пробных» k
* > βk

** (подбор подходя-
щего значения τ из диапазона значений, в котором «назначенные» уровни 
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vk
** подтверждается) продолжается. В противном случае гарантирован-

ное время переориентации определяется выбранным значением τ. 
8. Дополнительное замечание. Для управляемых систем 

дифференциальных уравнений (1) и (25), линеаризуемых обратной 
связью, рассмотренные задачи решаются также (см., например, [5]) 
путем построения траектории движения в заданную точку с после-
дующим обеспечением стабилизации (при помехах) относительно 
заданной траектории.  

В рамках предложенного в статье подхода, в сущности, так и 
происходит. При использовании управлений (6), (19) и управляющих 
моментов (30), (19) линейные системы (7) и (31) по каждой переменной 
выводятся на траектории, соответствующие кривым переключений 
управлений (19), с последующим движением в скользящем режиме 
вдоль этих траекторий. Отличие в том, что указанные траектории 
строятся в результате решения соответствующей игровой задачи оп-
тимального управления. 

Отметим, что при отсутствии помех такой способ позволяет 
получить (как показывают расчеты в работе [3]) субоптимальные по 
быстродействию законы управления в задаче 2.  

При использовании управлений (6), (11) и управляющих момен-
тов (30), (11) движение к цели происходит по траектории, определяемой 
тормозящей экстремальной стратегией, и при отсутствии помех законы 
управления также субоптимальны по быстродействию в задаче 3. 

9. Заключение. Рассмотрена задача гарантированного перевода 
нелинейной управляемой системы, подверженной неконтролируемым 
помехам (возмущениям), за конечное время в положение, где заданная 
часть переменных равна нулю. Данная задача является задачей ча-
стичного (по отношению к части фазовых переменных) управления. 
Управляемая система является аффинной (линейной по управлениям). 
Помехи не имеют каких-либо статистических описаний. Управления 
формируются по принципу обратной связи и удовлетворяют заданным 
«геометрическим» ограничениям. Реализации управлений и помех до-
пускаются в классе измеримых функций времени. Предполагается, что 
в процессе управления известна информация о текущих значениях всех 
координат фазового вектора изучаемой системы.  

Предложена модификация метода линеаризующей обратной 
связи [3], позволяющая получить решение указанной нелинейной 
задачи управления по части переменных на основе решения соот-
ветствующих игровых антагонистических задач управления (с не-
фиксированным временем окончания) для линейных конфликт-
но-управляемых систем дифференциальных уравнений простейшего 
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вида. Линеаризация посредством обратной связи рассматривается для 
более общего (в сравнении с [3], где m = p = r) класса нелинейных 
управляемых систем. Кроме того, управление может 
осуществляться (в случае использования конструкции (6), (19)) по 
большей части переменных.  

В качестве примера изучается случай, когда рассматриваемая 
нелинейная управляемая система описывает пространственный разво-
рот асимметричного твердого тела (космического аппарата) в неопре-
деленной внешней среде, генерирующей помехи с неизвестным стати-
стическим описанием. Управление осуществляется посредством огра-
ниченных по величине моментов внутренних сил, создаваемых двига-
телями-маховиками, что имеет ряд преимуществ при управлении про-
странственным движением космических аппаратов. 

Рассматриваются две типичные задачи гарантированного про-
странственного разворота тела, где цели управления определяются по 
части фазовых переменных указанной системы. Наряду с классической 
задачей переориентации, также рассматривается задача «прохождения» 
телом заданного углового положения в пространстве, небезынтересная 
в случаях необходимости быстрейшей переориентации космического 
аппарата для совершения кратковременных операций в момент дости-
жения заданного положения (таких, например, как фотографирование, 
поражение цели, передача информации). 

Показано, что предложенный в статье подход позволяет с еди-
ных позиций получить и дополнить уже известные решения [20-22] 
этих задач. Также предложено новое решение задачи гарантированной 
переориентации твердого тела посредством более простых управляю-
щих моментов. Указанные решения получены в классе простран-
ственных разворотов без каких-либо дополнительных ограничений на 
характер результирующего движения тела (типа «плоского разворота» 
вокруг оси Эйлера). Приводятся результаты численных расчетов, по-
казывающие эффективность применяемых управляющих моментов.  

Отметим, что имеются также и другие, не использующие лине-
аризацию обратной связью, подходы к анализу нелинейных задач пе-
реориентации асимметричного твердого тела при внешних помехах, 
основанные на методах конфликтного управления с целевым функци-
оналом интегрального типа, адаптивного управления, а также на методе 
функций Ляпунова; см., например, работы [26-31]. Данные задачи 
важны для приложений в космической технике, в том числе для вновь 
возникающих приложений (связанных, например, с использованием 
группы космических аппаратов-перехватчиков для борьбы с астеро-
идной опасностью [32]). 
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