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Таубин Ф.А.,Трофимов А.Н. Каскадное кодирование для многоуровневой флэш-
памяти с исправлением ошибок малой кратности во внешней ступени. 

Аннотация. Один из эффективных подходов к организации помехоустойчивого 
кодирования в многоуровневой флэш-памяти связан с использованием каскадных 
конструкций на основе многомерных целочисленных решеток, используемых для 
построения внутреннего кода. Характерной особенностью таких каскадных конструкций 
является доминирование доли сложности внешнего декодера в общей сложности 
каскадного декодера. Учитывая, что в практических приложениях сложность 
декодирования, как правило, ключевое ограничение, определяющее возможность 
использования помехоустойчивого кодирования для многоуровневой флэш-памяти, 
каскадные конструкции со сравнительно малой сложностью внешнего декодера могут 
оказаться привлекательным решением в рамках обменного соотношения «плотность 
записи — сложность декодирования». Рассмотрена каскадная схема кодирования для 
многоуровневой флэш-памяти, в которой в качестве внутренней ступени используются 
коды на основе решеток Барнса — Уолла, а в качестве внешней ступени используется 
код Рида — Соломона с исправлением малого числа ошибок — не более 4…5. 

Анализ помехоустойчивости предложенной каскадной схемы выполнен 
применительно к модели, отражающей основные физические особенности ячейки флэш-
памяти с неравномерно расположенными целевыми уровнями напряжения в ячейке и 
дисперсией шума, зависящей от записанного значения (input-dependent additive Gaussian 
noise, ID-AGN). Для этой модели в работе развита модификация ранее предложенного 
авторами подхода к оценке вероятности ошибки декодирования внутреннего кода, 
основанная на использовании параллельной структуры кодовой решетки внутреннего 
кода, что позволяет существенно понизить сложность вычислений и ускорить получение 
окончательного результата. Приведены численные результаты, иллюстрирующие 
степень снижения достижимой плотности записи при введении ограничения на число 
исправляемых кодом Рида — Соломона ошибок — не более 4 — для широкого 
диапазона значений времени хранения данных и числа циклов перезаписи.  

Ключевые слова: каскадный код, решетки Барнса — Уолла, код Рида — Соломона, 
многоуровневая флэш-память, вероятность ошибки декодирования, сложность 
декодирования. 

 

1. Введение. Помехоустойчивое кодирование является состав-
ной частью технологии производства флэш-памяти. Простейшие вари-
анты коррекции ошибок — коды Хэмминга — использовались исклю-
чительно для флэш-памяти с одноуровневыми ячейками (single-level 
cell, SLC). Увеличение плотности записи, достигаемое при переходе от 
флэш-памяти с одноуровневыми ячейками к многоуровневой (multi-
level cell, MLC), потребовало использования более эффективных мето-
дов кодирования. В индустрии производства флэш-памяти стандартом 
выбора де-факто являются коды Боуза —Чоудхури — Хоквинге-
ма (БЧХ) [1-5]. Однако эффективность использования БЧХ-кодов ока-
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зывается весьма чувствительной к исходной вероятности ошибки (raw 
bit error rate) в многоуровневой флэш-памяти. В частности, необходи-
мые значения избыточности и сложности декодирования БЧХ-кодов, 
при которых может быть обеспечена требуемая вероятность ошибки 
порядка 10-12...10-16, быстро возрастают (часто до неприемлемых вели-
чин) при достижении исходной вероятности ошибки (raw bit error rate) 
уровня 10-4...10-3[6].  

Это обстоятельство диктует необходимость поиска более эффек-
тивных подходов к организации введения помехоустойчивого кодиро-
вания в многоуровневой флэш-памяти. Один из таких подходов, часто 
рассматриваемый во множестве публикаций, состоит в использовании 
кодов с малой плотностью проверок на четность (LDPC, Low-Density 
Parity-Check), имеющих длину порядка несколько тысяч символов и 
декодируемых с использованием мягких решений (см. к примеру, рабо-
ты [7-9]). Основной недостаток такого подхода — большая задержка 
при декодировании и, возможно, чрезмерная сложность реализации де-
кодера. Второй подход связан с использованием каскадных конструк-
ций [10-13]. Схема каскадного блокового кодирования в простом случае 
состоит в следующем. Сообщения кодируются некоторым корректиру-
ющим кодом (внутренним кодом). После этого полученная последова-
тельность кодовых слов внутреннего кода кодируется другим недвоич-
ным кодом (внешним кодом), в котором слова внутреннего кода рас-
сматриваются как недвоичные символы. Основная идея использования 
каскадирования применительно к многоуровневой памяти состоит в том, 
чтобы с помощью подходящего, сравнительно простого внутреннего 
кода обеспечить лучшее согласование внешнего кода с расширенным 
каналом (включающим кодер, исходный канал и декодер внутреннего 
кода). Среди возможных вариантов внутреннего кода следует выделить 
многомерные сигнальные множества, обладающие гибкой структурой с 
широким диапазоном варьирования параметров и допускающие, как 
правило, сравнительно простую организацию мягкого декодирования, 
что может существенно повысить эффективность внешнего кодирова-
ния. Весьма важным достоинством каскадной схемы в плане реализации 
является гибкость ее архитектуры, что позволяет, в частности, реализо-
вать внутреннюю ступень кода, имеющую небольшую сложность, непо-
средственно на странице кристалла (чипа) флэш-памяти, содержащей 
защищаемые данные (on-chip implementation). 

В работе [14] был предложен и проанализирован ряд каскадных 
конструкций для флэш-памяти, базирующихся на использовании мно-
гомерных решеток в качестве внутреннего кода и кодов Рида — Соло-
мона во внешней ступени каскадной схемы. В качестве основного кри-
терия при выборе конструкций рассматривалась плотность записи, из-
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меряемая в количестве бит, приходящихся на одну ячейку памяти. В 
частности, было показано, что для модели флэш-памяти с четырьмя 
уровнями записи в ячейке при требуемом уровне вероятности ошибки 
на бит 10-12 предложенные каскадные конструкции обеспечивают плот-
ность записи в диапазоне от 1.93 бит/ячейка (для сравнительно хороших 
условий записи) до 1.30 бит/ячейка (для наихудших сочетаний числа 
циклов перезаписи и времени хранении данных). Как показал сравни-
тельный анализ предложенных конструкций, выбор предпочтительного 
внутреннего кода (и необходимой корректирующей способности внеш-
него кода Рида — Соломона) существенно зависит от числа циклов пе-
резаписи и времени хранения данных, причем доминирующим факто-
ром является число циклов перезаписи. Так, при времени хранения дан-
ных 1 месяц и числе циклов перезаписи, не превосходящем значений 
порядка 104, предпочтительным является безызбыточный внутренний 
код (с плотностью записи 2 бит/ячейка и наименьшей помехоустойчиво-
стью); при этом требуемая вероятность ошибки достигается при исполь-
зовании внешнего кода Рида — Соломона (1024, 988), исправляюще-
го 18 ошибок. При дальнейшем возрастании числа циклов перезаписи, 
предпочтительными оказываются конструкции с более помехоустойчи-
вым внутренним кодом (вероятность ошибки на 1…2 порядка ниже, чем 
для безызбыточного кода) и, соответственно, менее жесткими требова-
ниями к помехоустойчивости внешнего кода Рида — Соломона — 6…7 
исправляемых ошибок вместо 18.  

Отличительной особенностью конструкций, обеспечивающих 
максимизацию плотности записи, является сравнительно высокая ве-
роятность ошибки декодирования внутреннего кода, что, в свою оче-
редь, требует достаточно большой корректирующей способности 
внешнего кода. В результате, как показывает предварительный анализ 
сложности реализации таких конструкций, сложность каскадного де-
кодера практически полностью определяется сложностью декодирова-
ния внешнего кода Рида — Соломона. Так, для внутренних кодов на 
основе решеток D5 и E7 (целочисленных решеток, порождаемых кодом 
с проверкой на четность (5,4) и кодом Хэмминга (7,4) соответственно) 
сложность реализации декодера можно примерно оценить (с использо-
ванием данных, представленных в [15]), как 1 тысяча и 1.5 тысячи 
цифровых логических вентилей (4-transistor NAND gates) соответ-
ственно. Представление о порядке сложности реализации декодирова-
ния кодов Рида — Соломона (512,498) и (2048,2036), используемых в 
качестве внешних кодов для указанных внутренних кодов, можно по-
лучить на основе доступных сведений о реализации декодеров ряда 
широко используемых кодов Рида — Соломона. Согласно публикаци-
ям [16, 17], сложность реализации декодера кода Рида — Соломо-
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на (255,239), исправляющего 8 ошибок, примерно оценивается в диа-
пазоне от 39 тысяч до 124 тысяч (в зависимости от степени параллели-
зации вычислений) цифровых логических вентилей.  

Столь высокая сложность декодирования внешнего кода — по 
меньшей мере несколько десятков тысяч цифровых логических венти-
лей — может оказаться серьезным ограничением даже при реализации 
внешней ступени кодирования вне чипа (off-chip). Если в качестве 
ключевого параметра, определяющего возможность использования 
помехоустойчивого кодирования для многоуровневой флэш-памяти, 
выступает сложность декодирования, то в общем классе предложен-
ных в [14] каскадных конструкций следует выделить конструкции с 
минимальной, по возможности, сложностью декодирования. Как отме-
чалось выше, сложность каскадного декодера практически полностью 
определяется сложностью декодирования внешнего кода Рида — Со-
ломона. В свою очередь, сложность декодера кода Рида — Соломона, 
как известно, степенным образом возрастает с увеличением числа ис-
правляемых ошибок. Это означает, что один из основных путей сни-
жения сложности каскадного декодера — использование в рассматри-
ваемой каскадной схеме кодов Рида — Соломона с небольшим числом 
исправляемых ошибок. Так, согласно результатам, представленным 
в [18], сложность реализации декодера кода Рида — Соломо-
на (255,249), исправляющего 3 ошибки, примерно оценивается в 15 
тысяч двухвходовых вентилей.  

В данной работе рассматривается каскадная схема, в которой 
внешний код Рида — Соломона исправляет малое число ошибок — не 
более 4…5. Известно, что при таком ограничении вычисление коэффи-
циентов многочлена локаторов ошибок может быть реализовано с ис-
пользованием явных и достаточно простых алгебраических выражений, 
что и подтверждают результаты работы [18]. В случае исправления 
большего числа ошибок для реализации этого этапа декодирования тре-
буется выполнение более сложных в реализации алгоритма Берлекэм-
па — Месси или алгоритма Питерсона. Снижение корректирующей спо-
собности внешнего кода должно сопровождаться повышением помехо-
устойчивости внутренней ступени кодирования. Это требование реали-
зуется переходом к более широкому классу внутренних кодов, а именно 
кодов на основе решеток Барнса — Уолла [19]. Учитывая, что для внут-
ренних кодов на основе решеток Барнса — Уолла сложность декодиро-
вания невелика [19], можно ожидать заметного снижения сложности 
реализации каскадного декодера при относительном возрастании кор-
ректирующей способности внутренней ступени каскадного кода.  

При получении характеристик помехоустойчивости предложен-
ной каскадной схемы сначала оценивается вероятность ошибки деко-
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дирования внутреннего кода, а затем — внешнего. Вероятность ошиб-
ки декодирования внешнего кода оценивается с использованием обыч-
ной техники суммирования биномиального распределения, а вероят-
ность ошибки декодирования внутреннего кода — с использованием 
оригинального подхода, разработанного ранее в [14]. Он заключается в 
комбинации аддитивного неравенства и оценки вероятности ошибки 
для кода из двух слов, которая построена с использованием характери-
стических функций распределений, задающих канал. Кроме того, при 
вычислении аддитивной границы для вероятности ошибки мы в ряде 
случаев используем параллельную структуру кодовой решетки внут-
реннего кода, что позволяет понизить сложность вычислений и уско-
рить получение окончательного результата.  

2. Краткое описание модели многоуровневой флэш-памяти. 
Как и в работе [14], анализ проводится в рамках модели, в которой 
блок флэш-памяти рассматривается как множество независимых ячеек. 
При этом физический носитель задается как стационарный канал без 
заметной тенденции к пакетированию ошибок, поэтому математиче-
ская модель представляет собой модель канала без памяти, которая 
полностью определяется моделью одиночной ячейки флэш-
памяти [20], а также [29] и ссылки там.  

Входные уровни каждой ячейки принимают некоторые фик-
сированные значения 0, 1 1,..., qx x x  , а выходные значения представля-

ют собой случайные величины. Распределения этих случайных ве-
личин параметризованы значениями 0, 1 1,..., qx x x  , и они описывают-

ся условными функциями плотности вероятности (ф.п.в.) | ( | ),y xp y x  

y   , 0 1 1, ,... qx x x x  . Среди факторов, определяющих распре-

деление значений выходных уровней ячеек, наиболее значимыми 
являются: а) начальное распределение пороговых значений; б) коли-
чество циклов записи/стирания (program/erasure cycling, P/E cycling); 
в) взаимная интерференция ячеек (cell-to-cell interference); г) дли-
тельность времени хранения (retention) [21, 22]. Как отмечалось в 
работе [14], интегральное влияние этих факторов может быть доста-
точно адекватно аппроксимировано гауссовой моделью. Поэтому 
будем полагать, что модель ячейки определяется ф.п.в | ( | )y x ip y x , 

которые могут быть аппроксимированы гауссовскими плотностями, 
то есть в принятой модели:  

 

2

| 2

( )1
( | ) exp

22
i

y x i
ii

y x
p y x


 

  
 

. 
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Такое описание также называется моделью с гауссовским шу-
мом, стандартное отклонение которого i  зависит от входного значе-

ния ix  (input-dependent additive Gaussian noise, ID-AGN). Математиче-

ские ожидания ix  и стандартные отклонения i , 0,1,..., 1i q  , услов-

ных ф.п.в. | ( | )y x ip y x  представляют собой основные параметры этой 

модели. Важной особенностью модели ячейки многоуровневой флэш-
памяти является то, что с ростом числа циклов перезаписи N  и време-
ни хранения T  значения ix  (кроме 0x ) уменьшаются, а значения 

i  (кроме 0 ) увеличиваются, что соответствует ухудшению канала с 

ростом величин T  и N . Дальнейшие детали описания модели пред-
ставлены в [14, 29] и ссылки там. Распространенным примером, ис-
пользуемым далее в качестве основного, служит значение 4q  .  

3. Схема каскадного кодирования. В рассматриваемой схеме 
каскадного кодирования используются две ступени: внутренняя и 
внешняя. Внешний код представляет собой расширенный (удлиненный 
на один символ) код Рида — Соломона, а внутренний код построен как 
множество последовательностей, символами которых являются эле-
менты множества {0,1,..., 1}q  , где q  — число уровней записи ячейки 

флэш-памяти. Кодовые символы внешнего кода подвергаются блоко-
вому перемежению, а именно: h последовательных слов кода Рида — 
Соломона записываются в прямоугольную таблицу, содержащую h 
строк, после чего последовательно считываются по столбцам. Каждый 
столбец этой таблицы отображается в один символ внутреннего кода. 
Параметр h  определяется объемом внутреннего кода и размером ал-
фавита кода Рида — Соломона. При 1h   один символ внешнего кода 
отображается в одно слово внутреннего кода, то есть имеет место 
обычная каскадная схема кодировании.  

Слова внутреннего кода (т.е. символы внешнего кода) строятся 
как точки конечного подмножества 0B  некоторой исходной n-мерной 

целочисленной решетки (lattice) 0 , 0 0B   .  

Замечание. Термину «решетка» соответствуют два различных 
понятия, используемые в теории связи и теории кодирования, которые 
в английском переводе записываются как «lattice» и «trellis». В данном 
тексте используются оба эти понятия, поэтому для устранения неопре-
деленности наряду с русским словом «решетка» местами будет указы-
ваться его английский эквивалент, соответствующий контексту.  

Объем алфавита и длина слова внутреннего кода равны в этом 
случае числу уровней записи ячейки флэш-памяти q  и размерности 
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решетки (lattice) n  соответственно. Если обозначить объем внутренне-
го кода (число точек в конечном подмножестве целочисленной решет-
ки 0B , 0 0B   ) как 0B , то скорость внутреннего кода может быть за-

писана как 2 0log /r B n . Поскольку 0
nB q , то имеет место граница 

2log /r q n . Если обозначить через 1R  скорость внешнего кода, то 
общая скорость каскадного кода, определяющая значение плотности 
записи в ячейку флэш-памяти, может быть вычислена 

1 1 2 0log /общR rR R B n  , бит/ячейка. 

Пусть длина внешнего кода обозначена как 1N . Предполагая, 
что внешний код представляет собой расширенный код Рида — Соло-

мона, можно записать, что 1 0
hN B . 

4. Внутренний код на основе решеток Барнса — Уолла. Обо-
значим через A  множество, состоящее из q целых чисел 

{0,1,.., 1}A q  , и будем полагать, что значение 2logm q  целое. 

Множество ,A  очевидно, соответствует совокупности равномерно рас-
пределенных уровней q  -уровневой ячейки памяти. Множество A   

связано с реальным множеством целевых уровней q -уровневой ячейки 

памяти 0 1 1{ , ,..., }qX x x x   посредством взаимно однозначного отобра-

жения I  множества A  на множество X  вида ( ) , 0 1 .iI i x i q     

Пусть B  есть прямое произведение n  экземпляров множества ,A   

.nB A  Множество B  будем называть сигнальным множеством рас-
сматриваемой далее каскадной конструкции. Общее число точек в 
сигнальном множестве B  равно 2exp ( ) ,m n  так что множество B  со-

ответствует n  ячейкам памяти, хранящим m n  бит. Внутренний код 

0B  рассматриваемой далее каскадной кодовой конструкции представ-

ляет собой некоторое подмножество сигнального множества ,B  

0B B . При построении и анализе внутреннего кода удобно рассмат-
ривать исходное сигнальное множество B  как конечное подмножество 

n-мерной целочисленной решетки nZ , а внутренний код 0B  — как 

конечное подмножество решетки 0 .n    Такой подход позволяет 
получить регулярную процедуру построения внутренних кодов на ос-
нове разбиений исходной решетки 0  на подходящие вложенные под-

решетки. Подрешетка 0  определяет разбиение 0/nZ   решетки nZ  

на подрешетку 0  и ее смежные классы; пусть порядок этого разбие-
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ния 0 2 0/ exp ( ).nZ r   Внутренний код 0B  есть пересечение решет-

ки 0  и сигнального множества ,B  0 0B B   . Очевидно, общее 

число точек в множестве 0B  равно 2 0exp ( ).m n r  

Будем полагать, что решетка 0  есть: 1) mod-4 решетка, то 

есть 0 4 n   ; и 2) является разложимой решеткой. Разложимость 

mod-4 решетки 0  означает, что 0  может быть представлена в 

следующем виде [19]:  
 

   (1) (0)
0 1 2 1 0 2 04 2{ 1 exp } { 1 exp },n

l lZ l k l k       a G a G  (1) 
 

где (1)
la  и (0)

la  — двоичные (над алфавитом {0,1}) векторы размерно-

сти 1k  и 0k  соответственно; 1G  и 0G — двоичные 1k n  и 0k n  

матрицы соответственно, причем 0G  есть подматрица матрицы 1G ; и 

1 0 02 .k k n r    Матрицы 1G  и 0G  в разложении (1) можно интерпре-

тировать как порождающие матрицы некоторых линейных кодов 1С  и 

0С  соответственно, поэтому схематично разложение (1) можно пред-

ставить в виде: 
 

0 1 04 2 ,nZ C C     (2) 
 

где код 0С  есть подкод кодаи 1С . Квадрат минимального евклидова 

расстояния
 

между точками решетки 0  может быть найден как 

 2
0 1 0min 16, 4 ( ), ( ) .H Hd C d C   В частном случае, когда код 1С  безыз-

быточный, схематичное представление разложения (1) приобретает 
вид 0 02 .nZ C    При этом квадрат минимального евклидова рас-

стояния между точками решетки 0  равен  2
0 0min 4, ( ) .Hd C   

Приведем два примера использования представления (2). 
Например, если в качестве 0  выбрана решетка 8R ,E  полученная пу-

тем прореживания решетки Gosset 8 ,E  код 1С  в (2) есть код проверки 

на четность (8,7,2), а код 0С  представляет собой код с повторени-

ем (8,1,8). Второй пример: 0 есть 16-мерная решетка Барнса — Уол-

ла 16 ;  тогда код 1С  в выражении (2) есть код проверки на чет-

ность (16,15,2), а код 0С  — код Рида — Маллера (16,5,8). В обоих 
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примерах квадрат минимального евклидова расстояния 2
0 8  . Заме-

тим, что для рассматриваемой модели многоуровневой флэш-
памяти [14] евклидовы расстояния лишь косвенным образом опреде-
ляют вероятность ошибки декодирования внутреннего кода. Тем не 
менее эти характеристики оказываются полезными при конструирова-
нии подходящих каскадных схем кодирования.  

Разложение (1) решетки 0  однозначно определяет аналогич-

ное разложение внутреннего кода 0B . Пусть 1 4 ,nB Z B   то есть: 
 

1 {0,4,..., 4} ;nB q   (3) 
 

в частности, при q = 4 множество 1B  состоит из одного нулевого вектора. 

Тогда внутренний код 0B  может быть представлен в следующем виде: 
 

   (1) (0)
0 1 1 2 1 0 2 02{ 1 exp } { 1 exp },l lB B l k l k      a G a G  (4) 

 

где, как и для представления (1), (1)
la и (0)

la  — двоичные (над алфави-

том {0,1}) векторы размерности 1k  и 0k  соответственно; 1G  и 0G  – 

двоичные 1k n  и 0k n  матрицы соответственно; и 1 0 02 .k k n r    

Матрицы 1G  и 0G , как и в разложении (1), есть порождающие матри-

цы линейных кодов 1С  и 0С  соответственно, поэтому схематично 

разложение (4) можно представить в виде: 
 

0 1 1 02 .B B C C     (5) 
 

Представления (4) и (5), позволяют явно указать на весьма про-
стую процедуру кодирования для внутреннего кода 0 .B  Двоичный 

блок u , кодируемый кодом 0B , состоит, очевидно, из 0mn r  симво-

лов. Представим блок u  в виде набора m  подблоков: 
 

0 1 1( , , , ) ,mu u u u (6) 
 

где подблок 0u  имеет длину 0k , подблок 1u  имеет длину 1,k  

1 0 02k k n r    остальные подблоки 2 1, , mu u  имеют длину .n  По-

ложим, что кодовое слово b  внутреннего кода 0B , соответствующее 

входному кодируемому блоку u , имеет вид:  
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1

0 0 1 1
2

2 2 ,
m

k
k

k





  b u G u G u  (7) 

 
где 0G  — порождающая матрица линейного двоичного 0( , )n k  кода 0C ,

1G  — порождающая матрица линейного двоичного 1( , )n k  кода 1C  в (5). 

Нетрудно видеть, что совокупность из 

2 1 0 2 0exp ( ( 2) ) exp ( )k k m n mn r      n-мерных векторов над алфавитом 

,A  порождаемых согласно (7), совпадает с множеством слов внутреннего 
кода 0B , задаваемого представлением (4). Скорость внутреннего кода 

0 1( ) / бит/яч й а.2 , е кr k k n m    Квадрат минимального евклидова 

расстояния внутреннего кода 2  совпадает, очевидно, с 2
0  и равен:  

 
2
0 1 0min{16,4 ( ), ( )}.H Hd C d C   

 
Внутренний код 0B , как следует из (3) и соотношения (7), мож-

но рассматривать как прямую сумму кодовых слов линейного двоич-
ного кода 0С  (с порождающей матрицей 0G ), кодовых слов линейного 

двоичного кода 1C  (с порождающей матрицей 1G ), умноженных на 2, 

и подмножества (3). Это означает, что при описании внутреннего кода 
в виде обычной решетчатой диаграммы ,  состоящей из n ярусов 

(bit-level trellis diagram), диаграмма   может быть представлена в 

виде прямого произведения обычных решетчатых диаграмм [23] кодов 

0С и 1C , а также «кода» 1B : 
 

0 1 2 ,      
 

где 0 1 2, ,    — решетчатые диаграммы кодов 0С , 1C  и «кода» 1B  

соответственно. Учитывая, что «код» 1B  определен выражением (3), диа-

грамма  может быть представлена в виде произведения 0 1   ре-

шетчатых диаграмм кодов 0С  и 1C  с 1m  параллельными ребрами для 

каждой пары смежных состояний. Ребра диаграммы   внутреннего ко-

да 0B  маркируются символами из множества A ; при этом, как следует из 

равенства (7), параллельные ребра, соединяющие пару смежных состоя-
ний, маркируются символами одного из следующих четырех мно-
жеств: {0, 4, …, q – 4}, {1, 5, …, q – 3}, {2, 6, …, q – 2}, {3, 7, …, q – 1}. 

ИНФОРМАЦИОННАЯ БЕЗОПАСНОСТЬ

1158 Труды СПИИРАН. 2019. Том 18 № 5. ISSN 2078-9181 (печ.) 
ISSN 2078-9599 (онлайн), www.proceedings.spiiras.nw.ru

_________________________________________________



Представление кода с использованием обычной (bit-level) решетчатой 
диаграммы является, как хорошо известно из [23], одним из ряда воз-
можных. Во многих случаях более предпочтительным может оказаться 
описание кода 0B  посредством секционированной решетчатой диа-

граммы, при котором диаграмма кода формируется из s секций. Каж-
дая из этих секций объединяет n/s ярусов исходной bit-level диаграм-
мы, при этом количество параллельных ребер, соединяющих каждую 
пару смежных состояний, составляет /( 1)n sm  . Отметим также, что в 

ряде случаев прямое произведение решетчатых диаграмм кодов 0С и 

1C  реализуется в виде параллельных структурно идентичных подре-

шеток без перекрестных связей между ними.  
При введении внешнего кодирования блок u (6), кодируемый 

внутренним кодом, есть двоичное представление одного или не-
скольких символов внешнего кода. Будем полагать, что внутренний 
код 0B  с минимальным евклидовым расстоянием 0  используется 

для кодирования h  символов перемеженных кодовых слов (по од-
ному из каждого слова) внешнего расширенного кода Рида — Соло-
мона. В этом случае, блок u, кодируемый кодом 0B , есть двоичное 

представление этих h символов, принадлежащих h словам внешнего 
кода Рида — Соломона. Учитывая, что блок u состоит из 0mn r  

символов, отношение 0( ) /mn r h  должно быть целым, а максималь-

но возможная длина внешнего кода Рида — Соломона составляет 

2 0exp (( ) / ).mn r h  Отображение блока u, представляющего собой в 

двоичной форме h символов перемеженных кодовых слов (по одно-
му из каждого слова) в кодовое слово внутреннего кода b произво-
дится в соответствии с правилом (7). Плотность записи при таком 
варианте внешнего кодирования составляет 1 0( / )R m r n  бит/ячейка, 

где R1 — скорость кода Рида — Соломона. В таблице 1 приведены 
параметры ряда каскадных конструкций для q = 4 с внутренним ко-
дом на основе следующих решеток (или подрешеток) Барнса — Уо-
лла [19]: 8 8(0,2) ,BW E  8 8( 1, 2) R ,BW E   16 16(1,3) ,BW H  

16 16(0,3) ,BW    16 16( 1,3) R ,BW H   32 32(1,4) ,BW H  

32 32(0,4) ;BW    оператор R  в обозначениях подрешеток 

8 ( 1,2)BW   и 16( 1,3)BW  представляет собой оператор вращения, 

определенный в [10]. Компонентные коды 0C  и 1C  в этом случае 

представляют собой коды Рида — Маллера [19].  
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Отметим, что все внутренние коды, представленные в таблице 1, 
могут быть описаны посредством секционированной решетчатой диа-
граммы с четырьмя секциями, каждая из которых объединяет, соответ-
ственно, 2, 4 и 8 ярусов исходной bit-level диаграммы. 

 

Таблица 1. Параметры каскадных конструкций с внутренним кодом на основе 
решеток (или подрешеток) Барнса-Уолла 

Исходная 
решетка 
Λ0 и ее 
размер-
ность n 

Коды 
С0 и С1 

 

Мин. 
рас-
стоя-
ние δ 

Объем 
внутрен-
него кода 

|B0| 

Возможные 
значения h и 

длин кода Ри-
да-Соломона N1 

Плотность
записи, 

бит/ячейка

E8, n=8 
С0 = (8,4,4)
С1 = (8,8,1) 

2 212 N1 = 16, h = 3
N1 = 64, h = 2 

1.5R1 

RE8, n=8 
С0 = (8,1,8) 
С1 = (8,7,2) 

8  
 

28 N1 = 256, h = 1 
 

1.0R1 

H16, n=16 
С0 = (16,11,4)
С1 = (16,16,1) 

2 227 N1 = 512, h = 3
 

1.688R1 

Λ16, n=16 
С0 = (16,5,8) 
С1 = (16,15,2) 8  220 

N1 =16, h = 5
N1 =32, h = 4 

N1 =1024, h = 2 
1.25R1 

RΛ16, n=16 
С0 = (16,1,16)
С1 = (16,11,4) 

4 212 N1 = 64, h = 2
N1 = 4096, h =1 

0.75R1 

H32, n=32 
С0 = (32,16,8)
С1 = (32,31,2) 8  247 N1 =247, h = 1 1.468R1 

Λ32, n=32 
С0 = (32,6,16)
С1 = (32,26,4) 

4 232 N1 = 16, h = 8;
N1 = 256, h = 4 

1.0R1 

 

Наибольший интерес представляют коды, обеспечивающие, с 
одной стороны, высокую плотность записи, а с другой — большое зна-
чение минимального расстояния. Среди них далее мы рассматриваем: 

a) код на основе решетки 8E , для которого 2   и плотность 

записи 11.5R  бит/ячейка; 

b) код на основе решетки 8RE , для которого 8   и плот-

ность записи 11.0R  бит/ячейка; 

c) код на основе решетки 16 , для которого 8   и плот-

ность записи 11.25R  бит/ячейка. 

Сложность реализации кода на основе решетки 32H , для кото-

рого 8   и плотность записи 11.468R  бит/ячейка, представляется 

слишком большой, и поэтому он исключатся из дальнейшего рассмот-
рения. Рассмотрим подробно структуру решетчатых диаграмм ко-
дов «а», «b» и «c». 
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Код «а». Этот код строится на основе минимальной решетчатой 
диаграммы двоичного кода Хэмминга (8,4,4), показанной на рисун-
ке 1[24, 25]. Для получения из нее решетчатой диаграммы внутреннего 
кода ребра, отмеченные символом 0 (показаны на рисунке пунктиром), 
заменяются двумя параллельными ребрами, которые отмечаются сим-
волами 0 и 2, а ребра, отмеченные символом 1 (показаны на рисунке 
сплошной линией), — двумя параллельными ребрами, отмеченными 
символами 1 и 3.  

 

 
Рис. 1. Решетчатая диаграмма двоичного кода Хэмминга (8,4,4) 
 

Код «b». Решетчатая диаграмма этого кода строится на основе 
решетчатых диаграмм кода с одной проверкой на четность (8,7,2) и 
кода с повторением (8,1,8). Иллюстрация показана на рисунке 2.  

Код «c». Диаграмма этого кода строится на основе решетчатой 
диаграммы кода Рида — Маллера (16,5,8). Она в секционированном 
виде приведена на рисунке 3 [19]. Эта диаграмма, как видно из рисун-
ка, представляет собой четыре параллельных решетки меньшей слож-
ности без перекрестных связей между ними. 

 

 
Рис. 2. Решетчатая диаграмма двоичного кода (8,7,2), двоичного кода (8,1,8) и 

внутреннего кода «b» 
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Рис. 3. Решетчатая диаграмма двоичного кода (16,5,8) 

 
Структура решетки меньшей сложности (малой решетки) в сек-

ционированном виде и в виде обычной диаграммы показана на рисун-
ке 4. Вектор a принимает значения (0000), (0101), (0011) и (1001), и в 
зависимости от его значения получаются четыре варианта малой ре-
шетки, из которых строится решетка, показанная на рисунке 3. В ниж-
ней части рисунка 4, где показана малая решетка в виде обычной или 
несекционированной диаграммы, разметка ребер не указана из-за не-
достатка места. Эта разметка строится очевидным образом и может 
быть легко восстановлена.  

 

 
 

Полная решетчатая диаграмма кода «в» строится как параллель-
ная структура решеток, полученных в результате комбинации диа-
грамм кода с проверкой на четность (16,15,2) и малой решетки, пока-
занной на рисунке 5. Эта диаграмма изображена на рисунке 6. 

Рис. 4. Малая решетка в секционированном виде и обычном 
представлении, a = (0000), (0101), (0011), (1001) 
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Замечание. Варианты, представленные в таблице 1, фактически 

исчерпывают перечень приемлемых с точки зрения приложений кон-

Рис. 6. Решетчатая диаграмма кода «c» 

Рис. 5. Решетчатая диаграмма двоичного кода (16,15,2), малой ре-
шетки двоичного кода (16,5,8), и их комбинация 
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струкций внутреннего кода на основе решеток Барнса — Уолла. Рас-
ширение перечня приемлемых конструкций внутреннего кода может 
быть получено по меньшей мере двумя путями. Первый — рассмотре-
ние произвольных mod-4 решеток, порождаемых (в соответствии с (1) 
и (2)) линейными двоичными кодами 0C  и 1 ,C  такими, что код 0C  

есть подкод кода 1 .C  Второй путь — конструирование внутреннего 

кода на основе правила (7) с использованием подходящих (для рас-
сматриваемой ситуации) кодов 0C  и 1 .C  При этом множество ,  

порождаемое как:  
 

   (1) (0)
1 2 1 0 2 04 2{ 1 exp } { 1 exp },n

l lZ l k l k       a G a G  

 
где (1)

la и (0)
la  — двоичные (над алфавитом {0, 1}) векторы размера 1k  и 

0k  соответственно; 1G  — порождающая 1k n  матрица кода 1 ,C  

0G  — порождающая 0k n  матрица кода 0 ,C  в общем случае не яв-

ляется решеткой, то есть аддитивной группой. Кроме того, канал запи-
си/считывания для флэш-памяти представляет собой, как отмечалось 
в [14], ID-AGN канал, поэтому вычисление (или оценивание) вероят-
ности ошибки для кода 0B  , описываемого решетчатой диаграммой  , 

требует оперирования с диаграммой   . 

5. Введение внешнего кодирования. Кодовые символы 
внешнего кода Рида — Соломона подвергаются, как указывалось 
выше, блоковому перемежению таким образом, что внутренний код 

0B  используется для кодирования h  символов перемеженных кодо-

вых слов (по одному из каждого слова); параметр h определяется 
объемом внутреннего кода и размером алфавита (длиной N1) расши-

ренного кода Рида — Соломона: 1 0
hN B . В результате исключает-

ся пакетирование ошибок на входе декодера кода Рида — Соломона, 
то есть ошибки в кодовых символах кода Рида — Соломона являют-
ся независимыми, несмотря на то, что слово внутреннего кода есть 
результат кодирования h, h ≥ 1 символов кода Рида — Соломона. 
Среди представленных в таблице 1 каскадных конструкций для 
дальнейшего детального анализа были выбраны три конструкции (c 
четырьмя вариантами для каждой), представленные в таблице 2. 
Этот выбор был сделан, исходя из соотношения между минималь-
ным расстоянием, плотностью записи и ограничением на число ис-
правляемых внешним кодом ошибок, t ≤ 4. 
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Таблица 2. Параметры выбранных для анализа каскадных конструкций 
Вариант 
внутрен-

него 
кода 

Исходная 
решётка Λ0 

и ее раз-
мерность n 

Мин. 
рас-
стоя-
ние δ 

Объем 
внут-

реннего 
кода |B0| 

Коды 
Рида-Соломона 

Плотность 
записи, 

бит/ячейка 

 
«а» 

 

8E , n=8 
 
2  

 
212 

(64,62), h = 2 
(64,60), h = 2  
(64,58), h = 2 
(64,56), h = 2 

1.453 
1.406 
1.359 
1.312 

 
«b» 

 

8RE , n=8 
 
8  

 
28 

(256,254), h = 1 
(256,252), h = 1 
(256,250), h = 1 
(256,248), h = 1 

0.992 
0.984 
0.977 
0.969 

 
«c» 

 

16 , n=16 
 
8  

 
220 

(1024,1022), h = 2 
(1024,1020), h = 2 
(1024,1018), h = 2 
(1024,1016), h = 2 

1.248 
1.245 
1.243 
1.240 

 

6. Анализ помехоустойчивости. Анализ помехоустойчивости 
предложенных каскадных кодовых конструкций включает в себя два 
этапа. Первый этап состоит в вычислении (оценке) вероятности ошибки 
декодирования по максимуму правдоподобия (МП) слова внутреннего 
кода. На втором этапе вычисляется (оценивается) вероятность ошибки 
декодирования слова внешнего кода с использованием результатов, по-
лученных на первом этапе. Рассмотрим оба эти этапа последовательно.  

Вычисление аддитивной границы ошибки декодирования внут-
реннего кода, представленного параллельными решетками. Некоторые 
из отобранных ранее вариантов внутреннего кода задаются с использо-
ванием решетчатой диаграммы, имеющей вид параллельных решетча-
тых структур, не связанных друг с другом. Эта особенность их структу-
ры может быть использована для уменьшения сложности вычисления 
верхней границы вероятности ошибки декодирования внутреннего кода.  

Аддитивная граница вероятности ошибки декодирования по МП 
слова внутреннего кода задается выражением [14]:  

 

0

1 ( )
Re ,e

D j M
p d

M j

  
  

  


  (8) 

 
где 
 

( , ' )
' 1

( ) ( )( ) ( ).
n

z x x
l

l lD c 



x x

 (9) 
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M  — количество слов внутреннего кода, n  — длина cлова 
внутреннего кода. Суммирование в правой части равенства (9) в обеих 
суммах выполняется по всем парам слов внутреннего кода x  и 'x , 

(1) ( )( ,..., )nx xx , (1) ( )' ( ' ,..., ' )nx xx . Функции 
( , ' )( ) ( ) ( )

z x xl lc   в (9) пред-

ставляют собой характеристические функции величин 

 | |( | , ') ln ( | ') / ( | )y x y xz y x x p y x p y x , то есть:  

 
( | , ')

( | , ') ( ) ,j z y x x
z y x xc e    

 
где усреднение выполняется по значениям выходной величины кана-
ла ,y  то есть по значению, считанному из ячейки флэш-памяти. При 

условии, что было передано (записано) значение уровня x  , считанное 
значение y   имеет гауссовское распределение с математическим ожи-

данием x   и стандартным отклонением ( )x . Заметим, что ( ) ix  , 

если ix x . Показано [14], что при ( ) ( ')x x   функция ( , ') ( )z x xc   

задается следующим равенством: 
 

1

( | , ') 2 2

( ) ( ')
( )

( ) (1 ) ( ')

j j

z y x x
x x

c
j x j x

  
  



 
 

 

2

2 2

(1 )( ')
exp ,

2( ( ) (1 ) ( '))

j j x x

j x j x

 
  

  
 

  
 

(10) 

 
при условиях:  
 

 2 2 2Im ( ') / ( ) ( ')x x x     , если ( ) ( ')x x   

 
и 

 2 2 2Im ( ') / ( ') ( )x x x      , если ( ) ( ').x x   

 
В случае, когда ( ) ( '),x x   характеристическая функция 

( , ') ( )z x xc   вычисляется согласно выражению:  

2

( | , ') 2

(1 )( ')
( ) exp .

2 ( )
z y x x

j j x x
c

x

 


  
  

 
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Обозначим для краткости записи произведение в правой ча-
сти (9) как: 

 

( | , ') ( | , ' )
1

( ) ( ) ( )( ) ( ),
n

Z z y x x
l

l l lC c 


y x x  (11) 

 

где случайная величина ( | , ')Z y x x  определена следующим образом: 
 

( ) ( ) ( )

1

( | , ') ( | , ' ).
n

l l l

l

Z z y x x


y x x  

 

Заметим также, что в силу независимости величин ( )ly  при фик-

сированных значениях ( ) ( )  , ' :l lx x  
 

( | , ')
( | , ') ( ) ,j Z

ZC e   y x x
y x x  (12) 

 

где усреднение выполняется по значениям вектора 
(1) (2) ( )( , ,..., ).ny y yy  Тогда выражение (9) можно переписать в виде: 

 

( | , ')
'

( ) ( ).ZD C  y x x
x x

 (13) 
 

Вычисление величин (13) выполняется по алгоритму, разрабо-
танному в [14]. Вкратце он может быть описан следующим образом. 
Рассмотрим решетку (trellis) внутреннего кода (см. рисунки 1, 2, 6). 
Обозначим ( )v l  число вершин на l -ом уровне решетки, 0,1,..., .l n  

Очевидно, что для всех решеток (0) ( ) 1.v v n   Например, для решет-

ки, показанной на рисунке 1, (0) (8) 1,v v 

(1) (2) (4) (6) (7) 4,v v v v v      (3) (5) 8.v v   Пусть ( , ')l s s  — 

множество меток ребер, соответствующих переходам из вершины s  в 
вершину 's  на l -ом уровне, 0,1,..., ( 1) 1,s v l    ' 0,1,..., ( ) 1.s v l   По-

лагая, что номера состояний назначаются сверху вниз по порядку, для 
решетки, показанной на рисунке1, имеем, например, 2 1 3(1,1) { , },x x   

2 (3,1) ,    а 2 0 2(2, 5) { , }x x   и так далее. Определим величины: 
 

( )
( , ')

( , ') ' ( , ')

( ) ( ), l
ij z x x

x s s x s sl a a l b b

P c
 

     

 

где ( 1) a bi v l s s    и ( ) ' '.a bj v l s s   Тогда можно записать, что: 
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2 1( ) ( ) ( )... ( ) ( ),nD      a P P b  
 

где ( )( ) [ ( )]l
l ijP  P  — матрица размерности 2 2( 1) ( ) ,v l v l   

20,1,.., ( 1) 1,i v l    20,1,.., ( ) 1,j v l   (1) (1)
00 0 (1) 12( ) [ ( ),..., ( )],

v
P P


   a  

( ) ( )
00 ( 1) 102( ) [ ( ),..., ( )] .n n T

v n
P P

 
   b  Полученные таким образом величины 

( )D   подставляются в выражение (8), и после численного интегриро-
вания получаем окончательную оценку для вероятности ошибки деко-
дирования внутреннего кода.  

Выражение (8) справедливо для любых значений параметра  , 

удовлетворяющих условиям, следующим из определения (10) характе-
ристической функции ( , ') ( )z x xc  . При практических вычислениях его 

следует выбирать таким образом, чтобы подынтегральное выражение 
представляло собой функцию, удобную для численного интегрирова-
ния. В частности, значение 1 / 2   оказывается подходящим для по-

лучения вполне удовлетворительных результатов. 
В ряде случаев структура внутреннего кода задается решет-

кой, которая может быть разделена на несколько параллельных ма-
лых решеток (см. рисунки 2 и 6). Это обстоятельство можно исполь-
зовать для упрощения вычисления границы вероятности ошибки (8). 
В равенстве (13) суммирование выполняется по всем x  и ',x  кото-
рые соответствуют решетчатой диаграмме, схематично показанной 
на рисунке 7.  

 

 
Рис. 7. Решетчатая диаграмма, состоящая из L параллельных решетчатых 

диаграмм (малых решеток) 
 

С учетом параллельной структуры решетчатой диаграммы вы-
ражение (13) можно записать как: 
 

( | , ')
1 1 ' 1 1

( ) ( ) ( ),
L L L L

Z ik
i k X X i ki k

D C D  
     

    y x x
x x

 (14) 

2

L

1
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где iX  — множество слов внутреннего кода, соответствующих i -ой 

малой решетке, 1,2,...,i L  и  
 

( | , ')
'

( ) ( ).ik Z
X Xi k

D C 
 

   y x x
x x

 (15) 

 
Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательное 

выражение для вероятности ошибки декодирования по МП слова 
внутреннего кода, в котором используются функции (15): 
 

1 1 1

0

( / 2) 2 ( / 2)
1

Re .
1 / 2

L L L

ii ik
i i k i

e

D j D j M

p d
M j

 


 


   

   




  
  (16) 

 
Отметим, что для вычисления правой части (16) нужно вычис-

лить ( 1) / 2L L   функций ( ),ikD   а не 2L , как это следует из форму-

лы (14). Вычисление сумм характеристических функ-
ций (15) выполняется по алгоритму, разработанному в [14]. Далее они 
используются в выражении (16), которое дает окончательную оценку 
для вероятности ошибки декодирования внутреннего кода, представ-
ленного комбинацией параллельных решеток. 

На рисунках 8-10 показаны зависимости вероятности ошибки 
декодирования символа внутреннего кода ep  от числа циклов переза-

писи N . Напомним, что зависимость параметров ф.п.в. | ( | )y xp y x  от 

числа циклов перезаписи N  и времени хранения T  задаются выраже-
ниями, следующими из описания принятой модели канала запи-
си (см. [14, 29] и ссылки там).  

Для указанных примеров скорость (плотность записи) составля-
ет 1.5 бит/ячейка для внутреннего кода «а», построенного на основе 
решетки 8E ; 1.0 бит/ячейка для внутреннего кода «b», построенного 

на основе решетки 8RE ; и 1.25 бит/ячейка для внутреннего кода 

«c», построенного на основе решетки 16 . Из представленных дан-

ных следует, что приемлемая вероятность ошибки не может быть 
достигнута при использовании только внутреннего кодирования, но 
можно надеяться, что требуемого уровня надежности можно до-
стичь, используя внешнее кодирование с исправлением небольшо-
го числа ошибок. 
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Рис. 8. Вероятность ошибки декодирования символа внутреннего кода «а», 

построенного на основе решетки 8E , в зависимости от числа циклов 

перезаписи 
 

 
Рис. 9. Вероятность ошибки декодирования символа внутреннего кода «b», 

построенного на основе решетки 8RE , в зависимости от числа циклов 

перезаписи 
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Рис. 10. Вероятность ошибки декодирования символа внутреннего кода «c», 

построенного на основе решетки 16 , в зависимости от числа циклов 

перезаписи 
 
Вероятность ошибки декодирования внешнего кода. Численные 

результаты. Рассмотрим каскадную конструкцию с внешним кодом, в 
качестве которого используется расширенный код Рида — Соломона. 
Примеры таких конструкций перечислены в таблице 2. Оценим веро-
ятность ошибки получения на выходе декодера ошибочного бита (ве-
роятность ошибки на бит). Вероятность ошибки декодирования симво-
ла блокового кода, исправляющего t  ошибок при использовании в 
канале без памяти, можно оценить следующим образом [26, 27]. Будем 
считать, что набор из i t  ошибок в канале приводит к тому, что де-
кодированное слово будет отличаться от переданного в i t  позициях, 
так что 1( ) /i t N -ая часть информационных символов декодируется 

неправильно. Полагая также в первом приближении, что при этом 
примерно половина битов, образующих символ кодового слова, будет 
декодирована неправильно, получаем, что вероятность ошибки на бит 
может быть оценена как: 
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где ep  — вероятность ошибки декодирования символа внутреннего 

кода по МП, граница для которой вычислена согласно (8) или (16). 
Далее рассмотрим три конкретных примера каскадной кон-

струкции (они представлены в таблице 2): 
1) внутренний кода построен на основе решетки 8E , а внеш-

ний — это код Рида — Соломона с параметрами 1 64N  , исправляю-

щий t = 1,2,3,4 ошибки с числом информационных символов 
K1 = 62, 60, 58, 56 и с минимальным расстоянием 

1 1 1 1 3, 5, 7,9d N K    ; 

2) внутренний код построен на основе решетки 8RE , а внеш-

ний — это код Рида — Соломона с параметрами 1 256N  , исправля-

ющий t = 1,2,3,4 ошибки, с числом информационных символов 
K1 = 254, 252, 250, 248 и с минимальным расстоянием 

1 1 1 1 3, 5, 7,9d N K    ; 

3) внутренний кода построен на основе решетки 16 , а внеш-

ний — это код Рида — Соломона с параметрами 1 1024N  , исправля-

ющий t = 1,2,3,4 ошибки, с числом информационных символов 
K1 = 1022, 1020, 1018, 1016 и с минимальным расстоянием 

1 1 1 1 3, 5, 7,9d N K    .  

На рисунках 11-13 показаны зависимости вероятности ошибки на 
бит от числа циклов перезаписи для трех выбранных кодовых конструк-
ций, полученные согласно выражению (17). Для всех трех примеров 
внешний код, исправляющий одну ошибку, не обеспечивает выполнения 
условия 1210bP   ни для одного из вариантов параметров канала (вре-

мени хранения T  и числа циклов перезаписи N ). Данные, представлен-
ные на рисунках 11-13, относятся к внешним кодам, которые могут обес-
печить вероятность ошибки на бит 1210bP   хотя бы для некоторых зна-

чений хранения T  и числа циклов перезаписи .N  
Во всех рассмотренных случаях плотность записи оказывается 

умеренной. Из рассмотрения графиков можно сделать вывод о том, 
что при небольшом числе циклов перезаписи (примерно до 410 ) пред-
почтительным из рассмотренных вариантов оказывается конструкция 

8 1(64, )E K . При этом обеспечивается плотность записи порядка 

1.30…1.35 бит/ячейка. При увеличении числа циклов перезаписи при-
мерно до 42 10  для сохранения уровня 1210bP  следует использо-

вать конструкцию 16 1(1024, )K  . При этом плотность записи сни-

жается до величины порядка 1.24 бит/ячейка. При последующем уве-
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личении числа циклов перезаписи конструкция 8 1R (256, )E K  может 

обеспечить выполнение условия 1210bP   при снижении плотности 

записи до уровня порядка 0.97 бит/ячейка. 
 

Рис. 11. Вероятность ошибки на бит для каскадных кодов 8 1(64, ),E K  

1 60, 58,56K  , в зависимости от числа циклов перезаписи N  

 
Если в качестве ключевого параметра, определяющего воз-

можность использования рассматриваемой каскадной схемы для 
многоуровневой флэш-памяти, выступает сложность декодирования 
кода Рида — Соломона, то наименьшую сложность внешнего деко-

дера (при 1210bP  ) среди проанализированных конструкций имеют 
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варианты (64,60), (256,252) и (1024,1020), позволяющие исправить 2 
ошибки. При этом: а) плотность записи составляет 1.406, 0.984 и 
1.245 бит/ячейка, соответственно; б) при времени хранения T = 1 
мес. предельное число циклов перезаписи лежит в интервале от 

32 10 до 42 10 .  Отметим, что согласно [28] сложность реализации 
декодера кода RS(256,252) составляет примерно 4 тысячи двухвхо-
довых вентилей. 

 

Рис. 12. Вероятность ошибки на бит для каскадных кодов 8 1R (256, )E K , 

1 252, 250, 248K  , в зависимости от числа циклов перезаписи N  
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Рис. 13. Вероятность ошибки на бит для каскадных кодов 16 1(1024, )K  , 

1 1020,1018,1016K  , в зависимости от числа циклов перезаписи 
 

6. Заключение. Приближение плотности записи в многоуровне-
вой флэш-памяти к теоретико-информационной границе [29], достига-
емое с использованием помехоустойчивого кодирования, оборачивает-
ся, как правило, весьма высокой сложностью декодирования. Вместе с 
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каскадного декодера практически полностью определяется сложно-
стью декодирования внешнего кода Рида — Соломона, поэтому ос-
новной путь снижения сложности каскадного декодера – использова-
ние в рассматриваемой каскадной схеме кодов Рида — Соломона с 
небольшим числом исправляемых ошибок.  

В настоящей работе была рассмотрена каскадная схема, в кото-
рой внешний код Рида — Соломона исправляет малое число оши-
бок — не более 4…5. В свою очередь, снижение корректирующей спо-
собности внешнего кода потребовало повышения помехоустойчивости 
внутренней ступени кодирования, реализуемого переходом к более 
широкому классу внутренних кодов, а именно кодов на основе реше-
ток Барнса — Уолла 8E , 8R ,E 16  и других. С учетом структуры реше-

ток Барнса — Уолла, для оценки вероятности ошибки декодирования 
внутреннего кода была разработана модификация предложенного ра-
нее в [14] оригинального подхода анализа помехоустойчивости коди-
рования в канале с аддитивным гауссовским шумом, дисперсия кото-
рого зависит от записанного значения (input-dependent additive Gaussi-
an noise). Модификация основана на использовании параллельной 
структуры кодовой решетки внутреннего кода, что позволяет суще-
ственно понизить сложность вычислений и ускорить получение окон-
чательного результата. Проведенный численный анализ показал сле-
дующее. Во-первых, в каскадных конструкциях с использованием рас-
смотренных решеток Барнса — Уолла для обеспечения вероятности 
ошибки 1210bP   код Рида — Соломона должен исправлять не менее 

двух ошибок. Во-вторых, по сравнению с ранее предложенными кон-
струкциями [14], достижимая плотность записи умеренно снижает-
ся — на 22% … 27%, в обмен на существенное (по меньшей мере, в 
3…4 раза) уменьшение сложности каскадного декодера. Дальнейшее 
улучшение для рассмотренной конструкции обменного соотношения 
«плотность записи — сложность» возможно при использовании под-
ходящего варианта мягкого декодирования кода Рида — Соломона.  
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Taubin F.A., Trofimov A.N. Concatenated Coding for Multilevel Flash Memory with Low 
Error Correction Capabilities in Outer Stage. 

Abstract. One of the approaches to organization of error correcting coding for multilevel 
flash memory is based on concatenated construction, in particular, on multidimensional lattices 
for inner coding. A characteristic feature of such structures is the dominance of the complexity 
of the outer decoder in the total decoder complexity. Therefore the concatenated construction 
with low-complexity outer decoder may be attractive since in practical applications the decoder 
complexity is the crucial limitation for the usage of the error correction coding. 

We consider a concatenated coding scheme for multilevel flash memory with the Barnes-
Wall lattice based codes as an inner code and the Reed-Solomon code with correction up to 
4…5 errors as an outer one.  

Performance analysis is fulfilled for a model characterizing the basic physical features 
of a flash memory cell with non-uniform target voltage levels and noise variance 
dependent on the recorded value (input-dependent additive Gaussian noise, ID-AGN). For 
this model we develop a modification of our approach for evaluation the error probability 
for the inner code. This modification uses the parallel structure of the inner code trellis 
which significantly reduces the computational complexity of the performance estimation. 
We present numerical examples of achievable recording density for the Reed-Solomon 
codes with correction up to four errors as the outer code for wide range of the retention 
time and number of write/read cycles.  

Keywords: Concatenated Code, Barnes-Wall Lattices, Reed-Solomon Code, Multilevel 
Flash Memory, Decoding Error Probability, Decoding Complexity. 
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