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Аннотация. Рассматривается проблема априорного контроля потенциального 
вырождения непрерывных многоканальных динамических систем. Склонность системы к 
возможному вырождению, которое может повлечь за собой частичную или полную 
потерю работоспособности системы, рассматривается как системное свойство, которое 
необходимо контролировать на этапе проектирования системы наравне со свойствами 
устойчивости, надежности и инвариантности к изменяющимся условиям. Получена 
количественная оценка потенциального вырождения системы и организации ее структуры 
в совокупности с перекрестными связями и задающими воздействиями полиномиального 
вида. Показано, что процесс вырождения многоканальной динамической системы есть 
процесс уменьшения ранга ее линейного оператора. На основании этой математической 
концепции и строится аппарат функционалов вырождения многоканальной динамической 
системы, который опирается на алгебраические свойства матрицы оператора системы, 
называемой далее ее критериальной матрицей. Для решения поставленной задачи 
используется такой показатель, как функционал вырождения, который конструируется на 
спектре сингулярных чисел критериальной матрицы системы и в предельном случае 
представляет собой величину, обратную числу обусловленности критериальной матрицы 
системы (глобальный функционал вырождения). В отличие от существующих ранее 
решений в данной статье предлагается алгоритм формирования критериальной матрицы 
системы с использованием резольвенты матрицы ее состояния. Депараметризация 
линейной алгебраической задачи осуществляется посредством аддитивного разложения 
вектора выхода системы по производным задающего воздействия и подробно 
рассмотрена для случая установившегося режима работы системы. Предлагаются 
процедура априорного контроля потенциального вырождения многоканальной 
непрерывной динамической системы, а также рекомендации по возможному обеспечению 
требуемого значения функционала вырождения критериальной матрицы системы с 
использованием методов модального управления.  

Ключевые слова: вырождение, многоканальная система, критериальная матрица, 
сингулярное разложение. 

 
1. Введение. Многоканальные динамические системы 

применяются в современной теории управления для разработки 
встраиваемых в техническую среду современных многоканальных 
управляющих комплексов для обслуживания технологических 
процессов. Достаточно часто технологический процесс описывается 
сложными нелинейными дифференциальными уравнениями и нет 
возможности получить в явном виде описание динамического процесса 
системы. В таких случаях применяются методы линеаризации и 
идентификации, после которых проблема управления сложным 
технологическим процессом сводится к синтезу регуляторов для 
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многоканальной линейной динамической системы с множеством 
входов и выходов. В процессе синтеза регулятора разработчик свободен 
в выборе регулирующих устройств, регулируемых параметров и их 
комбинаций [1-3] в зависимости от стратегии эксплуатации, 
экономических, экологических и производственных показателей. 
Кроме того, параметры систем автоматического управления в процессе 
работы не остаются равными расчетным значениям. Это объясняется 
изменением внешних условий, неточностью изготовления отдельных 
устройств системы, старением элементов и тому подобным. Изменение 
параметров систем автоматического управления, то есть изменение 
коэффициентов уравнений системы, вызывает изменение статических и 
динамических свойств системы [4], а зачастую может повлечь и 
вырождение системы – нарушение работоспособности. Таким образом, 
на этапе проектирования многоканальной системы управления важно 
оценить, насколько удачно выбрана ее конструкция (структура).  

Среди методов, ориентированных на анализ структуры 
многоканальной системы и выбор конфигурации управления, широко 
известен метод относительных усилений RGA (relative gain array) [5] и 
его различные модификации [6-9]. Данный метод прост в 
использовании, однако он не подходит для больших систем высоких 
порядков и не гарантирует устойчивость замкнутой системы.  

Метод структурных несоответствий (structural mismatches) [10-12] 
используется для многоканальных систем управления с 
децентрализованным управлением и основывается на матрицах 
чувствительности передаточной функции системы. Данный метод 
позволяет получить информацию о нежелательной динамике в каналах 
системы, а также оценить производительность системы выбранной 
конструкции. Ограничение данного метода в том, что он ориентирован на 
системы с децентрализованным управлением. 

Управление с самооптимизацией (self-optimizing control) [13, 14] 
и метод нулевого пространства (null space method) [15] – еще один класс 
методов, которые ориентированы на выбор управления с минимизацией 
потерь в процессах при наличии возмущений за счет поддержания 
выбранных регулируемых переменных в постоянных рабочих точках. 
Однако основной недостаток последних двух методов в том, что в 
процессе выбора комбинаций управления мало внимания уделяется 
динамическим характеристикам. Кроме того, одним и тем же значениям 
минимальных потерь может соответствовать множество решений, что 
затрудняет поиск «оптимального решения». 

Также стоит отметить, что в последнее время большое внимание 
уделяется методам оценки эффективности (производительности) 
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проектируемых технических систем [16-20], поскольку показатель 
производительности системы является базовым при разработке 
технологических комплексов. В упомянутых работах оценка 
производительности системы осуществляется на основе методов анализа 
чувствительности системы к возмущениям и аппарата сингулярного 
разложения. Тем не менее, несмотря на множество различных подходов, 
разработка количественных оценок производительности технических 
систем и универсальных методов выбора структуры системы по-
прежнему остается актуальной задачей. Методы для количественной 
оценки производительности системы могут позволить нам сравнивать 
различные структуры управления и таким образом оценивать 
преимущества и недостатки различных методологий. 

В данной статье рассматривается аппарат функционалов 
вырождения, который используется для оценки «удачности» 
конструкции многоканальной динамической системы. Функционалы 
вырождения конструируются на спектре сингулярных чисел 
критериальной матрицы системы, которая в своем составе может 
содержать как информацию о самой многоканальной системе, так и о 
входных задающих воздействиях, поступающих на ее входы. Аппарат 
функционалов вырождения позволяет оценить склонность системы к 
возможному вырождению, являющемуся системным свойством, 
которое может повлечь за собой частичную или полную потерю 
работоспособности системы. Склонность системы к возможному 
вырождению необходимо контролировать на этапе проектирования 
системы наравне со свойствами устойчивости, надежности и 
инвариантности [21] к изменяющимся условиям.  

Аппаратно многоканальная динамическая система реализуется 
оператором, отображающим множество целевых входов в множество 
целевых выходов. Будем считать, что этот оператор является линейным 
или локально линейным, а множества входов и выходов согласованы по 
размерности. Тогда в математической постановке линейный оператор 
считается вырожденным [22], если его ранг становится меньше 
размерности пространства выходов. Таким образом, процесс 
вырождения некоторой многоканальной динамической системы есть 
процесс уменьшения ранга ее линейного оператора. На основании этой 
математической концепции строится данная работа. Предлагаемый 
подход основывается на алгебраических свойствах матрицы линейного 
оператора, называемой далее критериальной матрицей.  

Стоит отметить возможные причины вырождения многоканальных 
систем. Это, например, сокращение размерности множества целевых 
выходов системы в силу нарушения работоспособности какого-либо ее 
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функционального компонента. Такую ситуацию можно назвать 
структурным вырождением. К организационным причинам вырождения 
можно отнести неудачное распределение целевых намерений по входам 
многоканальной динамической системы. К вырождению также приводят 
некорректно выбранные параметры системы, такие как организация и 
параметры связей между раздельными каналами системы, 
сформированные полосы пропускания каналов. В случае, если в 
состав многоканальной динамической системы входит человек-оператор, 
то причиной вырождения может стать и человеческий фактор, 
например усталость [22].  

Исследования проблемы вырождения многоканальных 
динамических систем для полноты их решения могут проводиться как в 
параметризованном, так и в не параметризованном временем виде. 
Существенным образом проблема вырождения зависит от типа входных 
заявок (целевых намерений) на их обслуживание многоканальными 
динамическими системами. В данной статье рассматривается проблема 
формирования критериальных матриц в задаче контроля возможного 
вырождения многоканальных непрерывных динамических систем 
с учетом векторного входного воздействия, векторов скорости и ускорения 
его изменения в предположении его дифференцируемости по времени. 

2. Математическая постановка задачи вырождения 
многоканальных динамических систем. Рассматривается динамическая 
многоканальная система с линейным матричным оператором (*)N , 

отображающим пространство входов в пространство выходов: 
 

( ) ( , ) ( ),w N w w    (1) 
 

где ( , )N w   – критериальная матрица размерностью m m  для любых 

значений w ,  ; ( )w , ( )w , – m -мерные векторы;   – p -мерный 

вектор изменяющихся параметров матрицы N ; w  может являться 
непрерывным временем t .  

Задача (1) имеет наглядную геометрическую интерпретацию, 
которую можно представить, применив к критериальной матрице N  
сингулярное разложение [23]: 

 

,T
N N NN U V   (2) 

 

где { : 1, }N jdiag j m    – матрица сингулярных чисел j ; NU  и 

NV  – матрицы левого и правого сингулярных базисов [23] такие, что 

можно записать: 
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, 1, .N j Nj j
NV U j m   (3) 

 

В выражении (3) каждый вектор , 1,N j
V j m    правого 

сингулярного базиса отражается в соответствующее j -ое 

подпространство элемента N j
U  левого сингулярного базиса с нормой, 

равной j . Геометрическая интерпретация данной задачи заключается 

в том, что единичная сфера отображается в эллипсоид с размерами 
полуосей, равными сингулярным числам матрицы N . 

Для оценки степени вырождения системы (1) воспользуемся 
числом обусловленности [23] матрицы N , которое по определению 
записывается в виде: 
 

  1 .C N N N


   (4) 

 

Из выражения (4) видно, что значение числа обусловленности 
зависит от выбранной матричной нормы, и для поставленной задачи 
целесообразно выбрать спектральную норму, которая совпадает с 
максимальным сингулярным числом матрицы, тогда число 
обусловленности примет вид: 
 

  1 1
max max max min{ } { } { } { },C N N N N N         (5) 

 

где  max N ,  min N  – максимальное и минимальное сингулярные 

числа матрицы N  соответственно. 
В силу определения (2) для числа обусловленности справедливы 

неравенства: 
 

1 { } .С N    (6) 
 

Однако контроль близости числа обусловленности к 
бесконечной величине является весьма затруднительным. Поэтому в 
дальнейшем предлагается рассматривать величину, обратную числу 
обусловленности, которая задается соотношением: 

 

       1 1
min max

,DJ N C N N N     (7) 
 

которую далее будем называть функционалом вырождения DJ  [22]. 
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Для функционала вырождения (7) с учетом (6) верны следующие 
неравенства: 

 
10 { } 1.DJ С N    (8) 

 
Процесс вырождения системы (1) при уменьшении 

функционала вырождения (7) критериальной матрицы N  
геометрически представляет собой деформацию исходной 
сферы 1   при ее отображении в эллипсоид. Причем при 

деформации происходит «сплющивание» эллипсоида сначала вдоль 
его m -ой полуоси, принадлежащей линейной оболочке m -ого 
элемента Nm

U , затем «сплющивание» его вдоль ( -1)m -ой полуоси и 

так далее, так что наблюдается последовательное «сплющивание» 
эллипсоида вдоль векторов Nm

U , 
1Nm

U
 …

2
 NU  до отображения 

эллипсоида в отрезок прямой. Система оказывается на границе 
глобального вырождения. В случае, если все сингулярные числа 
становятся нулевыми, происходит глобальное вырождение 
линейной алгебраической задачи (ЛАЗ) (1), при котором сфера 
отображается в точку. 

Рассмотрим иллюстративный пример. 
Пример 1. Представим реализацию матрицы N  размерности 

2 2  в виде T
N N NN U V  , где 

cos sin

sin cosNU
 
 


  – матрица левого 

сингулярного базиса; 
1 0

0 1NV   – матрица правого сингулярного 

базиса, такие что главная ось эллипсоида развернута на угол   

относительно оси абсцисс;  1 2,N diag     – диагональная матрица 

сингулярных чисел. Для наглядной иллюстрации результатов 
предлагаемого примера угол   выбирается для каждого сочетания 

сингулярных чисел различным.  
Исследуемые матрицы , 1,7jN j   для фиксированных 

значений j  и соответствующие им значения функционала 

вырождения сведем в таблицу 1. 
На рисунке 1 приведены результаты отображения y Nx  

единичной сферы {cos , sin },x col    где 0 2    в 
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эллипсоид для матриц jN  c функционалами вырождения { }D jJ N  в 

соответствие с таблицей 1.  
 

Таблица 1. Отображение единичной сферы в эллипсоид 

1,7j   jN  j
 

{ }D jJ N  

1 
0.9111 0.2061

0.4121 0.4556

 


 9 1/2 

2 
0.5551 0.1664

0.8318 0.1110
 43 1/5 

3 
0.0044 0.0500

1.0000 0.0002
 11 1/20 

4 
0.4081 0.0183

0.9129 0.0082


 20 1/50 

5 
0.8142 0.0029

0.5806 0.0041


 120 1/200 

6 
0.9844 0

0.1761 0




 85 0  

7 
1 0

0 1
 0 1 

 

На рисунке 1 наглядно представлен процесс «сплющивания» 
эллипсоида в прямую линию с уменьшением значения функционала 
вырождения матрицы .N  Таким образом, сингулярные числа и числа 
обусловленности геометрически прозрачно показывают их 
содержательную концепцию механизма численного контроля процесса 
вырождения многоканальной системы вида (1) при изменении 
параметров   и времени .w  
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Рис. 1. Отображение единичной сферы в эллипсоид для различных значений 

функционала вырождения { }D jJ N  

 
Следует заметить, что помимо глобального функционала 

вырождения DJ  (7) также контролируются и сепаратные 

функционалы вырождения D j
J  ЛАЗ (1), которые формируются 

на алгебраическом спектре сингулярных чисел матрицы N  с 
помощью выражения: 

 
1

1 max{ } { } { },D j m jJ N N N  
   (9) 

 

где 1-j{ }, 1, 1m N j m    , max 1{ } { }N N   – j -ое и максимальное 

сингулярные числа матрицы N  соответственно, вычисляемые с 
помощью соотношений: 
 

1/2 , : det( ) 0,T
j j j j I NN       

1/2 , : det( ) 0.T
j j j j I N N     

(10) 

y
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Следует отметить, что сингулярные числа проиндексированы в 
порядке убывания их значений с ростом индекса j . При этом 

глобальный функционал вырождения (7) является функционалом 
вырождения (9) с индексом, равным единице. 

Таким образом, процесс вырождения ЛАЗ (1) можно 
отслеживать по последовательному обнулению функционалов 
вырождения D j

J , контроль граничных значений которых в пределах 

0 и 1 заметно проще контроля граничных значений чисел 
обусловленности в пределах 1 и .  

Можно сделать вывод, что линейная алгебраическая задача 
оказывается на границе глобального вырождения, когда линейный 
оператор с матрицей N  отображает единичную сферу в отрезок 
прямой, длина которого определяется единственным ненулевым 
сингулярным числом, а положение в пространстве определяется 
первым элементом левого сингулярного базиса матрицы N . В 
приведенном примере этому случаю соответствует шестой вариант 
реализации матрицы N  (таблицы 1, рисунок 1). Система оказывается 
глобально вырожденной, когда в нуль обращаются все сепаратные 
функционалы вырождения, в этом случае линейный оператор с 
матрицей N  отображает единичную сферу в ноль. 

Контроль вырождения линейных алгебраических задач (1) 
параметризованных параметрами w  и  , которые могут принимать 
значения непрерывного времени и частоты, с помощью сепаратных 
функционалов вырождения делают значения последних 
параметризованными непрерывным временем, а также частотой, что 
позволяет выделять временные интервалы и диапазоны частот, 
характеризующиеся различной степенью вырожденности 
многоканальной непрерывной динамической системы.  

Приводимый ниже пример развивает иллюстрационный аспект 
проблемы вырождения. 

Пример 2. Рассмотрим критериальную матрицу ( ),N q  

параметризованную векторным параметром 

1 2 3 1 2 3{ , , : 0; 1 0; 1 0},q col q q q q q q         так что она 

принимает вид: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1(1 ) 7(1 ) 13(1 )

3(1 ) 9(1 ) 15(1 ) .

5(1 ) 11(1 ) 17(1 )

q q q

N q q q

q q q

   
    

   
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Для этой матрицы в соответствии с соотношением (9) 
конструируются сепаратные функционалы вырождения: 

 
1

1 2 3 3 11
( 0, 0, var) ( ) ,DJ q q q      

1
1 2 3 2 12

( 0, 0, var) ( ) .DJ q q q        

 

и 
 

1
1 2 3 3 11

( 0, var, 0) ( ) ,DJ q q q      
1

1 2 3 2 12
( 0, var, 0) ( ) .DJ q q q        

 

Кривые сепаратных функционалов вырождения критериальной 
матрицы ( )N q  для оговоренных выше значений 2q  и 3q  приведены 

на рисунке 2. 
 

 
Рис. 2. Значения сепаратных функционалов вырождения критериальной 

матрицы ( )N q  для различных значений 2q  и 3q  
 

При построении кривых значений сепаратных функционалов 
вырождения в связи с решением иллюстративной задачи использован 
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весьма ограниченный набор сочетаний варьируемых параметров, но 
даже он обнаруживает возможность решать задачу «оптимального 
номинала», при котором достигается максимальное значение 
глобального и сепаратного функционалов вырождения.  

Приведенная выше трактовка содержания функционалов 
вырождения носит геометрически прозрачный характер, но они имеют 
и богатое алгебраическое содержание, которое раскроем с помощью 
следующего примечания. 

Примечание 1. Величина 1,DJ   обратная глобальному 

функционалу DJ  вырождения – число обусловленности   ,С N  

выступает в качестве коэффициента усиления относительных 
погрешностей задания N  и   матрицы N  и вектора   ЛАЗ (1) в 

задаче оценки относительной погрешности   решения ЛАЗ в форме: 

 

   1 ( ) ( ).D N N N NJ N C N                   (11) 
 
Доказательство можно найти в [23]. 
Пример 3. У алгебраического свойства глобального функционала 

вырождения  DJ N  есть конструктивные оценочные возможности. 

Так, например, допустим, что в некоторый момент времени в системе 
произошли вариации параметров [4], тогда, если положить 
относительные погрешности задания компонентов ЛАЗ   и N  

соответственно равными 0, 0.01(1%)N    при   0.01,DJ N   то 

оценка  1ˆ ( )D N NJ N          относительной ошибки 


 

решения ЛАЗ составит величину  ˆ 1 100%  . 

3. Формирование критериальной матрицы отношения «вход-
выход» на основе резольвенты матрицы состояния многоканальной 
динамической системы. Рассмотрим непрерывную многоканальную 
динамическую систему, задаваемую в виде: 

 

( ) ( ) ( );x t Fx t Lg t  ( ) ( ) ( ),y t Cx t Hg t   (12) 
 

где F , L , C , H  – матрицы состояния, входа, выхода и отношения 
«вход-выход» системы соответственно, которые согласованы по 
размерности с размерностью векторов состояния ,x  задающего 

воздействия g  и выхода y  так, что ;n nF R   , ;T n mL C R   
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;m mH R  nx R ; , .mg y R  При этом матрица F  состояния системы 

полагается гурвицевой [24], а векторное задающее воздействие  g t  

является при 0t   непрерывно дифференцируемым по времени t . 
Для цели дальнейших исследований применим к системе (12) 

преобразование Лапласа и получим представление системы, 
разрешенное в форме отношения «вход-выход»,  

 

     1Y(s) (s ) G(s) ,C I F L H s G s      (13) 

 

где ( )Y s  и ( )G s  – лапласовы образы ( )y t  и ( )g t  соответственно, а 

Ф ( )s  – передаточная матрица отношения «вход-выход», записываемая 

в виде: 
 

 1(s) (s ) .C I F L H     (14) 

 

По сути, линейная модель (13) параметризована комплексной 
переменной s , в связи с чем возникают трудности ее использования в 
решении задач вырождения многоканальной системы. Уйдем от явной 
параметризации переменной s , воспользовавшись алгоритмом 
Фаддеева – Леверье.  

Задачу депараметризации ЛАЗ (13) будем решать для случая 
установившегося режима системы (12). Для указанных целей вектор 
выхода системы ( )y t запишем в форме аддитивного разложения по 

производным задающего воздействия: 
 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( )y t D g t D g t D g t      =       ...g g gy t y t y t     (15) 
 

для пt t , где пt  – длительность переходного процесса в системе, 

который считается законченным, когда переходная составляющая 
не выходит за пределы 5%-окрестности от своего 
установившегося значения. 

Нетрудно заметить, что выражение (15) порождает систему 
линейных алгебраических задач вида (1), где в качестве критериальных 
матриц N  выступают вещественнозначные матричные коэффициенты 

разложения , 0,1,2lD l   . Очевидно, что поставленная задача анализа 

возможного вырождения будет решена, если будут сконструированы 
аналитические представления матриц lD  для 0,1,2,...l   
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Если (15) записать с использованием преобразования Лапласа, то 
получим цепочку равенств: 

 
2 2

0 1 2 0 1 2Y(s) G(s) (s) G(s) ( )G(s).D D sG D s D D s D s         (16) 

 
Сравнение соотношений (16) и (13) позволяет записать для 

матричных коэффициентов , 0,1,2lD l   .представления: 

 

     2

0 1 2 20
0 0

; ; 0.5 ...
s

s s

d s d s
D s D D

ds ds
 

 
     (17) 

 

Функция  s  в своем аналитическом представлении (14) 

содержит в качестве мультипликативного компонента резольвенту 

  1
,sI F

  которая представляет собой обратную матрицу, 

параметризованную переменной .s  Для целей дальнейших 
исследований сформулируем лемму. 

Лемма. Пусть Q(q) – квадратная матрица, элементы которой 

непрерывно зависят от скалярной переменной q так, что при ,q q q    

    1
Q q


. Тогда производная по переменной q от матрицы    1

,Q q


обратной матрице Q(q), вычисляется в силу соотношения: 
 

           1 1 1
.

d d
Q q Q q Q q Q q

dq dq

  
   (18) 

 

Доказательство. Для ,q q q    справедливо соотношение 

     1
Q q Q q I


  , дифференцирование которого по q дает: 

 

                1 1 1
0.

d d d
Q q Q q Q q Q q Q q Q q

dq dq dq

  
     (19) 

 
Разрешение соотношения (19) относительно производной 

   1d
Q q

dq


 приводит к (18). Теперь можно приступить к 
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формированию матричных коэффициентов , 0,1, 2lD l    для первых 

трех коэффициентов с помощью соотношений (17), (14) и (18). В 
результате получим: 
 

    1 1
0 0 0

;
s s

D s C sI F G H CF G H
 

 
         (20) 

 

  1 1
1

0 0

(s ) (s ) (s )
s s

d s d
D С I F I F I F G

ds ds
 

 

            
  

2 ;CF G   

(21) 

 

 2

2 2

0

0.5
s

d s
D

ds



   

1 1 3

0

0.5 (s ) (s ) (s ) .
s

d d
С I F I F I F G CF G

ds ds
  



               
    

(22) 

 

Очевидно, решение задачи представления выхода системы (12) 
при пt t  в форме (15) наиболее целесообразно для случая задающего 

воздействия полиномиального вида, так как оно содержит конечное 
число ненулевых производных.  

Нетрудно заметить, что отношение «вход-выход», задаваемое 
критериальными матрицами (20), (21) и (22), дает возможность 
контролировать и корректировать возможное вырождение системы. 
Так, с помощью матрицы L  можно организовывать необходимые 
межканальные связи по сепаратным входам, с помощью матрицы С  – 
решать аналогичную задачу в пространстве выходов, а с помощью 
матрицы F  – обнаруживать способность назначения системных 
параметров сепаратных каналов и организовывать внутрисистемные 
межканальные связи [25]. Действительно, если предположить, что 
система (12) получена объединением многоканального объекта 
управления: 

 

      ,x t Ax t Bu t  ( ) ( ) ( )y t Cx t Hg t   (23) 
 

и закона управления в виде прямой связи по задающему воздействию 
g(t) и обратной связи по вектору  x t  состояния 
 

     ,gu t K g t Kx t   (24) 
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то критериальная матрица (20) примет вид: 
 

-1( ) .gN H - C A- BK BK  (25) 
 

Выражение (25) разрешаемо относительно матрицы gK  прямых 

связей по задающему воздействию в форме: 
 

   
11 .gK CF B H N

   (26) 

 

Если в (26) положить N I , то матрица gK  будет обеспечивать 

естественное равенство выхода входу в неподвижном состоянии и 
идеальную обусловленность, характеризующуюся единичным значением 
глобального функционала вырождения в неподвижном состоянии. 

Дополнительным системным ресурсом является матрица Н . К 
сожалению, этот системный ресурс закладывается в многоканальные 
динамические системы (12) достаточно редко и в основном реализуется 
в «кризисных» ситуациях. В этой связи отметим две реализационные 
ситуации критериальных матриц (20), (21) и (22). Первая ситуация 
характеризуется выполнением условия 0H  , вторая – выполнением 
условия 0H   и при этом она может модифицироваться. Первая 
реализационная ситуация, как правило, имеет место в антропогенных 
системах технического характера. Вторая реализационная ситуация, как 
правило, имеет место в антропогенных системах с человеком-
оператором – лицом, принимающим решения в составе системы [22].  

Тем самым в решении задачи заложен принцип: прежде чем 
исследовать склонность системы к вырождению в динамике при 
обработке потоков входных заявок необходимо проверить систему в 
статике на предмет удачности ее «конструкции». 

Представление критериальной матрицы определяется заданной 
моделью многоканальной динамической системы и видом экзогенного 
задающего воздействия.  

Примечание 2. Приведем критериальные матрицы 
многоканальных динамических систем для случаев гармонических и 
стохастических экзогенных задающих воздействий [26]. 

Так, например, для непрерывной многоканальной системы, 
задаваемой в форме:  

 

( ) ( ) ( ),x t Fx t Lg t  ( ) ( ),y t Cx t  (27) 
 

при внешнем конечномерном воздействии вида: 
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( ) ( ),z t Ez t (0);z ( ) ( ),g t Pz t  

 
где lz R , xl lE R , xm lP R ; z  – вектор состояния модели задающего 
воздействия E , P  – матрицы состояния и выхода модели задающего 
воздействия соответственно, причем ,TP P I   где I  – единичная 
матрица размерности m m , критериальная матрица имеет вид: 
 

  2 2 1( ) ( ) ,N C F I F I L      

 
где   – частота задающего воздействия.  

Для случая стохастического внешнего воздействия стационарного в 
широком смысле типа «белый шум» ( ) ( )g t w t  матрица спектральной 

плотности ( )yS   системы (27) по выходу, выступающая в роли 

критериальной матрицы системы, задается выражением: 
 

2 2 1( ) ( ) 2 ( ) ,T T
y x xS CS C CF F I D C        (28) 

 

при этом матрица [ ( ) ( )]T
xD M x t x t

  является матрицей дисперсии 

вектора состояния ( )x t , где [( )]M   есть оператор вычисления 

математического ожидания стохастической переменной ( ) . 

Для системы (27), возбуждаемой стохастическим воздействием 
( )t  стационарным в широком смысле типа «окрашенный шум», с 

моделируемым выходом формирующего фильтра вида: 
 

( ) ( ) ( );ф ф ф фz t Г z t G w t  ( ) ( ),ф фt P z t   

 
возбуждаемого по входу «белым шумом» ( )w t  с матрицей 

интенсивности Q , где l
фz R ; w , mR  ; l l

фГ R  ; l m
фG R  ;

m l
фP R  ; фГ , фG , фP  – матрицы состояния, входа и выхода модели 

формирующего фильтра соответственно; фz  – вектор состояния модели 

формирующего фильтра, матрица дисперсии xD  вектора состояния 

системы определяется с помощью выражения: 
 

,T
x x x xD C D C    0 ,x n n n lC I    (29) 

119SPIIRAS Proceedings. 2020. Vol. 19 No. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS_____________________________________________



где [ ( ) ( )]T
xD M x t x t

    – матрица дисперсии составного вектора 

,
TT T

фx x z  вычисляемая в силу матричного алгебраического 

уравнения Ляпунова: 
 

,T T
x xFD D F GQG         (30) 

 

в котором матрицы F  и G  составной системы имеют представление 

0
ф

ф

F LP
F

Г
 , 

0

ф

G
G

 . Соотношение (28) позволяет сформировать 

критериальную матрицу в форме ( )yN S  , где матрица дисперсий 

xD  рассчитывается с помощью выражений (29) и (30).  

Конкретный выбор критериальной матрицы определяется 
предметом исследования. 

4. Априорный контроль потенциального вырождения 
непрерывных многоканальных динамических систем. Априорный 
контроль потенциального вырождения непрерывных многоканальных 
динамических систем будем осуществлять посредством вычисления 
функционала вырождения критериальной матрицы системы. 
Допустимое значение функционала вырождения при этом назначается, 
исходя из технических требований к системе.  

Процедуру контроля склонности многоканальной непрерывной 
динамической системы вида (12) к вырождению на основе 
критериальных матриц, полученных с помощью резольвенты матрицы 
состояния многоканальной системы, оформим в виде алгоритма.  

Алгоритм: 
Шаг 1. Задать { , , , }F L C H  – представление многоканальной 

непрерывной динамической системы (12). 
Шаг 2. Сконструировать критериальные матрицы 

многоканальной динамической системы (12). 
Шаг 3. Задать допустимое значение DRJ  функционала 

вырождения DJ . 

Шаг 4. Вычислить значение функционала вырождения DJ  в 

силу соотношения (7).  
Шаг 5. Проверить выполнение условия D DRJ J . 

Шаг 6. В случае нарушения условия осуществить переход к шагу 1 
алгоритма с целью изменения параметров матричных системных 

120 Труды СПИИРАН. 2020. Том 19 № 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
www.proceedings.spiiras.nw.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ_____________________________________________



компонентов (модификация матрицы входа gL BK  с целью изменения 

матрицы gK  прямых связей по сепаратным входам, модификация 

матрицы состояния F  путем изменения структуры ее собственных 
значений и собственных векторов с помощью процедуры обобщенного 
модального управления [27], а также введение необходимых 
межканальных перекрестных связей, матрицы отношения «вход-выход» 
H  и т.д.), в случае выполнения условия – переход к шагу 7. 

Шаг 7. Выход из алгоритма. 
Пример 4. Для иллюстрации приведенного алгоритма 

рассмотрим многоканальную непрерывную систему с тремя входами 
и тремя выходами. Сепаратные функциональные динамические 
каналы вход-выход охвачены единичной обратной связью. Эти 
сепаратные каналы обладают разнотемповыми динамическими 
свойствами, а потому характеризуются полосами пропускания, 
которые по мере перемещения от верхнего уровня к нижнему 
изменяются с расширением их диапазонов. Такая система 
представима в форме (12) таким образом, что ее матричные 
компоненты задаются в следующем виде  

 

3 2
01 01 01 12

3 2
21 02 02 02 23

3 2
32 03 03 03

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 ,

0 0 2 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 2 2

k

F

k k

k

  

  

  

 
 
 
   
 
 
   
   
 
 
 
 
    

 

3
0

0

0 ; 1,3 ;jj

j

L diag L j



  
       

  
    

 

1

0 ; 1,3 ,

0

T T
llC diag C l

  
      
    

 0 .H   

 
Значения характеристических частот каждого из сепаратных 

каналов положим равными в соответствие с распределениями мод 
Баттерворта, параметризованными характеристическими частотами 
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1
01 2 ,с   1

02 6с  , 1
03 18с  , так что полосы пропускания двух 

соседних сепаратных каналов разнятся в три раза. Межканальные связи 
в процессе исследования варьируются.  

Многомерная система функционирует без вырождения, если 
потоки заявок, поступающие на вход каждого из сепаратных каналов 
многомерной системы, по своей скорости согласованы с полосой 
пропускания этих каналов. 

Рассмотрим многоканальную систему для двух случаев задания 
межканальных связей: 1) 12 23 1,k k    21 32 1;k k   2) 12 23 0.3,k k    

21 32 1.k k   

Следуя приведенному ранее алгоритму, сконструируем 
критериальную матрицу многоканальной системы в форме (20). 
Допустимое значение функционала вырождения DJ  положим равным 

0.8DRJ  . Вычислим значение функционала вырождения DJ  

критериальной матрицы системы согласно соотношению (7), в 
результате получим: 1) 0.7903DJ  ; 2) 0.9289DJ  . 

В рассматриваемых вариантах задание межканальных связей в 
случае (1) не удовлетворяет условию D DRJ J , а следовательно, такая 

организация связей между каналами повлечет вырождение системы. 
Коррекция первой ситуации достигается с помощью модификации 
матрицы gК  прямых связей по вектору внешнего воздействия  g t  

путем включения на входе корректирующей матрицы kgК  вида 

kg

1 0.125 0

0.0046 1 0.0046 ,

0 0.0002 1

К

 
   
  

 доставляющей критериальной 

матрице N  единичное значение глобального функционала вырождения 
1DJ   вместо исходного 0.7903DJ  . 

Заключение. Приведен эффективный инструмент для решения 
задачи априорного контроля возможного вырождения многоканальных 
систем. Сформирован алгоритм конструирования критериальных 
матриц на основе резольвенты матрицы состояния системы. С помощью 
процедуры сингулярного разложения критериальных матриц получена 
количественная оценка потенциального вырождения многомерной 
системы в виде функционалов вырождения.  

Разработанный подход позволяет дать не только количественную 
оценку конфигурации системы управления, а также открывает 
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возможности для рассмотрения возможных путей модернизации ее 
структуры. Подход проиллюстрирован на примере многоканальной 
непрерывной системы, сепаратные каналы которой обладают 
разнотемповыми динамическими свойствами. Показано, как с помощью 
корректирующей матрицы на входе можно добиться 
единичного (максимального) значения глобального функционала 
вырождения. Это является показателем того, что многомерная 
непрерывная система функционирует без вырождения и потоки заявок, 
поступающие на вход каждого из ее сепаратных каналов, по своей 
скорости согласованы с полосой пропускания этих каналов.  
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Dudarenko N., Vunder N. A Priori Estimation of Potential Degeneration of Continuous 
Multichannel Dynamic Systems. 

Abstract. The problem of a priory control of potential degeneration of continuous 
multichannel dynamic systems is considered in the paper. Degeneracy is a property of a system 
describing operability of a multichannel dynamic system together with the basic properties of 
stability, reliability and invariance to the changing conditions. An assessment of potential 
generation of a system and its configuration together with the interconnections and polynomial 
exogenous signal is proposed. Degeneration process of a multichannel dynamic systems is a 
process of the rank reducing of the linear operator of the system. This statement is a basic concept 
of the degeneration factors approach. Algebraic properties of the matrix of the system’s operator 
is considered, and the matrix is named as the criterion matrix. Degeneration factor is calculated 
with the singular values of the criterion matrix. The global degeneration factor is conditional 
number of the criterion matrix of a system. In contrast to previous solutions it is proposed to 
form the criterion matrix of a system with the resolvent of its state matrix. Deparameterization 
of the linear algebraic problem is realized by additive decomposition of the output vector of the 
system by derivatives of the exogenous signal, and the steady-state mode of the system is 
considered. The procedure of a priori estimation of degeneration of continuous multichannel 
dynamic systems is proposed. The ways to achieve the required value of degeneration of the 
criterion matrix of the system with the modal control methods are discussed. The paper is 
supported with examples. 
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