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М.Ю. МЕДВЕДЕВ, В.Х. ПШИХОПОВ, И.Д. ЕВДОКИМОВ 
АЛГОРИТМ РОБАСТНОГО УПРАВЛЕНИЯ ОДНОМЕРНЫМ 

ДИНАМИЧЕСКИМ ОБЪЕКТОМ НА ОСНОВЕ ТАБЛИЧНОГО 
Q-МЕТОДА ОБУЧЕНИЯ С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ 

 
Медведев М.Ю., Пшихопов В.Х., Евдокимов И.Д. Алгоритм робастного управления 
одномерным динамическим объектом на основе табличного Q-метода обучения с 
подкреплением. 

Аннотация. В статье представлен обзор в области систем управления 
динамическими объектами на базе методов машинного обучения с подкреплением. На 
основе проведенного анализа сделан вывод о актуальности развития методов 
управления, базирующихся на обучении с подкреплением. В статье предлагается 
интеллектуальный алгоритм робастного управления устойчивыми динамическими 
объектами с одним входом и одним выходом, базирующийся на табличном Q-методе 
обучения нулевого порядка. Алгоритм осуществляет стабилизацию выходной величины 
объекта управления с заданной погрешностью, если параметры и внешние возмущения 
объекта являются кусочно-постоянными неизвестными величинами, а вектор состояния 
является измеряемым. Новизна предложенного алгоритма заключается в новом 
инкрементальном способе формирования управления, который позволяет, базируясь на 
множестве из трех возможных действий, стабилизировать объект управления. 
Предложенный способ формирования множества управляющих воздействий позволяет 
обеспечить требуемую точность стабилизации выхода объекта, изменяя амплитуду 
приращения управления. Также элементом новизны является предложенное выражения 
для расчета вознаграждения, которое позволяет ограничить изменения управления. 
Предлагаемый алгоритм обладает высокой вычислительной эффективностью. После 
обучения вычисление управления сводится к вычислению индексов по результатам 
измерения, чтению данных из памяти по вычисленным индексам и нахождению 
максимального значения в векторе небольшой размерности. В работе исследованы 
условия сходимости алгоритма обучения и ограниченности ошибки управления. 
Разработанный алгоритм демонстрируется на примере синтеза робастного управления 
двигателем постоянного тока с независимым возбуждением. В ходе численного 
моделирования исследуется качество замкнутой системы при изменении параметров и 
задающего воздействия. Анализ результатов позволяет сделать выводы об 
эффективности синтезированного алгоритма. В статье приводятся результаты 
экспериментов, которые демонстрируют техническую реализуемость полученного 
алгоритма. Данный вопрос является важным, так как анализ источников показывает 
практически полное отсутствие технической реализации систем управления 
динамическими объектами, синтезированными с использованием методов обучения с 
подкреплением.  

Ключевые слова: робастное управление, обучение с подкреплением, Q-алгоритм 
обучения, динамические объекты, неопределенные параметры, сходимость алгоритма 
обучения. 

 
1. Введение. В настоящее время становятся популярными 

методы интеллектуального управления, базирующиеся на машинном 
обучении. Обещающие результаты показывают методы обучения с 
подкреплением [1], направленные на решение проблемы адаптивного 
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управления динамическими объектами в условиях неопределенности. 
Задача синтеза прямого адаптивного управления на базе Q-метода 
обучения с подкреплением была описана в работе [2]. Здесь можно 
выделить несколько основных проблем. 

Первая проблема заключается в обеспечении асимптотической 
устойчивости замкнутой системы управления, базирующейся на 
методах машинного обучения. 

Вторая проблема состоит в том, что в процессе обучения 
имеется возможность выработки обучающимся алгоритмом 
недопустимых воздействий. В этой связи обучение осуществляется в 
виртуальной среде, на реальном объекте реализуется дообучение. 
Чтобы минимизировать риски потери качества и устойчивости 
управления требуется наличие виртуальной модели, максимально 
близкой к реальному объекту. Однако, наличие такой модели делает 
задачу синтеза алгоритма управления реализуемой классическими 
методами автоматического управления [3]. В этом случае возникает 
вопрос о преимуществах, которые дает интеллектуальный регулятор. 

В работах [4 – 13] проблема сохранения качества и 
устойчивости системы управления при он-лайн обучении 
интерпретируется как обеспечение свойства равномерной абсолютной 
ограниченной устойчивости (Uniformly Ultimate Boundedness Stability – 
UUB). 

При этом можно выделить подход, базирующийся на модели, и 
безмодельный подход. В работах [4, 6 – 8, 10 – 13] используется 
подход, основанный на моделях. Рассматриваются дискретные [4, 7] 
или непрерывные [6, 8, 10 – 13] объекты управления с 
неопределенными правыми частями и возмущениями. Обычно 
накладываются условия дифференцируемости [4, 11] или 
непрерывности в смысле выполнения условий Липшица [6 – 8, 10 – 13] 
правых частей, внешние возмущения считаются ограниченными, а 
объект – управляемый. В рассматриваемых работах машинное 
обучение используется для аппроксимации неопределенных правых 
частей с их последующей идентификацией, а также для адаптивного 
решения задачи оптимального управления. В подавляющем числе 
методов, базирующихся на моделях, для аппроксимации используется 
однослойная нейронная сеть [4, 6, 8, 10 – 13], в частности популярной 
является аппроксимация радиальными базисными функциями [4, 11, 
12]. Для оценивания оптимального решения уравнения Гамильтона-
Якоби-Беллмана и уменьшения ошибки Беллмана также используются 
однослойные нейронные сети и архитектура обучения с 
подкреплением, известная как Actor-Critic [1]. 
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Можно выделить ряд ограничений предлагаемых подходов. 
Практически во всех статьях, основанных на моделях, за 

исключением работы [7], используются однослойные нейронные сети. 
Такие сети способны аппроксимировать нелинейные функции многих 
переменных, при этом ошибка аппроксимации стремится к нулю, если 
число нейронов (и, соответственно, число параметров настройки), 
стремится к бесконечности. Такая аппроксимация не дает 
принципиальных преимуществ по сравнению с обычной 
параметризацией и разложением по заданному базису. Она удобна с 
точки зрения выбора закона настройки параметров на основе теории 
устойчивости Ляпунова. Однако такой подход не использует 
преимущества многослойных нейронных сетей, с помощью которых 
получены наиболее впечатляющие результаты в области 
искусственного интеллекта. 

Также можно отметить, что обеспечение свойства равномерной 
абсолютной ограниченной устойчивости не гарантирует выполнение 
прямых показателей качества. На наш взгляд он-лайн адаптация и не 
может обеспечить выполнение таких требований. Для этого 
необходимо дополнительно применять офф-лайн методы обучения. 

В рамках основанного на моделях подхода различные аспекты 
проблемы обеспечения безопасности при обучении изучаются в 
настоящее время [14, 15, 16]. Так в работе [14] обеспечивается 
построение ограниченной области притяжения методом, сходим с 
методом Ляпунова. В работе [15] вводятся ограничения на состояние 
системы управления, которые выполняются, если известны 
индикаторная функция, указывающая на выход состояния за заданные 
ограничения и субоптимальные удовлетворяющие заданным 
ограничениям действия. В статье [16] выполнение заданных 
ограничений на состояние системы управления осуществляется в 
рамках структуры, формирующий параметрическую аппроксимацию 
решения уравнения Беллмана и формирование ограничений методами 
обучения с подкреплением. 

Проблема обеспечения устойчивости также актуальна в 
безмодельных подходах [5, 9, 17 – 19], в которых управление строится 
только на основе анализа входных и выходных данных. 

В работах [5] и [9] также обеспечивается свойство UUB. В 
работах [17, 18] вводятся управляющие барьерные функции (Control 
Barrier Functions), а также используется предварительное обучение, 
после которого осуществляется функционирование замкнутой 
системы. В статье [19] в процессе обучения методом Ляпунова 
обеспечивается устойчивость. Однако, как в основанных на моделях 
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подходах не обеспечивается выполнения прямых показателей качества 
в процессе обучения. 

Безмодельные подходы достаточно популярны в различных 
приложениях. Так в работе [20] рассматривается проблема управления 
объектом первого порядка с запаздыванием. Для ее решения успешно 
применяется метод обучения с подкреплением Deep Deterministic 
Policy Gradient (DDPG). В [21] с применением метода DDPG решена 
задача перехвата подвижного объекта, который движется по 
прямолинейной или круговой траектории. 

Проведенный анализ позволяет сделать следующие выводы: 
1. Преимущественно исследуются методы он-лайн обучения 

(адаптации), которые гарантируют устойчивость, но не гарантируют 
заданного качества управления в процессе обучения. 

2. В системах управления динамическими объектами, в 
подавляющем большинстве статей при анализе устойчивости 
используются однослойные сети, что удобно для использования 
теории устойчивости Ляпунова. 

3. Проводимый анализ устойчивости не позволяет выбрать 
структуру нейронной сети, функцию активации и гиперпараметры при 
обучении, хотя эти характеристики прямо влияют на устойчивость 
процесса обучения [22]. 

4. Несмотря на заявленные теоретические гарантии 
обеспечения устойчивости в статьях отсутствует практическая 
реализация теоретических результатов. Все исследования остаются в 
рамках симуляций. Это указывает на недостаточную развитость 
инженерных методик синтеза систем управления на базе обучения с 
подкреплением. При этом такая ситуация резко отличается от методов 
обучения с учителем, на основе которых успешно строятся системы 
распознавания [23, 24], обработки сигналов [25] и текстов [26], 
планирования движения [27, 28], реализации регуляторов [29]. 

В данной работе развивается инженерная методика синтеза 
регулятора с использованием оф-лайн Q-метода [30]. Преимуществом 
оф-лайн подхода является то, что он способен обеспечивать заданное 
качество в течение всего переходного процесса, так как во время 
функционирования регулятор не обучается. В данной работе 
рассматривается задача с дискретными значениями управления. 
Предлагается вариант, позволяющий обеспечить за счет малого 
интервала дискретизации по уровню и инкрементального способа 
формирования управления обеспечить слежение за задающим 
сигналом с малой ошибкой. Кроме того, имеется широкий класс 
управляемых объектов с релейным характером управления, для 
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которых такая постановка задачи является актуальной. В частности, 
релейное управление применяется при управлении мощными 
двигателями и тепловыми процессами. 

Новизна результатов, представленных в настоящей статье, 
определяется следующими положениями: 

1. Предложен инкрементальный способ формирования 
управляющего воздействия, который обеспечивает робастную 
стабилизацию управляемого выхода объекта с заданной точностью. 
Метод требует построения только трех таблиц ценности действий, что 
определяет его вычислительную эффективность. 

2. Предложен способ формирования вознаграждения, 
предотвращающий резкие изменения управляющих воздействий, что 
позволяет добиться более плавных переходных процессов в замкнутой 
системе. 

3. Проведенные натурные эксперименты показывают 
отсутствие необходимости дообучения алгоритма управления при 
переходе из виртуальной среды к реальному объекту для 
рассмотренного класса задач. Как правило, такой бесшовный переход 
считается проблематичным и представляет собой проблемы, 
известную под названием «разрыв реальности». 

2. Постановка задачи. Рассматривается система управления, 
представленная на рисунке 1, включающая односвязный объект 
управления (ОУ) и устройство управления (УУ). УУ формирует на 
вход ОУ управления uk. С выхода ОУ на вход УУ подаются состояние 
xk и вознаграждение Rk. На вход объекта также воздействует 
возмущение f. 

 

 
Рис. 1. Структура системы управления 
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Объектом управления является линейная динамическая 
стационарная система с неизвестными параметрами и неизмеряемым 
возмущением, которая описывается системой уравнений вида: 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝐴𝐴𝑑𝑑(𝑡𝑡) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑡𝑡) + ℎ𝑓𝑓(𝑡𝑡),

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑐𝑐𝑇𝑇𝑑𝑑(𝑡𝑡),
 (1) 

 
где 𝑑𝑑(𝑡𝑡)  – вектор состояния размерности n; 𝑏𝑏(𝑡𝑡)  – скалярное 
управляющее воздействие; 𝑓𝑓(𝑡𝑡)  – скалярное возмущение; 𝑦𝑦(𝑡𝑡)  – 
регулируемая выходная величина; 𝐴𝐴  – матрица постоянных 
неизвестных параметров размерностью n×n; 𝑏𝑏,ℎ – векторы постоянных 
неизвестных параметров размерностью n×1; c – вектор известных 
параметров размерностью n×1. 

Предположение 1. Предполагается, что матрица A является 
Гурвицевой. Управляющее воздействие принадлежит заданному 
интервалу 𝑏𝑏(𝑡𝑡)∈[𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚].  Выходная величина объекта (1) 
ограничена и также принадлежит известному интервалу 𝑦𝑦(𝑡𝑡)∈[𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,
𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚] . Внешнее воздействие также ограничено по величине 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤
𝑓𝑓(𝑡𝑡) ≤ 𝑓𝑓𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Задача состоит в разработке и исследовании интеллектуального 
робастного алгоритма управления 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏(𝑑𝑑,𝑦𝑦0) , обеспечивающего 
стабилизацию выходной величины 𝑦𝑦(𝑡𝑡)  в заданной окрестности 
желаемого значения 𝑦𝑦0. При разработке будем использовать методы 
обучения с подкреплением на основе временных различий [1]. 

3. Решение поставленной задачи. Для решения поставленной 
задачи модель объекта (1) представляется в дискретной форме 

 
𝑑𝑑𝑘𝑘+1 = 𝑑𝑑𝑘𝑘 + ∆𝑡𝑡(𝐴𝐴𝑑𝑑𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑘𝑘 + ℎ𝑓𝑓𝑘𝑘),

𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑇𝑇𝑑𝑑𝑘𝑘,  (2) 

 
где ∆𝑡𝑡 – шаг дискретизации по времени; k – обозначение дискретного 
момента времени 𝑡𝑡𝑘𝑘 = 𝑘𝑘∆𝑡𝑡. 

Управление 𝑏𝑏𝑘𝑘  выбирается из множества допустимых 
управлений 

 
𝑏𝑏𝑘𝑘 ∈ {𝑏𝑏𝑚𝑚}, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑁𝑁𝑢𝑢,𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝑏𝑏𝑚𝑚 ≤ 𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, (3) 

 
где 𝑁𝑁𝑢𝑢 – положительное число. 
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Вознаграждение в момент времени k выбирается в виде 
квадрата ошибки, взятого с противоположным знаком: 

 
𝑅𝑅𝑘𝑘 = −(𝑦𝑦0 − 𝑦𝑦𝑘𝑘)2, (4) 

 
где 𝑦𝑦𝑘𝑘 – значение управляемой величины динамического объекта (1) в 
момент времени t. 

В качестве алгоритма обучения используется метод Q-обучения 
нулевого порядка [1], который относится к методам обучения с 
разделенной стратегией и описывается выражением: 

 
𝑄𝑄𝑡𝑡+1(х�k)= 𝑄𝑄𝑡𝑡(х�k)+α [R𝑘𝑘+1 + γmax

𝑢𝑢
𝑄𝑄𝑡𝑡+1(𝑑𝑑�k+1,u)− 𝑄𝑄𝑡𝑡(х�k)], (5) 

 
где 𝑄𝑄𝑡𝑡+1(х�k) – значение ценности состояния х�k в момент времени t+1; 
𝑄𝑄𝑡𝑡(х�k) – значение ценности состояния х�k  в момент времени t; R𝑘𝑘+1  – 
вознаграждение за переход в состояние х�k ; α  – шаг обучения; γ  – 
коэффициент обесценивания; 𝑑𝑑�k = [𝑑𝑑𝑘𝑘  𝑦𝑦0]𝑇𝑇. 

Выражение (5) формирует обновление ценности действий в 
каждом состоянии следующим образом. 

1) В момент времени t в состоянии х�k  выбирается текущее 
управление 𝑏𝑏𝑘𝑘 в соответствии с выражением 
 

𝑏𝑏𝑘𝑘= max
𝑢𝑢

𝑄𝑄𝑡𝑡(𝑑𝑑�k,𝑏𝑏). (6) 
 

2) Управление 𝑏𝑏𝑘𝑘 (6) подается на вход объекта (1). 
3) На следующем шаге 𝑘𝑘 + 1  осуществляется вычисление 

вознаграждения согласно (4) и для нового состояния 𝑑𝑑�k+1 определяется 
оптимальное управление 𝑏𝑏𝑘𝑘+1 согласно (6) и его ценность 𝑄𝑄𝑡𝑡+1(𝑑𝑑�k+1). 

4) Согласно выражению (5) осуществляется обновление 
функции ценности 𝑄𝑄𝑘𝑘(х�k). 

Таким образом, особенностью выражения (5) является то, что 
обновление ценности состояния х�k , в котором находилась система в 
момент времени t, осуществляется в момент времени t+1, после 
вычисления максимально полезного действия в состоянии 𝑑𝑑�k+1. 

Как известно [1], в результате применения описанной 
процедуры осуществляется максимизация вознаграждения, 
определяемого выражением 
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𝐺𝐺𝑡𝑡 = 𝑅𝑅𝑡𝑡+1 + γ𝑅𝑅𝑡𝑡+2 + γ2𝑅𝑅𝑡𝑡+3 + ⋯ = � γ𝑘𝑘𝑅𝑅𝑡𝑡+𝑘𝑘+1

∞

𝑘𝑘=0

. (7) 

 
Метод Q-обучения, как метод с разделенной с разделенной 

стратегией, допускает использование ε-жадного алгоритма [1] в 
процессе обучения и жадного алгоритма в процессе 
функционирования обученного агента. Основное преимущество 
метода Q-обучения заключается в том, что обновление функции 
ценности 𝑄𝑄𝑘𝑘(х�k)  осуществляется сразу после выполнения действия 𝑏𝑏𝑘𝑘 
и определения нового состояния 𝑑𝑑�k+1  и вознаграждения R𝑡𝑡+1 . При 
этом не требуется хранить массивы состояний и вознаграждений как в 
методе Монте-Карло, т.е. все операции по обновлению функции 
ценности (5) являются скалярными. Это позволяет уменьшить 
требования к вычислительным затратам. 

Кроме дискретизации по времени, в процессе обучения Q-
методом, используется дискретизация по уровню. Рассмотрим 
рабочую область объекта (1), в которой переменные состояния 𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡) 
ограничены 

 
𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≤ 𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑡𝑡) ≤ 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 , (8) 

 
где 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 – известные константы; i=1,2,…,n. 

Такие ограничения широко распространены на практике. 
Например, в электрических системах сигналы ограничены 
напряжением питания, в электрических двигателях рабочие токи 
ограничены и при выходе за заданный диапазон осуществляется 
отключение питания. 

Тогда дискретизация диапазона [𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚]  на 𝑛𝑛𝑑𝑑 + 1 
значение осуществляется в соответствии с выражением 

 
𝑑𝑑𝑚𝑚𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑏𝑏𝑛𝑛𝑑𝑑�𝑛𝑛𝑑𝑑 ∗ 𝑑𝑑𝑚𝑚(𝑘𝑘∆𝑡𝑡)/(𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)�, 𝑖𝑖 = 1,2, … ,𝑛𝑛, k = 0,1,2, … (9) 

 
Проведем оценку устойчивости системы управления (2) – (6). 

Для краткости перепишем выражение (5) в виде 
 

𝑄𝑄𝑘𝑘+1= 𝑄𝑄𝑘𝑘+α [R𝑘𝑘+1 + γmax
𝑢𝑢

𝑄𝑄𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑘𝑘]. (10) 
 

Введем в рассмотрение следующую квадратичную функцию 
 

𝑉𝑉𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑘𝑘2 + 𝑑𝑑𝑘𝑘2. (11) 
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Рассмотрим приращение функции (11) 
 

∆𝑉𝑉𝑘𝑘+1 = 𝑉𝑉𝑘𝑘+1 − 𝑉𝑉𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑘𝑘+12 + 𝑑𝑑𝑘𝑘+12 − 𝑄𝑄𝑘𝑘−12 − 𝑑𝑑𝑘𝑘−12 . (12) 
 
Подстановка (10) и (2) в правую часть (12) приводит к 

выражению 
 
∆𝑉𝑉𝑘𝑘+1 = (𝑄𝑄𝑘𝑘+α [R𝑘𝑘+1 + γmax𝑢𝑢 𝑄𝑄𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑘𝑘])2 + �𝑑𝑑𝑘𝑘 + ∆𝑡𝑡(𝐴𝐴𝑑𝑑𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑘𝑘 +

ℎ𝑓𝑓𝑘𝑘)�2 − 𝑄𝑄𝑘𝑘2 − 𝑑𝑑𝑘𝑘2. 
(13) 

 
Согласно Предположению 1 объект управления является 

устойчивым, а внешние воздействия ограничены. В этой связи вектор 
𝑑𝑑𝑘𝑘  также ограничен, поэтому при достаточно малом шаге 
дискретизации по времени ∆𝑡𝑡  слагаемым ∆𝑡𝑡(𝐴𝐴𝑑𝑑𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑘𝑘 + ℎ𝑓𝑓𝑘𝑘)  в 
выражении (13) можно пренебречь. Тогда, при ∆𝑡𝑡 → 0 получаем 

 
∆𝑉𝑉𝑘𝑘+1 = (𝑄𝑄𝑘𝑘+α [R𝑘𝑘+1 + γ𝑄𝑄𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑘𝑘])2 − 𝑄𝑄𝑘𝑘2. (14) 

 
В выражении (14) раскроем скобки и сократим подобные 

 
∆𝑉𝑉𝑘𝑘+1 = 2𝑄𝑄𝑘𝑘α [R𝑘𝑘+1 + γmax𝑢𝑢 𝑄𝑄𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑘𝑘] + (α [R𝑘𝑘+1 + γmax𝑢𝑢 𝑄𝑄𝑘𝑘+1 −

𝑄𝑄𝑘𝑘])2. (15) 
 

Выражение R𝑘𝑘+1 + γmax𝑢𝑢 𝑄𝑄𝑘𝑘+1 − 𝑄𝑄𝑘𝑘  в (15) хорошо известно, 
как ошибка Q-метода обучения. Сходимость этой ошибки при k→∞ 
доказана [1, 11]. Поэтому, согласно (15) можно утверждать, что 
замкнутая система устойчива по Ляпунову, что гарантирует 
ограниченность всех сигналов. 

Описанный алгоритм является стандартным алгоритмом Q-
обучения. Он обладает тем недостатком, что при повышении 
требований к точности стабилизации необходимо увеличивать 
мощность множества управлений (3). Однако такое увеличение 
приводит к пропорциональному росту числа Q-таблиц и сложностям 
при обучении, так как известно, что табличные методы хорошо 
работают при небольшом числе 𝑁𝑁𝑢𝑢 [1]. 

В этой связи в данной работе предлагается инкрементальный 
способ вычисления управления, в котором вычисляется не абсолютное 
значение управления, а его приращение в соответствии с выражением: 

 
𝑏𝑏𝑘𝑘= 𝑏𝑏𝑘𝑘−1 + ∆𝑏𝑏𝑘𝑘.   ∆𝑏𝑏𝑘𝑘= max𝑢𝑢 𝑄𝑄𝑡𝑡(𝑑𝑑�k,𝑏𝑏),   𝑏𝑏 ∈ {−∆𝑏𝑏, 0,∆𝑏𝑏}, (16) 

725

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS



где ∆𝑏𝑏 – приращение управления на текущем шаге. 
При этом, в выражении (16) 𝑑𝑑�k = [𝑑𝑑𝑘𝑘  𝑦𝑦0  𝑏𝑏𝑘𝑘−1]𝑇𝑇, т.е. состояние 

системы включает переменные состояния объекта, задающее 
воздействие и предыдущее значение управления. 

Из выражения (16) следует, что регулятор 𝑏𝑏𝑘𝑘= 𝑏𝑏𝑘𝑘−1 +
max𝑢𝑢 𝑄𝑄𝑡𝑡(𝑑𝑑�k,𝑏𝑏)  является динамическим, так как значения управления 
𝑏𝑏𝑘𝑘 зависят не только от текущего состояния 𝑑𝑑�k, но и от предыдущего 
значения управляющего воздействия 𝑏𝑏𝑘𝑘−1. 

Очевидно, что управление (16) не меняет условия сходимости 
по сравнению с управлением (6). При этом, выражение (16) 
обеспечивает более плавное изменение управляющего воздействия. 

В системах обучения с подкреплением изменение 
управляющего воздействия обуславливается не только множеством 
допустимых управлений, но и вознаграждением. В этой связи в данной 
работе предлагается модифицированный способ формирования 
вознаграждения, при котором в выражение (4) добавляется штраф для 
резких изменений управления: 
 

𝑅𝑅𝑘𝑘 = −(𝑦𝑦0 − 𝑦𝑦𝑘𝑘)2 − 𝛽𝛽 ∗ |𝛥𝛥𝑏𝑏|, (17) 
 
где 𝛽𝛽 – коэффициент штрафа; 𝛥𝛥𝑏𝑏 =  𝑏𝑏𝑘𝑘 −  𝑏𝑏𝑘𝑘−1. 

На практике всегда присутствуют измерительные шумы, 
поэтому их необходимо фильтровать. Данный вопрос не является 
предметом настоящей статьи, поэтому в ней применяется простейший 
алгоритм сглаживания вида 

 
𝑏𝑏 = 𝜆𝜆 ∗ 𝑏𝑏𝑘𝑘 + (1 − 𝜆𝜆 ) ∗ 𝑏𝑏𝑘𝑘−1, (18) 

 
где 𝜆𝜆 – коэффициент сглаживания. 

При 𝜆𝜆 = 0.5  алгоритм (8) является алгоритмом скользящего 
усреднения по двум изменениям. 

3. Результаты численного моделирования. На рисунках 2 – 4 
представлены результаты моделирования замкнутой системы 
управления (2) – (6), обученной на 3 000 000 эпизодах для следующих 
параметрах: время моделирования эпизода 8.0 с; шаг моделирования 
0.01; шаг обучения α = 0.05; коэффициент обесценивания γ = 1.0. 

В качестве объекта управления выбран двигатель постоянного 
тока, модель которого в дискретной форме имеет вид 
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𝜔𝜔𝑘𝑘+1 = 𝜔𝜔𝑘𝑘 +
∆𝑡𝑡
𝐽𝐽

(𝑘𝑘𝑚𝑚𝐼𝐼𝑘𝑘 −𝑀𝑀𝑙𝑙𝑘𝑘),

𝐼𝐼𝑘𝑘+1 = 𝐼𝐼𝑘𝑘 +
∆𝑡𝑡
𝐿𝐿

(𝑏𝑏𝑘𝑘 − 𝑘𝑘𝑚𝑚𝜔𝜔𝑘𝑘 − 𝑟𝑟𝐼𝐼𝑘𝑘),
 (19) 

 
где 𝜔𝜔𝑘𝑘 , 𝐼𝐼𝑘𝑘 , u𝑘𝑘 , 𝑀𝑀𝑙𝑙𝑘𝑘  – частота вращения, ток статора, управляющее 
напряжение и момент нагрузки двигателя. 
 

 
Рис. 2. Изменение частоты вращения в замкнутой системе управления (3) – (6), 

(19), (20) 
 

 
Рис. 3. Изменение тока в замкнутой системе (3) – (6), (19), (20) 
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Рис. 4. Изменение управляющего воздействия в замкнутой системе (3) – (6), 

(19), (20) 
 

Параметры двигателя (19) являются интервальными и заданы в 
следующих диапазонах: 𝐽𝐽 ∈ [0.1, 0.3]; 𝑘𝑘𝑚𝑚 ∈ [0.7, 1.3]; 𝑀𝑀𝑙𝑙 ∈ [0.1, 0.3]; 
𝐿𝐿 ∈ [0.07, 0.13]; 𝑟𝑟 ∈ [0.7, 1.3]. 

Множество управляющих воздействий содержит 5 значений 
 

𝑏𝑏𝑘𝑘∈{0, 0.25𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, 0.5𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚, 0.75𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚}. (20) 
 

При моделировании замкнутой системы значения параметров 
равны 𝐽𝐽 = 0.219 , 𝑘𝑘𝑚𝑚 = 0.944 , 𝑀𝑀𝑙𝑙 = 0.237 , 𝐿𝐿 = 0.113 , 𝑟𝑟 = 1.061 , 
𝜔𝜔0 = 0.234. 

Полученное значение СКО равно 0.065. При этом СКО 
рассчитывается по всему переходному процессу. Для установившего 
режима СКО равно 0.015, что составляет примерно 45 % от размера 
ячейки дискретизации пространства состояния. 

По сравнению с работой [30], в которой реализовано управление 
с обратной связью по выходной величине 𝜔𝜔𝑘𝑘  можно отметить 
следующее. В работе [30] реализован алгоритм, при котором 
необходимо обучение при неизвестных, но постоянных параметрах 
двигателя и заданной нагрузке. При изменении параметров и нагрузки 
требуется заново обучать алгоритм управления. В данном случае не 
требуется каждый раз обучать алгоритм управления. Для примера, на 
рисунках 5–8 представлены переходные процессы в замкнутой системе 
при скачкообразном изменении нагрузки и желаемой частоты 
двигателя. 
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Рис. 5. Изменение частоты в системе (3) – (6), (19), (20) при скачке задающего 

воздействия 𝜔𝜔0 
 

 
Рис. 6. Изменение управления в системе (3) – (6), (19), (20) при скачке 

задающего воздействия 𝜔𝜔0 
 

На рисунке 5 и рисунке 6 в момент времени t = 4 c происходит 
скачкообразное изменение задающей частоты вращения вала 
двигателя с 0.8 до 0.5. Алгоритм управления (6) после переходного 
процесса стабилизирует частоту вращения в окрестности нового 
значения. При моделировании замкнутой системы ее параметры 
сгенерированы случайным образом и равны: 𝐽𝐽 = 0.119 , 𝑘𝑘𝑚𝑚 = 0.969 , 
𝑀𝑀𝑙𝑙 = 0.115, 𝐿𝐿 = 0.106, 𝑟𝑟 = 0.922. СКО ошибки управления в течение 
всего времени составило 0.034, а в установившемся режиме 0.017. 
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Рис. 7. Изменение частоты в системе (3) – (6), (19), (20) при скачке нагрузки 𝑀𝑀𝑙𝑙 
 

 
Рис. 8. Изменение управления в системе (3) – (6), (19), (20) при скачке 

нагрузки 𝑀𝑀𝑙𝑙 
 

На рисунке 9 представлена проекция функции ценности для 
действия 𝑏𝑏𝑘𝑘 = 0 при 𝜔𝜔0 = 0.1. Функция построена в логарифмическом 
масштабе. Так как значения функции отрицательные, то построена 
функция логарифма от модуля функции ценности. Поэтому ее 
оптимальное значение находится в минимуме, который при малых 
токах примерно соответствует значению 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔0. При увеличении тока 
оптимальное значение функции ценности смещается в сторону 
возрастания 𝜔𝜔. 
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Рис. 9. Проекция функции ценности log (−𝑄𝑄(𝜔𝜔, 𝐼𝐼)) при 𝑏𝑏𝑘𝑘 = 0 и 𝜔𝜔0 = 0.1 

 
На рисунках 10 и 11 представлены результаты моделирования 

обученной замкнутой системы для управления частотой вращения 
двигателя для инкрементального управления (16). 

 

 
Рис. 10. Изменение частоты в замкнутой системе (16), (4), (5), (19) 

 
Моделирование проводилось при следующих параметрах 

двигателя: 𝐽𝐽 = 0.29 , 𝑘𝑘𝑚𝑚 = 1.081 , 𝑀𝑀𝑙𝑙 = 0.15 , 𝐿𝐿 = 0.081 , 𝑟𝑟 = 0.975 , 
𝜔𝜔0 = 0.7 . В момент времени t=4 c имеется скачок нагрузки до 
значения 𝑀𝑀𝑙𝑙 = 0.2 . При этом величина ∆𝑏𝑏 = 0.1 , шаг обновления 
управления равен 0.05 с, а шаг моделирования двигателя 0.01. 
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СКО замкнутой системы в установившемся режиме составило 
0.017, что примерно в 2 раза меньше размера ячейки дискретизации. 
Отметим, что моделируется гибридная система, в которой 
управляющий алгоритм является дискретным, а объект непрерывным. 

 

 
Рис. 11. Изменение управления в замкнутой системе (16), (4), (5), (19) 
 

4. Результаты натурных экспериментов. Для тестирования 
метода управления приводом на основе Q-обучения был выбран малый 
привод постоянного тока RB300200-0B101RЕго характеристики были 
измерены эмпирически и приведены в таблице 1. 

 
Таблица 1. Параметры привода постоянного тока 

Параметры привода Величина Погрешность 
Момент инерции, (кг ∗ м2) 10-6 5⋅10-7 

Коэффициент вязкого 
трения, (Н*м*с/рад) 2⋅10-6 5⋅10-7 

Противо-ЭДС, (В*с/рад) 0.0169 0.002 
Сопротивление, (Ом) 10 1.5 
Индуктивность, (Гн) 2.83⋅10-3 3⋅10-4 

Максимальное напряжение, 
(В) 12 – 

Максимальная угловая 
скорость, (рад/с) 710 – 

 
В ходе экспериментов исследованы формирование управления 

на основе множества (3). Для обучения и формирования управления 
использованы средства Matlab/Simulink. 
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При управлении на основе множества (3) обучение длилось 500 
тыс. эпизодов по 5 секунд каждый. После обучения в виртуальной 
среде алгоритм управления применяется на реальном приводе. Шаг 
дискретизации управляющего напряжения равен 0.5 В. Состояния по 
угловой скорости дискретизируются с шагом 10 рад/c. 

Схема системы управления в Matlab/Simulink представлена на 
рисунке 12. 

 

 
Рис. 12. Схема системы управления в Matlab/Simulink 

 
Схема подключения привода представлена на рисунке 13, а 

внешний вид стенда для эксперимента – на рисунке 14. 
 

 
Рис. 13. Блок-схема подключения привода 
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Как видно из рисунка 13, подключение привода осуществляется 
через микроконтроллер STM32F767 и преобразователь L298N. Для 
измерения частоты вращения вала двигателя используется датчик 
ЛИР-ДА23Т. 

 

 
Рис. 14. Схема управления реальным приводом 

 
Переходные процессы обученной системы управления 

представлены на рисунках 15 и 16. 
Результаты эксперимента показывают, что ошибка поддержания 

частоты составляет около 25 рад/с, что составляет 2,5 шага 
дискретизации по частоте. Основной вклад в ошибку управления 
вносят измерительные шумы.  

Результаты моделирования для системы управления с 
вознаграждением (17) и фильтром (18) представлены на рисунках 17 
и 18. Как видно из рисунка 17 ошибка управления составила около 10 
рад/с, что соответствует используемому шагу дискретизации частоты 
вращения по уровню. 
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Рис. 15. Угловая скорость для управления из множества (3) 

 

 
Рис. 16. Угловая скорость для управления из множества (3) 
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Рис. 17. Угловая скорость для управления из множества (3), вознаграждения 

(19) и фильтра (20) 
 

 
Рис. 18. Угловая скорость для управления из множества (3), вознаграждения 

(19) и фильтра (20) 
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Заключение. В статье представлены результаты исследования 
по применению Q-метода обучения с подкреплением для стабилизации 
выходной величины динамического объекта в заданном значении. 
Проведенный анализ литературы показал, что в большинстве работ 
развиваются он-лайн методы обучения, которые не позволяют 
удовлетворить требуемым прямым показателям качества в процессе 
адаптации. В этой связи офф-лайн методы обучения представляют 
интерес для технических систем. 

Результаты, полученные в данной статье, позволяют сделать 
следующие выводы: 

- офф-лайн Q-метод обучения с дискретным входом и 
выходом позволяет стабилизовать выход динамической системы с 
возмущением, параметры которой являются интервальными. При этом 
стабилизация осуществляется с точностью, определяемой шагом 
дискретизации; 

- с использованием натурного эксперимента показано 
отсутствие необходимости дообучения алгоритма управления при 
переходе из виртуальной среды к реальному объекту. Этот факт 
позволяет создавать на основе алгоритмов обучения с подкреплением 
новый класс робастных систем управления для исполнительных 
механизмов; 

- полученный алгоритм является вычислительно 
эффективным. Для нахождения управления достаточно реализовать 
доступ к элементам табличных функций ценности по имеющимся 
индексам и функцию поиска максимума в массиве размером 1 × 𝑁𝑁𝑢𝑢 . 
По сравнению с традиционными ПИД-регуляторами, требующими 
реализации численного интегрирования и дифференцирования, такой 
регулятор обладает более высоким быстродействием; 

- в работе предложен подход к уменьшению числа 𝑁𝑁𝑢𝑢 , 
который заключается в инкрементальной форме вычисления 
управления (18). В этом случае управление 𝑏𝑏𝑘𝑘  становится 
динамическим, так как оно зависит от предыдущего значения 𝑏𝑏𝑘𝑘−1 . 
Изменяя величину ∆𝑏𝑏𝑘𝑘  можно уменьшать величину дискретизации 
управления при 𝑁𝑁𝑢𝑢 = 3. 

Представленный в данной статье подход может быть 
эффективно применен для построения робастных систем управления 
объектами 2-3-го порядков. Очевидно, увеличение числа переменных 
приведет к необходимости использования различных, в том числе 
нейросетевых, аппроксимаций. Однако, использование аппроксимации 
функции ценности, вместе с разделенной стратегией обучения, при 
необходимости использования оценок вознаграждений вместо 
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фактических вознаграждений или полных доходов, приводит к 
проблеме расходимости алгоритмов обучения. Кроме того, сходимость 
процесса аппроксимации, строго говоря, доказана только для 
однослойных нейронных сетей (которыми может быть представлено, 
например, радиально-базисное или полиномиальное разложение). 
Наиболее точная многомерная аппроксимация достигается 
многослойными нейронными сетями, для которых не доказана 
асимптотическая сходимость в динамических системах. 
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M. MEDVEDEV, V. PSHIKHOPOV, I. EVDOKIMOV  
A ROBUST CONTROL ALGORITHM FOR SINGLE INPUT 

SINGLE OUTPUT DYNAMIC OBJECT BASED ON TABLE-BASED 
Q-METHOD OF REINFORCEMENT LEARNING 

 
Medvedev M., Pshikhopov V., Evdokimov I. A Robust Control Algorithm for Single Input 
Single Output Dynamic Object Based on Table-Based Q-Method of Reinforcement 
Learning. 

Abstract. The article provides an overview in the field of dynamic object control systems 
based on reinforcement learning. Based on the analysis, it is concluded that the development of 
control methods based on reinforcement learning is relevant. The article proposes an intelligent 
algorithm for robust control of stable dynamic objects with one input and one output, based on 
the tabular Q-learning method of zero order. The algorithm stabilizes the output value of the 
control object with a given error if the parameters and external disturbances of the object are 
piecewise constant unknown quantities, and the state vector is measurable. The novelty of the 
proposed algorithm lies in a new incremental method of control formation, which allows, based 
on a set of three possible actions, to stabilize the control object. The proposed method of 
forming a set of control actions makes it possible to ensure the required accuracy of stabilizing 
the output of an object by changing the amplitude of the control increment. The proposed 
algorithm has high computational efficiency. After training, the control calculation is reduced 
to calculating indexes based on measurement results, reading data from memory based on 
calculated indexes, and finding the maximum value in a small vector. For a discrete description 
of the control object, the conditions of convergence of the learning algorithm and the limitation 
of the control error are investigated. The developed algorithm is demonstrated by the example 
of the synthesis of robust control of a DC motor with independent excitation. In the course of 
numerical simulation, the quality of a closed system is investigated when the parameters and 
the control action change. The analysis of the simulation results allows us to draw conclusions 
about the effectiveness of the synthesized algorithm. The article also provides the results of a 
real experiment that demonstrate the technical feasibility of the algorithm obtained. This issue 
is important, since the analysis of sources shows an almost complete lack of technical 
implementation of control systems for dynamic objects synthesized using reinforcement 
learning methods. 

Keywords: robust control, reinforcement learning, Q-learning algorithm, dynamic objects, 
uncertain parameters, convergence of the learning algorithm. 
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А.С. АНТИПОВ, Ю.Г. КОКУНЬКО, Д.А. ВОЛЬФ, А.С. ШИРОКОВ 
СИНТЕЗ КОМБИНИРОВАННОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ОРИЕНТАЦИЕЙ И ВЫСОТОЙ КВАДРОКОПТЕРА НА ОСНОВЕ 
БЛОЧНОГО ПОДХОДА С СИГМОВИДНЫМИ ОБРАТНЫМИ 

СВЯЗЯМИ 
 

Антипов А.С., Кокунько Ю.Г., Вольф Д.А., Широков А.С. Синтез комбинированного 
управления ориентацией и высотой квадрокоптера на основе блочного подхода с 
сигмовидными обратными связями. 

Аннотация. В работе рассматривается проблема управления ориентацией и высотой 
квадрокоптера при наличии неопределенностей в модели объекта. При решении данной 
проблемы особенно актуально учитывать особенности объекта: сильную 
подверженность колебаниям крена, тангажа и высоты из-за конструкции квадрокоптера 
и динамики моторов (при этом рыскание наименее подвержено колебаниям из-за 
динамики моторов по сравнению с другими регулируемыми переменными). Для 
достижения высокого качества регулирования при наличии неопределенностей, как 
правило, применяют комбинированное управление. Оно строится как сумма двух 
частей: базовой стабилизирующей и части, компенсирующей неопределенности с 
помощью наблюдателя возмущений. Стандартно обе части содержат линейные обратные 
связи. Однако при отработке выходными переменными объекта негладких задающих 
воздействий линейные обратные связи могут приводить к перерегулированию и к 
увеличению колебательности. Для предотвращения этих проблем в работе предложен 
закон комбинированного управления с гладкими и ограниченными обратными связями в 
виде гиперболического тангенса. Данные обратные связи используются и в регуляторе, и 
в наблюдателе возмущений. При этом синтез управлений осуществляется на основе 
структурных свойств объекта с помощью блочного подхода. Его применение обеспечило 
инвариантность выходных переменных по отношению не только к согласованным, но и 
к несогласованным неопределенностям, а также позволило построить наблюдатель 
возмущений минимально возможного порядка. Кроме того, дополнительно для 
уменьшения колебаний в закон управления введена часть с ускорениями объекта. Для 
реализации предложенного подхода достаточно знать номинальные значения некоторых 
параметров объекта и допустимые границы изменения неопределенностей. Приведены 
результаты натурных экспериментов на квадрокоптере с рамой F450 и результаты 
сравнительного анализа предложенного подхода с тем, где используются линейные 
управления.  

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, внешние возмущения, 
комбинированное управление, блочный подход, гиперболический тангенс. 
 

1. Введение. В настоящее время применение беспилотных 
летательных аппаратов (БПЛА), в том числе квадрокоптеров, активно 
развивается во многих сферах для выполнения разнообразных задач: 
для картографии и геодезии; для съемки с воздуха; для обеспечения 
правопорядка и общественной безопасности; для поисковых, 
спасательных работ и оказания помощи; для лесного и сельского 
хозяйства; для инспекции линий электропередач; для образовательных 
и других целей. В связи с этим актуальна разработка автоматических 
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систем управления квадрокоптерами, позволяющая выполнять все 
необходимые цели и учитывающая особенности функционирования 
объекта и его математической модели. Из этих особенностей отметим 
нелинейность, относительно большой порядок модели, дефицит 
управлений, наличие перекрестных связей, параметрических 
неопределенностей и внешних возмущений, неполный комплект 
датчиков. Из-за комплекса данных особенностей разработка робастной 
системы слежения для квадрокоптера считается сложной задачей. При 
этом четыре управления позволяют независимо управлять только 
четырьмя выходными переменными. Их выбор зависит от функций, 
которые должен выполнять объект. В процессах автоматического 
управления квадрокоптером без априорного рабочего сценария, где не 
может быть задействован оператор БПЛА (например, в поисковых 
и спасательных работах), целесообразно принять три линейные 
координаты и угол рыскания в качестве выходных переменных. Для 
решения задач фото- и видеосъемки могут использоваться углы 
Эйлера и высота, желаемые значения которых оператор БПЛА задает 
с помощью пульта управления.  

Распространенными методами управления квадрокоптерами 
являются пропорционально-дифференцирующие (ПД) и 
пропорционально-интегрально-дифференцирующие (ПИД) регуляторы 
[1 – 3], методы оптимального [4 – 6], робастного [7 – 9] и адаптивного 
управления [10 – 13]. ПД и ПИД-регуляторы широко применяются в 
различных технических системах в силу простой реализации, которую 
можно осуществить без знания математической модели объекта 
управления. Однако изменение режимов функционирования объекта и 
внешних возмущений обычно требует перенастройки коэффициентов 
регулятора. Чтобы решить эту проблему для настройки 
коэффициентов применяют механизмы адаптации [14] и нейронные 
сети [15]. Однако это увеличивает количество вычислений в реальном 
времени и требует мощных бортовых процессоров, а также приводит к 
проблеме переобучения нейронных сетей. 

Методы оптимального управления обеспечивают максимизацию 
или минимизацию выбранных критериев. Однако эти методы 
чувствительны к параметрическим неопределенностям и неизвестным 
внешним возмущениям, которые всегда имеются на практике. Из-за 
этого методы становятся квазиоптимальными. 

Среди методов робастного управления выделим методы 
управления на скользящих режимах [8 – 9] и методы компенсации 
возмущений с помощью построения их наблюдателя [16 – 20]. 
Стандартные методы управления на скользящих режимах 
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обеспечивают инвариантность по отношению к согласованным 
неопределенностям и возмущениям (тем, которые действуют по одним 
каналам с управлением) за счет их подавления. Существуют также 
модификации методов при наличии несогласованных 
возмущений [21]. Недостатком методов управления на скользящих 
режимах является «чаттеринг» (паразитные колебания в 
установившемся режиме, которые возникают из-за конечной частоты 
переключений и инерции исполнительных устройств). Для борьбы с 
«чаттерингом» исследователи повышают порядок скользящих 
режимов [22], однако это увеличивает вычислительную сложность и, 
как правило, не позволяет полностью избавиться от явления 
«чаттеринга». В настоящее время для улучшения показателей качества 
регулирования исследователи комбинируют описанные стандартные 
методы с методами искусственного интеллекта [23] (в том числе 
с использованием нейросетей) и с методами нечеткой логики [24]. 

Компенсировать неопределенности и возмущения можно 
с помощью построения их наблюдателей. При этом переменные 
наблюдателей предоставляют оценки неопределенностей в режиме 
реального времени. Таким образом, в отличие от ПИД-регуляторов, 
применение данного метода может обеспечить работоспособность 
замкнутой системы при смене режимов работы объекта без изменения 
коэффициентов регулятора. Для этого достаточно знать допустимые 
диапазоны изменения неизвестных параметров и возмущений. При 
этом вычислительная сложность схемы управления с наблюдателем 
возмущений сопоставима с ПИД-регулированием. Однако настройка 
схемы с наблюдателем может быть более трудоемкой в силу того, что 
для ПИД-регулирования разработаны удобные инструменты 
автоматической настройки в MATLAB с пользовательским 
интерфейсом (PID Tuner app). 

По сравнению с методом компенсации возмущений на основе 
построения их наблюдателя, для реализации методов адаптивного 
управления не требуется устойчивости разомкнутой системы, и не 
нужно знать границы изменения неопределенностей. Коэффициенты 
регулятора в режиме реального времени адаптируются к изменениям 
неопределенностей, что обеспечивает примерно одинаковое высокое 
качество регулирования даже при смене рабочих режимов. Однако 
использование механизмов адаптации увеличивает вычислительную 
сложность алгоритмов управления и динамический порядок замкнутой 
системы, что может привести к запаздыванию при формировании 
управляющих воздействий. 
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В данной работе рассматривается проблема синтеза системы 
управления ориентацией и высотой квадрокоптера при наличии 
параметрических неопределенностей и при действии на объект 
внешних возмущений. Эта проблема может быть актуальной при 
проведении фото- и видеосъемки с оператором БПЛА. Предлагается 
решать задачу на основе блочного подхода [25] или родственного 
с ним метода обратного хода [21, 26] и компенсировать 
неопределенности с помощью построения их наблюдателя. 
В стандартных подходах как в регуляторе, так и в наблюдателе, 
используют линейные обратные связи. Однако эти управления могут 
приводить к перерегулированию и всплескам оценочных сигналов, что 
критично на практике, когда имеются ограничения на переменные 
состояния и управления. При этом в рамках метода обратного хода в 
общем случае можно выполнить заданные ограничения только на 
выходные переменные с помощью барьерных функций Ляпунова [13]. 
Для учета ограничений на скорости и ускорения приходится 
использовать другие методы.  

В данной работе для того чтобы комплексно обойти указанные 
проблемы предлагается использовать гладкие и ограниченные 
локальные обратные связи в виде гиперболического тангенса, который 
принадлежит классу сигмовидных функций (сигмоид). Эти обратные 
связи будут применены при синтезе регулятора и наблюдателя 
возмущений с учетом особенностей математической модели 
квадрокоптера. Научная новизна работы состоит в следующем: 

1. На основе редуцированной модели, не включающей 
контуры управления линейными горизонтальными перемещениями, 
для управления ориентацией и высотой квадрокоптера разработана 
декомпозиционная процедура синтеза системы слежения. При этом 
синтез происходит на основе блочного подхода. В результате 
сформировано комбинированное управление, компенсирующее часть 
оцениваемых параметрических и внешних возмущений и 
демпфирующее колебания, возникающие из-за динамики моторов. 
Стабилизирующая составляющая в виде вложенных сигмовидных 
функций обеспечивает переходные процессы без большого 
перерегулирования и подавляет другую часть неоцениваемых 
неопределенностей. Формализована процедура выбора коэффициентов 
регулятора, обеспечивающих отслеживание выходными переменными 
эталонных траекторий с заданной точностью и за заданное время. 
Показано, что компенсация неопределенностей реализуема при 
параметрически неопределенной входной матрице. 
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2. Разработан наблюдатель возмущений минимально 
возможного порядка, позволяющий восстановить внешние 
возмущения по их воздействию на объект управления без наличия 
динамической модели возмущений. Оценки неопределенностей 
предоставляют сигмовидные корректирующие воздействия 
наблюдателя, что расширяет класс допустимых для оценивания 
неопределенностей за счет негладких и изменяющихся во времени 
функций (по сравнению с некоторыми известными техниками 
компенсации возмущений с помощью наблюдателей или Active 
Disturbance Rejection Control (ADRC) [16], для реализации которых 
полагается, что неопределенности являются постоянными). 
Формализованы неравенства для настройки коэффициентов 
корректирующих воздействий наблюдателя, обеспечивающих 
оценивание неопределенностей с заданной точностью и за заданное 
время без больших всплесков оценочных сигналов, характерных для 
линейных наблюдателей с большими коэффициентами усиления. 

3. Приведены результаты апробации разработанной системы 
управления на квадрокоптере со стандартной рамой F450 и с полетным 
контроллером на микросхеме MDR32F9Q2I (производитель «ПКК 
Миландр»). 

4. Приведены результаты сравнительного анализа замкнутых 
систем с предлагаемыми сигмовидными и классическими линейными 
стабилизирующими обратными связями при отработке негладких 
задающих воздействий.  

Работа имеет следующую структуру. В разделе 2 представлена 
математическая модель квадрокоптера, формализована постановка 
задачи и сформулированы все необходимые предположения для ее 
решения. В разделе 3 на примере системы второго порядка с 
согласованными и с несогласованными возмущениями формализована 
процедура синтеза закона управления в виде вложенных сигмовидных 
функций. Далее этот подход распространяется для модели 
квадрокоптера: в разделе 4 разработана модификация блочного 
подхода с сигмовидными обратными связями для управления 
ориентацией и высотой квадрокоптера. Для информационного 
обеспечения сформированного закона управления в разделе 5 описан 
синтез наблюдателя возмущений. В разделе 6 приведены результаты 
апробации предложенных алгоритмов управления и наблюдения. 

2. Описание математической модели квадрокоптера 
и постановка задачи. Математическая модель движения 
симметричного квадрокоптера с четырьмя несущими винтами, 
рассматриваемого как твердое тело с шестью степенями свободы, 
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состоит из двух механических подсистем 6-го порядка с четырьмя 
управлениями: полноприводной подсистемы, описывающей динамику 
углов Эйлера (подсистема вращательного движения), и связанной с 
ней подсистемы с дефицитом управлений, описывающей динамику 
линейных координат (подсистема поступательного движения). В 
данных моделях учитывается динамика исполнительных устройств, но 
синтез управления в исполнительных приводах в данной работе не 
рассматривается.  

На рисунке 1 приведены системы координат, в которых 
измерялись переменные состояния [27]: глобальная неподвижная NED 
(north – X, east – Y, down – Z) и связанная система координат FRD 
(front – X, right – Y, down – Z). 

 

 
Рис. 1. Используемые системы координат 

 
Уравнения динамики объекта представим на основе [28], но с 

учетом сил аэродинамического сопротивления [29] и действия на 
объект внешних возмущений: 

 
( , , ) ( ) ,F t B uη η η η= +   (1) 

 
4

5

6

(c s c s s ) ,

(c s s s c ) ,

c c ,

z

z

z

r ux x
m m
r uy y
m m
r uz z g
m m

φ θ y φ y

φ θ y φ y

φ θ

= − + +

= − + −

= − + +

 

 

 

 (2) 
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где T( , , )η φ θ y=  – вектор ориентации, φ  – крен, / 2 ( ) / 2,tπ φ π− < <  
0,t ≥  θ  – тангаж, / 2 ( ) / 2,tπ θ π− < <  0,t ≥  y  – рыскание; 

T( , , )η φ θ y=  

 , T( , , )η φ θ y=  

  – векторы угловых скоростей и ускорений 
соответственно, заданных в NED (рисунок 1). 

Связь угловых скоростей в FRD и NED определяется 
уравнением кинематики: 

 
FRD( ) ,Rη η η=   (3) 

 
где T 3 1

FRD ( , , )p q r Rη ×= ∈  – вектор угловых скоростей в FRD, которые 

измеряются с помощью гироскопа, 
1 s t c t

( ) 0 c s
0 s / c c / c

R
φ θ φ θ

φ φ

φ θ φ θ

η
 
 = − 
  

 – 

матрица поворота, s sin( )∗ = ∗ , c cos( )∗ = ∗ , t tg( )∗ = ∗ . При этом 
уравнения динамики в FRD имеют вид: 
 

T
FRD 1 2 3( , , ) diag(1/ ,  1/ ,  1 / ) ,p q rF F F I I I uη = +  (4) 

 
где вектор-функции ,pF  qF , rF  определяют динамику объекта в FRD, 

iI  – главные моменты инерции, 1, 2,3.i =  
Тогда с помощью дифференцирования (3) получаем, что в (1) 

вектор-функция 1 2 3( , , ) ( , , )F t F F Fη η =  составлена с учетом 
преобразования (4) из FRD в NED, а именно 

T
FRD( , , ) ( ) ( , , ) ( , ) ,p q rF t R F F F Rη η η η η η= ⋅ +     где 

2 2

2 2

0 t (s ) / (c ) s t (c ) / (c )
( , ) 0 s c

0 (c c s s ) / (c ) ( s c s ) / (c )

с
R

c

φ θ φ θ φ θ φ θ

φ φ

φ θ φ θ θ φ θ φ θ θ

φ θ φ θ
η η φ φ

φ θ φ θ

 + − +
 

= − − 
 + − +  

   

  

   

. 

Элементы ,pF  qF , rF  соответствуют системе координат FRD. 
Они зависят от неопределенных параметров объекта управления, 
внешних возмущений и имеют следующий вид: 
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2 22 3 3 11 2
1 2

1 1 2 2

23 1 2
3

3 3

( ),  ( ),

( ),

p q

r

I I I Ir rF p qr f t F q pr f t
I I I I
r I IF r pq f t
I I

− −
= − + + = − + +

−
= − + +

 (5) 

 
где ( )if t  – внешние возмущения, которые также включают 
неучтенные силы и моменты, 0ir >  – коэффициенты 
аэродинамического сопротивления, 1,2,3.i =  

Матрица управления ( )B η  определяется произведением 
матрицы поворота на обратную матрицу к матрице инерции: 
 

1 2 3( ) ( ) diag(1/ ,  1/ ,  1 / ).B R I I Iη η= ⋅  (6) 
 

Управлением в полноприводной подсистеме ориентации (1) 
является вектор моментов T( , , )p q ru τ τ τ= . 

Переменные состояния подсистемы (2) с дефицитом 
управлений – это линейные координаты x , y  и высота z , 
измеряемые в неподвижной системе координат NED (рисунок 1);  
m  – масса квадрокоптера, g  – ускорение свободного падения;  

0ir >  – коэффициенты аэродинамического сопротивления, 4,5,6;=i  

zu  – управляющая суммарная тяга. 
В данной работе выходными (регулируемыми) переменными 

являются углы Эйлера ( ),  ( ),  ( )t t tφ θ y  и высота ( ),z t  для которых 
имеются «свои» истинные управления. При управлении углами Эйлера 
и высотой дифференциальные уравнения для линейных координат ,x  
y  (2) рассматриваются как уравнения нулевой динамики. Из (2) 

следует, что, если начиная с некоторого момента времени 0t , 
выполняется ( ) 0,tφ =  ( ) 0,tθ =  то уравнения нулевой динамики 
принимают вид: 
 

54 ,  .
rrx x y y

m m
= − = −     

 
Решением этой системы являются следующие функции: 
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4 0 0 4

4

5 0 0 5

5

( ) ( )(1 exp( / ))
( ) ,

( ) ( )(1 exp( / ))
( ) .

r x t mx t r t m
x t

r
r y t my t r t m

y t
r

+ − −
=

+ − −
=





 

 
Следовательно, при ( ) 0,tφ =  ( ) 0tθ =  квадрокоптер начинает 

тормозить в горизонтальной плоскости и стабилизируется 
в положении неустойчивого равновесия 0 0 4( ) [ ( ) / ],x t m x t r+   

0 0 5( ) [ ( )] / .y t m y t r+   Решение задачи регулирования линейных 
координат не является предметом исследования в данной работе. 
Однако для предотвращения сильного изменения ( )x t  и ( )y t  поставим 
задачу синтеза управлений ,  ,  p q rτ τ τ  и zu  в форме динамических 
обратных связей так, чтобы высота и рыскание отслеживали 
эталонные траектории с заданной точностью при стабилизации 
нулевых углов крена и тангажа: 
 

11 12 des 13 des 14( ) , ( ) ,  ( ) ( ) ,  ( ) ( ) ,t t t t z t z tφ d θ d y y d d≤ ≤ − ≤ − ≤  (7) 
 
где des des( ),  ( )t z ty  – эталонные траектории, 1id  – желаемые значения 
ошибок слежения в установившемся режиме, 1, , 4i =  . 

В этом случае допустимо убрать из рассмотрения уравнения 
динамики линейных координат ( ),x t  ( )y t  (2), а управление 
ориентацией и высотой осуществлять на основе редуцированной 
системы, которая включает подсистему (1) и третье уравнение 
подсистемы (2): 
 

1 2 2 0 1 1 2 0,  ( , , ) ( ) ,F F t B uη η η η η η= = + +   (8) 
 
где T

1 ( , , , )zη φ θ y=  – вектор регулируемых переменных, 
T

2 ( , , , )zη φ θ y=  


  – вектор скоростей объекта в NED. Вектор 

T
0 (0,0,0, )F g=  содержит известную часть модели (8), которую можно 

компенсировать с помощью управления T( , , , ) .p q r zu uτ τ τ=  Ненулевая 

компонента вектора 0F  включает один параметр – ускорение 
свободного падения .g  Вектор-функция 1 1 2( , , )F tη η  состоит из 
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неопределенностей модели, ее компоненты и выражение для 
номинальной матрицы управления 0 ( )B η  будут приведены далее. 

Матрица управления ( )B η  зависит от углов Эйлера η  и от 
параметров объекта, включающих неопределенности (моментов 
инерции и массы квадрокоптера). Она имеет блочную структуру 

1 1 4 4

2 2

( )
( ) ,

( )
B O

B R
O B
η

η
η

× 
= ∈ 
 

 где 3 3
1( ) ( )B B Rη η ×= ∈  (6), 

T
1 (0,0,0) ,O =  2 (0,0,0),O =  2

c c
( )B

m
φ θη = . При этом данную матрицу 

можно записать в виде суммы двух составляющих [25]: 
 

1
0 0 0( ) ( ) ( ),  rank rank ,  1,B B B B B BBη η η −= + ∆ = ∆ <  (9) 

 

где 01 1 4 4
0

2 02

( )
( )

( )
B O

B R
O B
η

η
η

× 
= ∈ 
 

 – известная номинальная часть, 

в которой блоки определяются следующими выражениями: 
 

3 3 1 1
01 02

01 02 03 0

c c1 1 1( ) ( ) diag , , ,  ( ) .B R R B R
I I I m

φ θη η η× × 
= ⋅ ∈ = ∈ 

 
 

 
Здесь моменты инерции 0i i iI I I= + ∆ и массу квадрокоптера 

0m m m= + ∆  также представили в виде суммы двух составляющих, из 
которых 0 ,iI 0m  – номинальные, ,iI∆  m∆  – неопределенные, 1,2,3.i =  

Неопределенная часть матрицы управления 
1 1 4 4

2 2

( )
( )

( )
B O

B R
O B
η

η
η

×∆ 
∆ = ∈ ∆ 

 включает следующие блоки: 

 
3 3

1
0 0

1 1
2

0 0

( ) ( ) diag ,
( )

c c
( )  .

( )

i

i i i

I
B R R

I I I
m

B R
m m m

φ θ

η η

η

×

×

 ∆
∆ = − ⋅ ∈ + ∆ 

∆
∆ = − ∈

+ ∆

 (10) 
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Произведение этой неопределенной части ( )B η∆  на управление 
T( , , , )p q r zu uτ τ τ=  вошло в вектор функцию 

T
1 1 2 11 12 13 14( , , ) ( , , , ) ,F t F F F Fη η =  которая описывает все 

неопределенности модели в системе координат NED. В силу (2), (5) ее 
компоненты имеют вид: 
 

T 6
11 12 13 1 14 2( , , ) ( ) ,  ( ) .z

r
F F F F B u F z B u

m
η η= + ∆ = − + ∆  (11) 

 
Приведем все предположения, выдвигаемые при решении 

задачи (7). 
1. Элементами вне диагонали матрицы инерции пренебрегаем 

в силу их существенной малости по отношению к главным моментам 
инерции.  

2. Известны номинальные значения главных моментов 
инерции 0 ,  1, 2,3iI i =  и значение массы квадрокоптера 0m . 

3. Неопределенности 1 1 2( , , )F tη η  в (8) изменяются в 
допустимых областях: 
 

1 1 2 1( , , ) ,  0,  1, , 4,i iF t F t iη η ≤ ≥ =   (12) 
 
где 1iF – известные константы, 1, , 4.i =   

4. Задающие воздействия T
1,des des des( ) (0,0, ( ), ( ))t t z tη y=  могут 

быть кусочно-непрерывными ограниченными функциями с конечным 
числом точек разрыва первого рода: 
 

1 ,des ,des( ) ,  1, , 4,i it H iη ≤ =
  (13) 

 
где ,desiH  – известные константы, 1, , 4.i =   Для обобщенной 
производной ограничения вида (13) понимаются как односторонние. 

5. Задача управления исполнительными приводами в данной 
работе не рассматривается. Для управления угловыми скоростями 
вращения моторов предполагается использовать широтно-импульсную 
модуляцию (ШИМ) и стандартный регулятор. При этом 
сформированные в механической подсистеме управляющие силы и 
моменты будут пересчитаны в ШИМ-сигналы на основе 
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приближенной нелинейной зависимости, полученной 
экспериментально (подробнее это будет описано в разделе 6 с 
результатами апробации алгоритмов). 

6. Для синтеза управления в силу измерений и их 
математических преобразований доступны все переменные состояния 

1,η  2 ,η  а также ускорения T
2 ( , , , )zη φ θ y=  

 
  (описание датчиков будет 

представлено в разделе 6 с результатами апробации алгоритмов). При 
этом предполагается, что датчики имеют высокое разрешение. 

Отметим, что аналитический вид неопределенной матрицы 
управления ( )B η∆  (10) был приведен лишь для наглядности 
демонстрации, как можно разделить матрицу управления на сумму 
известной и неизвестной части (9). Для реализации алгоритмов синтеза 
управлений, которые будут предложены в следующем разделе, знать 
аналитический вид этих матриц и составляющих 1 1 2( , , )F tη η  (11) будет 
непринципиально. Достаточно будет ограниченности 
неопределенностей, т.е. выполнения условия (12). 

3. Предварительные сведения для синтеза системы 
слежения. Для упрощения дальнейшей демонстрации основных 
результатов работы рассмотрим синтез предлагаемых алгоритмов 
управления на примере следующей системы второго порядка, на 
которую действуют внешние несогласованные и согласованные 
возмущения: 
 

1 2 1 2 2( ),  ( ) ( ) ,x x d t x f x d t υ= + = + +   (14) 
 
где T 2

1 2( , )x x x X R= ∈ ⊂  – известный вектор состояния (его 
компоненты измеряются), 1x R∈  – выход, Rυ ∈  – управление, 1( )d t  – 
несогласованные внешние возмущения, 2 ( )d t  – согласованные 
внешние возмущения, ( )f x  – известная функция, описывающая 
динамику модели. Полагаем, что неизвестные внешние возмущения 

1( ),d t  2 ( )d t  могут быть негладкими, но они ограничены известными 
константами:  
 

( ) ,  1,2, 0.i id t D i t≤ = ≥  (15) 
 

Отметим, что системой (14) может быть описана динамика 
ошибки слежения при решении задачи управления квадрокоптером, 
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где 1x  – это невязка между одной из выходных переменных (углом 
Эйлера или высотой) и желаемой траекторией ее изменения (ошибка 
слежения). При этом производная данной траектории аддитивно 
входит во внешние несогласованные возмущения 1( )d t  и может быть 
негладкой. Переменная 2x  представляет собой вторую производную 
одной из выходных переменных объекта. 

При наличии в модели (14) незатухающих внешних возмущений 
задача управления переменной 1x  может быть решена только с 
заданной точностью: 
 

1 1 1( ) ,  .x t t td≤ ≥  (16) 
 

Для удобства синтеза управления ,υ  обеспечивающего (16), 
воспользуемся блочным принципом управления [25]. Использование 
виртуального и истинного управления в виде ограниченных 
сигмовидных функций [25, 30, 31] позволит уменьшить 
перерегулирование и подавить внешние возмущения. 

Введем замену переменных: 
 

*
1 1 2 2 2 2 1 1 1, tanh( ),e x e x x x m k e= = − = +  (17) 

 
где 2e  – невязка между реальным 2x  и сформированным виртуальным 

управлением *
2 1 1 1tanh( ),x m k e= −  1 const 0,m = >  1 const 0,k = >  

стабилизирующим ошибку слежения 1e . В результате приходим к 
системе в невязках, замкнутой локальными связями: 
 

1 2 1 1 1 1 2 2( ) tanh( ),  ( ) ( ),e e d t m k e e f x d tυ= + − = + +    (18) 
 
где 2 2( ) ( ) ( ),d t d t t= + Λ  ( )tΛ  – производная гиперболического 
тангенса, которая возникает при дифференцировании 2e : 
 

2
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( tanh( )) / (1 tanh ( )) .t d m k e dt m k k e eΛ = = −   (19) 

 
В силу консервативной оценки 1 1 ( ) 2 ,   0e t m t≤ ≥  эта 

производная (19) является ограниченной: 
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2
1 1 1 1 1 1 1( ) ,   ( ) 2 ,  0 ( ) 2 .t m k e e t m t t m kΛ ≤ ≤ ≥ ⇒ Λ ≤   (20) 

 
Тогда функцию 2 ( )d t  в (18) будем считать новым 

возмущением, которое ограничено в силу (15), (20):  
 

2
2 2 1 1( ) 2 ,  0.d t D m k t≤ + ≥  (21) 

 
Закон истинного управления υ  примем в виде обратной связи 

по переменным состояния: 
 

2 2 2 3 2

2 2 2 1 1 1 3 2

( ( ) tanh( ) )
( ( ) tanh( ( tanh( ))) ),

f x m k e k x
f x m k x m k x k x

υ = − + + =

= − + + +





 (22) 

 
где 2 0,m >  2 0,k >  3 0k ≥  – константы. В законе управления (22) 
часть 2 2 2tanh( )m k e−  с гиперболическим тангенсом служит для 
стабилизации невязки 2e  [25]. По сравнению с [25] в закон управления 
(22) введена часть 3 2 ,− k x  предназначенная для уменьшения 
колебаний регулируемой переменной 1x  из-за неопределенной 
динамики объекта (внешних возмущений).  

В результате с учетом 2 2( )x t e= Λ −   (14), (18) приходим к 
замкнутой системе (18), (22): 
 

3 22
1 2 1 1 1 1 2 2 2

3 3

( )
( ) tanh( ),  tanh( ) .

1 1
k d tme e d t m k e e k e

k k
= + − = − +

+ +



   (23) 

 
Сформулируем достаточные условия устойчивости замкнутой 

системы (23), не принимая во внимание время сходимости, которое 
зависит от начальных условий. 

Лемма 1. Если в системе (21) выполняются условия 
( ) ,  1, 2,i id t D i≤ =  0t ≥  (15), то тогда для любого 1 0d >  

существуют такие значения 1 0,m >  2 0,m >  1 0,k >  2 0,k >  что при 
любых 1 1,m m>  1 1,k k≥  2 2 ,m m>  2 2 ,k k≥  3 0,k ≥ начиная с 
некоторого момента времени 1t t>  выполняется 1 1( )e t d≤  (16). 
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Доказательство Леммы 1. Для гиперболического тангенса 
tanh( )i ik e  и его первой производной, зависящих от аргумента i ik e , 

0,ik >  в силу связи с логистической функцией 
tanh( ) ( / 2),  ( ) 2 / (1 exp( )) 1i i i i i i i ik e k e k e k eσ σ= = + − − справедливы 
следующие оценки [25]: 
 
0.76 tanh( ) 1, 0 tanh ( ) 0.42 , 1/ ;

0.76 tanh( ) 0.76, 0.42 tanh ( ) ,  1/ ,
i i i i i i i

i i i i i i i i i i

k e k e k e k

k e k e k k e k e k

′< < < ≤ >

′≤ ≤ < ≤ ≤
 (24) 

 
где в области 1/i ie k≤  функцию tanh( )i ik e  можно приблизить 

линейной функцией, а в области 1/i ie k>  – приблизить константой. 
Согласно идеологии блочного подхода в замкнутой системе (21) 

нужно обеспечить последовательную сходимость невязок в 
окрестности нуля 2 2 2 1 1 1 2( ) ( 0) ( ) ( ),e t t t e t t t td d≤ > ≥ ⇒ ≤ > >  где 1d  – 
задано, 2d  назначается произвольно. Учитывая обратную зависимость 
радиуса сходимости от коэффициента усиления (22), сразу 
зафиксируем их нижние оценки на основе неравенств 
 

1 1 2 21 21/ 0,  1/ 0.k k k kd d≥ = > ≥ = >  (25) 
 

Сходимость невязок в области 1/i i ie k d≤ ≤  обеспечивается 
выбором амплитуд ,  1, 2im i = , нижние оценки для которых найдем с 
помощью второго метода Ляпунова. Введем следующую функцию в 
качестве кандидата на функцию Ляпунова замкнутой системы (23): 
 

2 2
1 2 1 1 2 2,  0.5 ,  0.5 .V V V V e V e= + = =  (26) 

 
Используя (21) и (24), при 2 21/e k>  оценки производных 

слагаемого 2V  в силу системы (23) имеют вид: 
 

1 2
2 2 2 2 3 2 3 2 1 1( ) ( ) (1 ) ( 0.76 ( 2 )).V t e e e t k m k D m k−= ≤ + − + +

  
 

Тогда при 2
2 3 2 1 11.32 ( )m k D m k> +  выполняется 2 0,V <  и за 

некоторое время 2 0t t> ≥  ошибка слежения 2e  попадает в 
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окрестность 2 21/e k≤  и далее остается в ней. Используя (15) и (24), 

при 2 2 21/e k d≤ ≤  и 1 11/e k>  находим, что справедливы следующие 
оценки производных слагаемого 1V  в силу системы (23): 

 
1 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( 0.76 ).V t e e e t D md= ≤ + −

  
 

Следовательно, при 1 2 11.32(1/ )m k D> +  выполняется 1 0,V <  и 
за некоторое время 1 2t t t> >  ошибка слежения 1e  попадает в 
окрестность 1 1 11/e k d≤ ≤ .  

Таким образом, получены такие нижние оценки для выбора 
коэффициентов усиления (25) и амплитуд 2 11 1.32( ) 0,m Dd= + >  

2
3 2 1 12 1.32 ( ),m k D m k= +  что при любых 1 1m m> , 2 2 ,m m>  1 1k k≥ , 

2 2k k≥ , 3 0k ≥  функция 1 2V V V= +  (26) является функцией Ляпунова 
замкнутой системы (23), и начиная с некоторого момента времени 

1t t>  выполняется 1 1( )e t d≤  (16). Лемма 1 доказана. 
Покажем, что за счет выбора коэффициентов регулятора также 

можно обеспечить желаемое время 2 ,t  1t  сходимости невязок 2 ,e  1e  
соответственно: 
 

2 2 2 1 1 1 2( ) ,  ,  ( ) ,  .e t t t e t t t td d≤ > ≤ > >  (27) 
 

Введем обозначения для максимального значения модулей 
невязок: 
 

1 1,max 2 2,max( ) ,  ( ) ,  0.e t e e t e t≤ ≤ ≥  
 

Для этих значений справедливы оценки: 
 

1,max 1 2,max 2 2 2,max 2 1(0) ( ) ,  (0) .e e e t e x md= + − = +  (28) 
 

С учетом оценок (28), если выполняются условия 
 

2 2 1 1 1 22( (0) ) 0.66( (0) ) / ,x m E e td− ≤ ≤ −  (29) 
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то невязки будут ограничены 
 

1,max 1 2,max 1 2, 1.5 ,e E e m d≤ ≤ +  
 
где 1 0E >  – желаемая граница изменения модуля невязки 1e . 

При заданной ошибке 1 0d >  зафиксируем некоторые значения 
*
1 0,E >  *

2 0,d >  *
2k : *

2 21/k d>  и *
3 0k ≥ . Далее формализуем процедуру 

выбора амплитуд 1,m  2 ,m  которая обеспечит желаемое время 
сходимости невязок (27). Эта процедура будет состоять из двух шагов. 

Шаг 1. Определим амплитуду 1m . Учет времени сходимости 
ошибки слежения приводит к повышению нижней границы на выбор 
амплитуды по сравнению с границей 2 11 1.32( ) 0m Dd= + >  из Леммы 
1, где время не учитывалось. При 2 2 2( ) ,  e t t td≤ >  условия на выбор 

1m  примут следующий вид: 
 

1 1 2 1
1 2 1

1 2

1 1 2 1 1 2
1

1 2

(0) 1.5
0.76

(0) ( )( )
.

0.76 2.26

e m t
m D

t t
e D t t

m
t t

d
d

d d

+ −
> + + ⇒

−

− + + −
⇒ >

−

 

 
Из этих условий также следует ограничение на выбор 2t : 

 
1 2 2 10.76 2.26 0 0 0.336 .t t t t− > ⇒ < <  (30) 

 
Тогда фиксируем *

2t  из (30) и, используя (29), определяем 
границы допустимого выбора 1m : 
 

111 ,m m m< <  (31) 
 
где 
 

761

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS



1 11 12

2 211

1 1 2 1 1 2
1 1 1 212

1 2

max{ , },
2( (0) ),

(0) ( )( )
,  0.66( (0) ) / .

0.76 2.26

m m m
m x

e D t t
m m E e t

t t

d

d d

=

= −

− + + −
= = −

−

 
(32) 

 
Если 1 1,m m>  то фиксируем *

1m  из (31), (32). В противном 

случае назначаем новое *
1E : *

1 1 21(1.5 (0) ) ,E m e t> +  которое обеспечит 

выполнение 1 1m m>  и позволит зафиксировать некоторое значение 
*
1m  из (31), (32). После назначения *

1m  переходим на второй шаг 
процедуры. 

Шаг 2. Фиксируем значение *
2m  из условия: 

 

( )
* * 22 1 2* 1 * * *

3 2 3 2 1 1*
2

(0)
(1 ) 1.32 2 .

x m
k m k D m k

t
d−  + −  + > + +     

 

 
На этом процедура выбора амплитуд заканчивается. Заметим, что 

сначала фиксируется амплитуда *
1 ,m  которая призвана стабилизировать 

невязку 1 ,e  затем амплитуда *
2m  для обеспечения стабилизации 2e  с 

заданной точностью и за заданное время. При этом невязки сходятся в 
обратном порядке: сначала стабилизируется 2 ,e  затем 1e  согласно (27). 

Разработанная процедура выбора амплитуд регулятора 
основывалась на консервативных оценках, поэтому нижние границы 
на выбор амплитуд не являются наименьшими, при которых 
достигается устойчивость замкнутой системы. При этом избыточность 
оценок может приводить к нарушению ограничений на переменные 
состояния и управления, которые имеются на практике. Из-за этого 
разработанная процедура может служить лишь для получения опорных 
значений коэффициентов регулятора для численного моделирования. 
Затем значения коэффициентов регулятора корректируются 
(уменьшаются) относительно опорных посредством численного 
моделирования для дальнейшей апробации алгоритмов на реальном 
объекте. 

В следующем разделе предложенный алгоритм управления 
будет распространен на систему большего порядка, описывающую 
динамику квадрокоптера. 
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4. Синтез базовых законов управления. Сначала в рамках 
блочного принципа управления рассмотрим синтез так называемого 
базового закона управления, который предполагает полную 
определенность математической модели объекта управления (т.е. 
будем считать, что помимо 0F  в (8) известны все параметры объекта и 
известны внешние возмущения 1 1 2( , , )F tη η ). Далее для получения 
оценок 1 1 2( , , )F tη η  будет предложен наблюдатель возмущений [17, 18], 
который позволит построить комбинированное управление при 
наличии неопределенностей в модели объекта.  

Для реализации блочного принципа управления будем 
трактовать переменную 2η  в первом уравнении системы (8) как 
виртуальное управление. Тогда по аналогии с (17), (22) введем 
следующую замену переменных и базовый закон управления: 
 

1 1 1,des 2 2 1 1 1

1
0 0 1 1 2 2 2 2 3 1

( ), tanh( ),

( )( ( , , ) tanh( ) ),

e t e M K e

u B F F t M K e K

η η η

η η η η−

= − = +

= − + + +



 (33) 

 
где T

1 1 1 4 4 4tanh( ) ( tanh( ), , tanh( )) ,i i i i i i i i iM K e m k e m k e=   0,ijm >  

0,ijk >  1, 2,i =  1, , 4,j =   3 3diag( ),iK k=  3 0ik ≥ , 1, , 4.i =    
Замкнутая система имеет схожий с (23) вид: 

 
1 2 1,des 1 1 1

1 1
2 3 2 2 2 3 3

( ) tanh( ),

( ) tanh( ) ( ) ( ),

e e t M K e

e I K M K e I K K t

η
− −

= − −

= − + + + Λ





 (34) 

 
где I  – единичная матрица T

1,des des des(0,0, ( ), ( ))t z tη y= 
  – вектор-

функция производных задающих воздействий, 
1 1 2 1 1 2( , , ) ( , , ) ( )F t F t tη η η η= + Λ  – новые неопределенности, 

T
1 4( ) ( ( ), , ( ))t t tΛ = Λ Λ  – вектор-функция из производных 

гиперболического тангенса в силу системы (34): 
 

2
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( tanh( )) / (1 tanh ( )) ,  1, , 4.i i i i i i i i it d m k e dt m k k e e iΛ = = − =

  
 

Эти компоненты ограничены аналогично (20): 
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1 1 1 1 1
2
1 1

( ) ,   ( ) 2 ,  0 

( ) 2 ,  1, , 4.
i i i i i i

i i i

t m k e e t m t

t m k i

Λ ≤ ≤ ≥ ⇒

⇒ Λ ≤ =

 



 (35) 

 
Из (12) и (35) следует, что компоненты новых 

неопределенностей 1 1 2( , , )F tη η  также ограничены: 
 

2
1 1 2 1 1 1( , , ) 2 ,  1, , 4.i i i iF t F m k iη η ≤ + =

  (36) 
 
Тогда вектор-функцию 1 1 2( , , )F tη η  можно трактовать как 

согласованное возмущение, а производные задающих воздействий 
1,desη  – как несогласованные возмущения. При этом все возмущения 

ограничены в силу (13) и (36). Следовательно, для каждой компоненты 
системы (34) справедлива Лемма 1, и существуют коэффициенты 
регулятора 1 ,im  1 ,ik  2im , 2 ,ik  3 ,ik  обеспечивающие цель управления 
– стабилизацию 1ie  c заданной величиной ошибки в установившемся 
режиме (7). Кроме того, для достижения сходимости ошибок слежения 

1 ,ie  1, 4i =   за заданное время можно использовать процедуру 
настройки коэффициентов регулятора, представленную в разделе 3. 

Предложенный закон управления (33) является 
модификацией [25], в которую введена часть 3 1K η−   с ускорениями 
объекта для уменьшения колебаний регулируемых переменных 1η . 
Проблема их сильных колебаний вызвана условиями 
функционирования квадрокоптера и его конструктивными 
особенностями (гибкой рамой, несбалансированностью пропеллеров и 
двигателей, динамикой моторов). При этом чем больше значение 
коэффициента 3ik  при ускорении, тем меньше амплитуда колебаний 
соответствующей переменной. Однако из (33), (34) следует, что вместе 
с этим увеличивается амплитуда управления, увеличивается степень 
зашумленности сигналов и уменьшается коэффициент при 
стабилизирующей части 2 2tanh( )i ik e  в замкнутой системе (34), что 
может привести к появлению перерегулирования. Таким образом, для 
практической реализации алгоритмов должно быть выбрано некоторое 
компромиссное значение 3 0,ik ≥  1, , 4.i =   

Как правило, сигмоиды применяют для учета ограничений на 
управления. Однако в законе (33) помимо ограниченных сигмовидных 
частей также присутствует линейная часть 3 1K η−   от ускорений 
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объекта 1η . Следовательно, этот факт не позволяет учесть ограничения 
на управляющие воздействия на стадии синтеза системы управления. 
Далее при программной реализации алгоритма управления будет 
применена функция насыщения, чтобы избежать выхода ШИМ-
сигналов за допустимые диапазоны изменения (подробнее это будет 
описано в разделе 6 с результатами апробации алгоритма управления). 

В данном разделе на основе блочного принципа управления с 
использованием сигмовидных обратных связей были разработаны 
базовые законы управления углами Эйлера и высотой. По сравнению 
со стандартным блочным подходом с линейными виртуальными 
управлениями, ввод ограниченных и гладких сигмовидных обратных 
связей позволяет избегать большого перерегулирования. Описана 
возможность настройки коэффициентов регулятора, обеспечивающей 
отслеживание выходными переменными объекта эталонных 
траекторий с заданной величиной ошибки в установившемся режиме и 
с заданным временем переходного процесса.  

В следующем разделе будет синтезирован наблюдатель 
неопределенностей, на основе которого будет осуществлена 
компенсация неизвестных параметров и внешних возмущений и 
реализация построенного базового закона управления. 

5. Синтез наблюдателя неопределенностей. Для реализации 
базового закона управления (33) требуется оценить неопределенности 

1 1 2( , , ).F tη η  Оценки неопределенностей для их последующей 
компенсации с помощью комбинированного управления [17, 18] 
получают с помощью наблюдателя неопределенностей (наблюдателя 
возмущений [19, 20]). Далее для построения наблюдателя 
неопределенностей снова применим блочный принцип управления с 
использованием сигмовидных функций [25]. В данном случае 
ограниченные гладкие обратные связи позволят уменьшить всплески 
оценочных сигналов по сравнению со стандартными линейными 
функциями и наблюдателями с линейными корректирующими 
воздействиями с большими коэффициентами усиления [32]. Кроме 
того, в отличие от стандартных подходов, оценку неопределенностей 
предоставят корректирующие воздействия наблюдателя. Данный 
подход не требует ввода динамических генераторов возмущений, 
приводит к построению наблюдателя минимально возможного 
порядка [25] и к появлению возможности оценивать неопределенности 
не только в виде констант [16], но и в виде изменяющихся во времени 
негладких функций. Наблюдатель неопределенностей будем строить 
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на основе замкнутого локальной связью 2 2 1 1 1tanh( )e M K eη = −  
второго уравнения (8): 
 

2 0 1 1 2 0( , , ) ( ) .e F F t B uη η η= + +

  (37) 
 

Этот наблюдатель имеет вид [25]: 
 

2 0 0ˆ ( ) ,e F B u vη= + +  (38) 
 
где 4 1

2ê R ×∈  – вектор состояния наблюдателя, 4 1v R ×∈  – вектор 
корректирующих воздействий. 

Введем вектор ошибок наблюдения 2 2ˆe ee = −  и, используя (37), 
(38), составим уравнения, описывающие динамику ошибок: 
 

1 1 2( , , ) .F t ve η η= −

  
 

Для обеспечения стабилизации ошибок наблюдения 
корректирующие воздействия v  выбираем в виде сигмовидных 
функций, зависящих от e  [25]: 
 

( ) tanh( ),v P Le e=  (39) 
 
где T

1 1 1 4 4 4tanh( ) ( tanh( ), , tanh( )) ,P L p l p le e e=   0ip > , 0il >  – 
положительные константы, 1, , 4.i =   

Устойчивость замкнутой системы наблюдения гарантируется 
следующей Леммой при наличии связи между гиперболическим 
тангенсом и логистической функцией 
tanh( ) ( / 2),  ( ) 2 / (1 exp( )) 1i i i i i i i ik e k e k e k eσ σ= = + − −  и при 
справедливости оценок (24). 

Лемма 2. [25] Если 1 1 2 1( , , ) ,  0,  1, , 4i iF t F t iη η ≤ ≥ =   (12), то 

для любых 1 0,i∆ >  2 0,i∆ >  * 0it >  существуют такие значения 
0,

i
p >  0,il >  что при любых ,i i

p p>  i il l≥  выполняется 1( ) ,ite ≤ ∆  

2( ) ,ite ≤ ∆  *,it t>  1, , 4.i =    
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Как следствие из Леммы 2, оценку неопределенностей с 
заданной точностью и за заданное время предоставляет 
корректирующее воздействие наблюдателя (38): 
 

*
1 1 2 2( ) ( , , ) ,  ,  1, , 4.i i i iv t F t t t iη η− ≤ ∆ > =

  (40) 
 

С информационной поддержкой наблюдателя 
неопределенностей (38), (39) закон управления углами Эйлера и 
высотой (33) реализуется как: 
 

1 1 1,des 2 2 1 1 1

1 1
0 0 2 2 2 3 1 0 0

2 2 2 1 1 1 1,des 3 1

( ), tanh( ),

( )( tanh( ) ) ( )(
tanh( ( tanh( ( ( ))))) ).

e t e M K e

u B F v M K e K B F v
M K M K t K

η η η

η η η
η η η η

− −

= − = +

= − + + + = − + +

+ + − +





 (41) 

 
С учетом ошибки оценивания (40), используя (13), (24), из (34) 

можно получить следующую оценку точности в замкнутой системе 
с наблюдателем: 
 

,des 2
1 12

1 2 1 2

( ) ,  ,  1, , 4.
0.76

i i
i i

i i i i

H
e t t t i

m m k k
+ ∆

≤ > =   

 
В следующем разделе приводятся результаты натурных 

экспериментов. 
6. Апробация алгоритмов управления. Апробация алгоритмов 

управления проходила на квадрокоптере со стандартной рамой F450 с 
конфигурацией «X» и с посадочными шасси [33] (рисунок 2). 

 

 
Рис. 2. Квадрокоптер с рамой F450 
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Этот квадрокоптер был оснащен комплектом из четырех 
моторов T-Motor AIR2216 II KV920, четырех регуляторов угловых 
скоростей вращения моторов Electronic Speed Controller (ESC) T-Motor 
Air 20A и двух пар самозатягивающихся пропеллеров T-Motor T1045 
II. Для питания использовался аккумулятор HRB Lipo 4S 14.8 V. 

Для реализации системы управления на квадрокоптер был 
установлен полетный контроллер на базе микросхемы 
MDR32F9Q2I [34] (рисунок 3). 

 

 
Рис. 3. Экспериментальный образец полетного контроллера на микросхеме 

MDR32F9Q2I 
 
На борту полетного контроллера находились акселерометр и 

гироскоп MPU-6050, которые измеряли линейные ускорения и угловые 
скорости соответственно. Оценки углов Эйлера находились по этим 
измерениям с помощью фильтра Маджвика. Для измерения высоты 
использовался Benewake TFMini-Plus LiDAR. При этом оценки углов 
Эйлера и угловых скоростей поступали в систему управления с 
частотой 200 Гц, измерения высоты – с частотой 100 Гц. 

В таблице 1 приведена информация о параметрах объекта 
управления. 
 

Таблица 1. Информация о параметрах объекта управления 

Описание параметра Единица 
измерения 

Номинальное 
значение 

Момент инерции 01I  кг⋅м2 0.0167 
Момент инерции 02I  кг⋅м2 0.0167 
Момент инерции 03I  кг⋅м2 0.0243 
Масса 0m  кг 1.5 
Длина плеча l  (нормированная на 2 ) м 0.16 
Отношение коэффициента сопротивления 
формы к коэффициенту тяги c  м 0.0085 
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При этом номинальные значения моментов инерции и массы 
квадрокоптера были найдены автоматически с помощью построения 
3D-модели объекта в Computer-aided design (CAD) системе. 

Преобразование управлений в механической подсистеме – 
суммарной тяги zu (Н) и моментов pτ , qτ , rτ  (Н⋅м) в ШИМ-сигналы 
происходило в два этапа. На первом этапе эти управления 
пересчитывались в силы тяги на каждом моторе iT  (Н) следующим 
образом: 

 
1

2

3

4

1 1/ 1/ 1/
1 1/ 1/ 1/1 .
1 1/ 1/ 1/4
1 1/ 1/ 1/

z

p

q

r

T ul l c
T l l c
T l l c
T l l c

τ
τ
τ

− −    
    − − − −    =
    − −
    

− −    

 (42) 

 
Из (42) и таблицы 1 следует, что при расчете тяг на каждый 

мотор при управлении pτ  для крена и qτ  для тангажа находятся 

коэффициенты 1/ 6.25l = , при управлении rτ  для рыскания находится 
коэффициент 1/ 117.65.c =  Таким образом, управление рысканием 
требует формирования моторами наибольших тяг по сравнению с 
каналами для других углов. Этот факт далее будет учтен при выборе 
коэффициентов регулятора (для рыскания они будут меньше, чем для 
крена и тангажа) так, чтобы не выйти за допустимые диапазоны 
изменения ШИМ-сигналов от 1150 до 2000 (мкс). При этом 
управление высотой осуществляется за счет суммарной тяги 

1 2 3 4zu T T T T= + + +  на всех моторах, которая из физических 
ограничений не может превышать 53.76 (Н) по модулю. 

Далее на втором этапе силы тяги (42) преобразовывались 
в ШИМ-сигналы pwm pwm,1 pwm,2 pwm,3 pwm,4( , , , )u u u u u=  (мкс) с помощью 
следующей нелинейной зависимости, полученной экспериментально: 
 

3

pwm, 3 3

3

1150,  1000 1150
1000 ,  1150 1000 2000,  1, 4,

2000,  1000 2000

i

i i i

i

d q
u d q d q i

d q

+ <
= + ≤ + ≤ =
 + >

  (43) 
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где 2 1
2 2

1 0

40.5( ) ,
1 ( 15)

i
i

q T
d U q q

q q U

 
 = − + +
 + − 

значения вспомогательных 

коэффициентов были следующими: 0 0.1026,q =  1 13.1025,q =  

2 2.4655,q =  3 1076.7019;q =  U  – текущее напряжение. Для измерения 
этого напряжения на полетный контроллер также был установлен 
датчик CJMCU-219 на чипе INA219. 

Далее ШИМ-сигналы (43) поступали на стандартные регуляторы 
ESC T-Motor Air 20A, которые осуществляли стабилизацию 
соответствующих угловых скоростей вращения моторов. 

Код алгоритма управления и преобразования сил и моментов в 
ШИМ-сигналы был написан на C++. Он загружался в полетный 
контроллер с помощью интерфейсов Universal Serial Bus, Universal 
Asynchronous Receiver-Transmitter (USB-UART). В ходе полета 
задающие воздействия для углов Эйлера и высоты подавались на 
объект с помощью команд на ноутбуке и Raspberry PI. Кроме того, 
была предусмотрена возможность формировать задающие воздействия 
и передавать их на объект с помощью пульта управления FLYSKY FS-
i6, приемника FSiA6B и системы Intelligent Input Bus (IBUS). Модули 
низкого уровня UART и Inter-Integrated Circuit (I2C) обеспечивали 
передачу информации (задающих воздействий для выходных 
переменных, измерений с датчиков) на микроконтроллер 
MDR32F9Q2I. Далее, на основе этих данных и кода алгоритма 
управления на C++ в микроконтроллере на низком уровне 
происходило формирование ШИМ-сигналов, и осуществлялась их 
передача на стандартные регуляторы скоростей вращения моторов 
ESC T-Motor Air 20A. Более подробное описание технических деталей 
представлено в [34], где также использовался микроконтроллер 
MDR32F9Q2I, но применительно к другому квадрокоптеру и с ПИД-
регуляторами в качестве алгоритмов управления. 

Ставилась задача стабилизации рыскания и высоты при их 
ступенчатом изменении, а также стабилизации нулевых значений 
крена и тангажа с величиной ошибки в установившемся режиме не 
более чем 2 (град) для углов Эйлера и не более чем 0.05 (м) для 
высоты. Допускалось, что неопределенности могут изменяться в 
следующих диапазонах: 
 

2 2
1i 14( ) 1146 (град / с ),  1, 2,3,  ( ) 8 (м/с ),  0.F t i F t t≤ = ≤ ≥  (44) 
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Из-за наличия перекрестных связей с рысканием (5) и с 
линейными скоростями [35] по каналам крена и тангажа действуют 
наибольшие по величине возмущения по сравнению с другими 
каналами, что далее будет учтено при выборе коэффициентов 
регулятора и наблюдателя неопределенностей. 

На основе методов частотной идентификации [35] динамика 
моторов приближенно имитировалась подачей виртуальных 
управлений T( , , , )p q r zu uτ τ τ=  на фильтры нижних частот (ФНЧ): 
 

0.05 ,  0.05 ,  

0.005 ,  0.1 ,
p p p q q q

r r r z z z

u u u u

u u u u u

τ τ

τ

= − + = − +

= − + = − +

 

   

 

   

 (45) 

 
где pu , qu , ru , zu  – переменные состояния ФНЧ. 

Из (45) следует, что наибольшие искажения виртуальных 
управлений за счет динамики моторов происходят в канале высоты, 
наименьшие – в канале рыскания. Чтобы уменьшить амплитуду 
паразитных низкочастотных гармоник, возникающих из-за искажения 
виртуальных управлений динамикой моторов (45), и уменьшить 
зашумленность сигналов, в замкнутую систему дополнительно были 
введены ФНЧ вида (45), которые применялись к сигналам 2ie  с 
постоянными времени 0.0052 (для углов Эйлера), 0.01 (для высоты) и к 
сигналам корректирующих воздействий наблюдателя ( )iv t  с 
постоянными времени 0.05 (для углов Эйлера) и 0.28 (для высоты). 
Структурная схема замкнутой системы с учетом наблюдателя 
возмущений и ФНЧ, которая была апробирована на объекте, приведена 
на рисунке 4. 

Значения коэффициентов регуляторов находились с опорой на 
достаточные условия устойчивости из Леммы 1 (процедура из раздела 
3 не использовалась из-за более консервативных оценок в ней по 
сравнению с Леммой 1). Однако из-за консервативности нижних 
оценок на выбор амплитуд из доказательства Леммы 1 и ограничений 
на переменные состояния и управления, итоговые значения 
коэффициентов регуляторов были уменьшены относительно границ из 
Леммы 1 и найдены с помощью численного моделирования в 
MATLAB. Таким образом, для апробации алгоритмов управления 
были выбраны следующие значения коэффициентов. 
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Рис. 4. Структурная схема системы управления с наблюдателем возмущений 

и с фильтрами нижних частот 
 
Для канала крена и тангажа: 
 

1 1 2 2 34.8,  1,  10,  4,  2.25,  1, 2.i i i i im k m k k i= = = = = =  
 

Для канала рыскания: 
 

13 13 23 23 330.4,  5,  0.5,  7,  0.m k m k k= = = = =  
 

Для канала высоты: 
 

14 14 24 24 341.2,  0.6,  7,  0.75,  0.m k m k k= = = = =  
 
Для рыскания было принято нулевое значение коэффициента 

усиления 33 0k =  при угловом ускорении, поскольку его управляющий 
момент наименее искажается динамикой моторов (45) по сравнению с 
другими каналами (напомним, что положительные значения 
коэффициентов при ускорениях позволяют уменьшить амплитуду 
колебаний, возникающих из-за динамики моторов). Хотя суммарная 
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тяга для управления высотой искажается динамикой моторов сильнее 
всего (45), для высоты также было принято 34 0k = . В этом случае так 
было сделано, чтобы не увеличивать зашумленность управления и не 
превышать допустимые ресурсы. Однако чтобы избежать сильных 
колебаний высоты из-за динамики моторов пришлось организовать в 
этом канале наиболее медленные переходные процессы по сравнению 
с остальными каналами. Таким образом, ненулевые коэффициенты 
усиления при ускорениях объекта были заданы только для крена и 
тангажа. Управление этими переменными требует меньше ресурсов, 
чем управление рысканием и высотой, при этом крен и тангаж также 
подвержены колебаниям из-за динамики моторов и конструктивных 
особенностей объекта. 

Коэффициенты наблюдателя неопределенностей были приняты 
исходя из допустимых границ изменения неопределенностей (44) и 
исходя из обеспечения ошибки оценивания в установившемся режиме 
по модулю и не более чем 5 (град/с2) для углов Эйлера и не более чем 
0.2 (м/с2) для высоты.  

Для канала крена, тангажа и рыскания: 
 

30,  0.45,  1, 2,3.i ip l i= = =  
 
Для канала высоты: 
 

4 415,  0.34.p l= =  
 
Предложенная модификация блочного подхода с сигмовидными 

обратными связями (БПС) сравнивалась со стандартным блочным 
подходом с линейными управлениями (БПЛ): 

 

1 1 1,des 2 2 1 1

1
0 0 2 2 2 3 1

( ), ,

( )( ),

e t e K e

u B F z K e K

η η η

η η−

= − = +

= − + + +



 



 (46) 

 
где 4 1

2z R ×∈  – оценки неопределенностей, 1 i4diag( , , )i iK k k=
 



  – 
диагональные матрицы, элементы которых являются константами 
(коэффициентами усиления), 1, , 4i =  . 

При этом, как и для БПС, к сигналам 2ie  для уменьшения 
зашумленности и уменьшения колебаний применялся ФНЧ 
с постоянными 0.0052 (для углов Эйлера) и 0.01 (для высоты). 
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Оценки 2z  неопределенностей для БПЛ предоставлял 
стандартный наблюдатель Луенбергера [36] с линейными 
корректирующими воздействиями: 

 
1 2 0 0 1 2 1 2 2 2 1( ) ( ),  ( ),z z F B u L e z z L e zη= + + + − = −   (47) 

 
где 4 1

1 ,z R ×∈  2z  – переменные состояния наблюдателя, 

1 diag( 2 , 2 , 2 , 2 )zL s s s sφ θ y= − − − − , 2 2 2 2
2 diag( , , ,s )zL s s sφ θ y= , ,sφ ,sθ ,sy zs  

– коэффициенты наблюдателя [36]. 
В отличие от БПС, к оценкам неопределенностей не 

применялись ФНЧ, чтобы для БПС и БПЛ использовались 
наблюдатели неопределенностей одного и того же суммарного 
порядка 8. 

Были выбраны следующие коэффициенты регулятора в системе 
БПЛ с наблюдателем неопределенностей.  

Для канала крена и тангажа: 
 

1 2 34.8,  37,  2.25,  1, 2.i i ik k k i= = = =
  

 (48) 
 

Для канала рыскания: 
 

13 23 331.54,  2.6,  0.k k k= = =
  

 (49) 
 

Для канала высоты: 
 

14 24 340.7,  0.75,  0.k k k= = =
  

 (50) 

 
Для объективности сравнения результатов апробации 

коэффициенты (48), (49) регулятора углов и наблюдателя для БПЛ 
были эмпирически подобраны на основе численного моделирования 
так, чтобы обеспечить примерно такое же время переходных 
процессов и такую же точность, как и в предложенной модификации 
блочного подхода с сигмовидными обратными связями БПС. Однако 
выбрать коэффициенты регулятора высоты для БПЛ, исходя из этой 
же цели, не удалось. Коэффициенты (50) приблизительно 
соответствовали предельным коэффициентам, при которых не 
возникает сильных колебаний по высоте. Было выявлено, что 
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увеличение коэффициентов относительно (50) приводит к увеличению 
амплитуды колебаний высоты и к риску возникновения аварийных 
ситуаций при использовании идентичных ФНЧ и наблюдателя того же 
порядка, что и в БПС. По этой причине достаточно маленькие 
коэффициенты (50) обеспечили более низкую точность стабилизации 
высоты по сравнению с БПС, но при меньших ресурсах управления 
(что будет продемонстрировано далее на графиках). Для возможности 
увеличения коэффициентов относительно (50) требовалось бы 
дополнительное решение по фильтрации в регуляторе БПЛ и/или 
повышение порядка наблюдателя неопределенностей. 

Кроме того, для БПЛ были приняты следующие коэффициенты 
наблюдателя Луенбергера (47): 

 
17,  17,  20,  4.5.zs s s sφ θ y= − = − = − = −  

 
Таким образом, апробировались следующие алгоритмы 

управления и соответствующие замкнутые системы: 
1. Блочный подход с сигмовидными управлениями (41) 

(БПС). 
2. Блочный подход с линейными управлениями (46) (БПЛ). 
В первом эксперименте по апробации алгоритмов управления 

требовалось, чтобы квадрокоптер поднялся на высоту 0.5−  (м), затем 
отработал ступенчатое задающее воздействие для рыскания из 0 (град) 
в 10 (град) при стабилизации нулевых значений крена и тангажа. 

На рисунке 5 приведены графики изменения рыскания ( )ty  
(град) и ступенчатого задающего воздействия des ( )ty  (град). Момент 
времени 0t =  (c) здесь и далее будет соответствовать времени подачи 
ступеньки. На рисунке 6 представлены графики управления ( )r tτ  
(Н⋅м). Для наглядности на этом рисунке также приведен график скачка 
управления при ступенчатом изменении задания, найденного путем 
вычитания из сигнала ( )r tτ  его среднего значения за 0.5 (с) до подачи 
ступеньки (в результате этой операции ( )r tτ  до подачи ступеньки 
становится примерно равным нулю, и далее можно объективно 
сравнить величины скачков для разных алгоритмов управления при 
небольших отличиях в начальных условиях, которые неизбежны из-за 
разной величины шумов и возмущений в разных экспериментах). На 
рисунках 7-8 приведены графики крена ( )tφ  и его управления ( )p tτ  

и тангажа ( )tθ  и его управления ( )q tτ  соответственно. На рисунке 9 
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представлен график высоты ( )z t  и ее управления ( ).zu t  На рисунке 10 
приведены графики линейных координат ( )x t  и ( ).y t  На рисунке 11 
приведены графики оценок неопределенностей с помощью 
корректирующего воздействия 3 ( )v t  предложенного наблюдателя 
(для БПС) и с помощью переменной 23 ( )z t  наблюдателя Луенбергера 
(для БПЛ), а также графики скачков оценок. 
 

 
Рис. 5. Графики рыскания ( )ty  и задающего воздействия des ( )ty  

 

 
Рис. 6. Графики управления ( )r tτ  и величины его скачка 
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Рис. 7. Графики крена ( )tφ  и управления ( )p tτ  

 
Рис. 8. Графики тангажа ( )tθ  и управления ( )q tτ  

 

 
Рис. 9. Графики высоты ( )z t  и управления ( )zu t  
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Рис. 10. Графики линейных координат ( )x t  и ( )y t  

 
Рис. 11. Графики оценок неопределенности с помощью наблюдателей 

и величины их скачка 
 
В таблице 2 приведены следующие количественные показатели 

качества работы наблюдателей неопределенностей: максимальное 
значение модуля оценки (град/с2). 

В таблице 3 приведены следующие количественные показатели 
качества работы регуляторов: время переходного процесса, а именно: 
момент времени (с), начиная с которого ошибка слежения попадает в 
окрестность ( ) 10 0.5ty − ≤  (град) и более не покидает ее; 
максимальное значение модуля скачка управления (Н⋅м); среднее 
значение модуля ошибки слежения в установившемся режиме (град), 
средние значения модулей крена и тангажа (град) и максимальная 
ошибка стабилизации высоты на уровне 0.5−  (м). 
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Таблица 2. Количественные показатели качества работы наблюдателей 
неопределенностей 

Показатель БПС БПЛ 
Максимальное значение модуля скачка оценки 
(град/с2) 73.42 110.6 

 
Таблица 3. Количественные показатели качества работы регуляторов 

Показатель БПС БПЛ 
Время переходного процесса (с) 2.35 1.94 
Максимальное значение модуля скачка управления (Н м) 0.04041 0.05629 
Среднее значение модуля ошибки слежения (град) 0.0638 0.0649 
Среднее значение модуля крена (град) 0.0894 0.0709 
Среднее значение модуля тангажа (град) 0.0875 0.0674 
Максимальное значение ошибки стабилизации высоты (м) 0.027 0.038 

 
Из рисунка 11 и таблицы 2 следует, что для БПС максимальный 

скачок оценочных сигналов неопределенностей оказался примерно в 
1.51 раз меньше по сравнению с БПЛ за счет ограниченных 
сигмовидных корректирующих воздействий в предложенном 
наблюдателе по сравнению с линейными корректирующими 
воздействиями в наблюдателе Луенбергера [36].  

Цель управления рысканием была достигнута для всех 
алгоритмов: время переходных процессов в этом случае составило 
примерно 2 (с) при средней величине ошибки в установившемся 
режиме не более чем 0.0649 (град) (рисунок 5, таблица 3). При этом 
для БПС максимальный скачок управления оказался в 1.39 раз меньше 
по сравнению с БПЛ (рисунок 6, таблица 3). 

Отметим, что при отработке рысканием ступенчатого 
задающего воздействия крен и тангаж остаются в малой окрестности 
нуля (рисунок 7-8, таблица 3), что демонстрирует робастность всех 
алгоритмов управления к неопределенностям, возникающим из-за 
перекрестных связей. При этом использование линейных управлений 
уменьшало ошибки стабилизации крена и тангажа примерно до 1.3 раз 
по сравнению с использованием сигмовидных предположительно из-за 
меньшего влияния шумов измерений на линейные управления.  

Из таблицы 3 также следует, что при отработке рысканием 
ступеньки максимальное отклонение высоты от задания 0.5−  (м) по 
модулю составило 2.7 (см) для БПС, 3.8 (см) для БПЛ. Таким образом, 
для БПС ошибка оказалась в 1.41 раз меньше по сравнению с БПЛ. 

Во втором и третьем экспериментах требовалось, чтобы 
рыскание и высота отрабатывали ступенчатые задающие воздействия с 
разной величиной скачков: для рыскания из 10−  (град) в 0 (град) 
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(величина скачка 10 (град)) и из 15−  (град) в 0 (град) (величина скачка 
15 (град)) при стабилизации высоты на уровне 0.5−  (м) и нулевых 
значений крена и тангажа; для высоты из 1−  (м) в 0.5−  (м) (величина 
скачка 0.5 (м)) и из 1.5−  (м) в 0.5− (м) (величина скачка 1 (м)) при 
стабилизации нулевых значений углов Эйлера. 

На рисунках 12-15 и в таблицах 4-5 приведены качественные и 
количественные показатели результатов апробации алгоритмов 
соответственно. 

 

 
Рис. 12. Графики рыскания ( )ty  и задающего воздействия des ( )ty  

  

 
Рис. 13. Графики величины скачка управления ( )r tτ  
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Рис. 14. Графики высоты ( )z t  и задающего воздействия des ( )z t  

 
Рис. 15. Графики величины скачка управления ( )zu t  

 
Таблица 4. Количественные показатели качества работы регуляторов 

рыскания 
Показатель Скачок задания 10 

(град) 
Скачок задания 15 

(град) 
БПС БПЛ БПС БПЛ 

Максимальное значение 
модуля скачка 
управления (Н м) 

0.0401 0.05408 0.04461 0.08594 

 
Из таблицы 4 следует, что для БПС максимальный скачок 

управления меньше в 1.35 и 1.93 раза по сравнению с БПЛ при скачке 
задания по рысканию в 10 и 15 (град) соответственно. Следовательно, 
с увеличением скачка задающего воздействия для рыскания выигрыш 
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в уменьшении скачка управления возрастает для БПС относительно 
БПЛ. 

 
Таблица 5. Количественные показатели качества работы регуляторов высоты 

Показатель Скачок задания 0.5 
(м) Скачок задания 1 (м) 

БПС БПЛ БПС БПЛ 
Максимальное значение 
модуля скачка 
управления (Н) 

3.488 1.336 4.961 3.08 

 
Из таблицы 5 видно, что для БПЛ максимальный скачок 

управления меньше в 2.61 и 1.61 раза по сравнению с БПС при скачке 
задания по высоте в 0.5 и 1 (м) соответственно. В данном случае из-за 
достаточно малого скачка задания по высоте и из-за того, что 
коэффициенты в регуляторе высоты с линейными управлениями были 
меньше единицы, для БПЛ величина скачка управления оказалась 
меньше по сравнению с БПС. Однако с увеличением скачка задающего 
воздействия для высоты выигрыш в уменьшении скачка управления 
уменьшается для БПЛ относительно БПС. 

Таким образом, результаты апробации показали эффективность 
предложенного алгоритма БПС. Исходя из результатов натурных 
экспериментов, можно сделать следующие выводы: если 
предполагается подавать на объект только гладкие задающие 
воздействия, либо негладкие с относительно небольшими скачками, и 
быстродействие отработки заданий некритично, то целесообразнее 
использовать линейные управления и БПЛ в виду простоты их 
реализации и их меньшей подверженности шумам измерений по 
сравнению с нелинейными управлениями. В противном случае (при 
негладких заданиях, когда важно быстродействие их отработки) 
рекомендуется использовать БПС для уменьшения скачков 
управления, уменьшения колебаний переменных состояния 
и  увеличения точности в момент скачка задающего воздействия 
(по сравнению с БПЛ). При этом чем больше величина скачка 
задающих воздействий, тем выигрышнее будет применение БПС 
относительно БПЛ в плане качественных и количественных 
показателей качества регулирования. 

7. Заключение. Цель работы состояла в разработке 
модификации блочного подхода для решения задач управления 
ориентацией и высотой квадрокоптера при наличии комплексных 
неопределенностей в модели объекта (внешних возмущений и 
параметрических неопределенностей, в том числе неучтенной 
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динамики). Цель была достигнута за счет разработки регулятора и 
наблюдателя неопределенностей с использованием сигмовидных 
обратных связей. В регуляторе и наблюдателе гладкие и ограниченные 
обратные связи позволили избежать большого перерегулирования, 
характерного для стандартного блочного подхода с линейными 
управлениями, а также уменьшить амплитуду управлений. Добавление 
слагаемых с ускорением объекта в регулятор обеспечило уменьшение 
колебаний переменных состояния, которые возникают из-за динамики 
моторов. Кроме того, за счет оценки неопределенностей с помощью 
корректирующих воздействий, предложенный наблюдатель с 
сигмовидными корректирующими воздействиями имеет меньший 
порядок по сравнению со стандартными наблюдателями (например, с 
наблюдателем Луенбергера). Результаты апробации алгоритмов на 
квадрокоптере со стандартной рамой F450 продемонстрировали их 
эффективность. 

В будущем планируется разработать генератор задающих 
воздействий для сглаживания эталонных траекторий, которые имеют 
точки разрыва. Будет проведено исследование по разработке 
процедуры выбора значений коэффициентов регулятора 
с использованием менее консервативных оценок по сравнению 
с оценками из раздела 3 (так, чтобы выполнить заданные ограничения 
на переменные состояния и управления). Кроме того, планируется 
синтезировать регулятор линейными координатами x и y при наличии 
неопределенностей и провести апробацию алгоритмов.  
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A. ANTIPOV, J. KOKUNKO, D. WOLF, A. SHIROKOV  
SYNTHESIS OF COMBINED QUADROCOPTER ATTITUDE 

AND ALTITUDE CONTROL BASED ON BLOCK APPROACH 
WITH SIGMOIDAL FEEDBACKS 

 
Antipov A., Kokunko J., Wolf D., Shirokov A. Synthesis of Combined Quadrocopter Attitude 
and Altitude Control Based on Block Approach with Sigmoidal Feedbacks. 

Abstract. This paper considers the problem of controlling the attitude and altitude of a 
quadrocopter in the presence of uncertainties in the plant model. When solving this problem, it 
is especially important to consider the peculiarities of the plant: strong susceptibility to roll, 
pitch, and altitude oscillations due to the quadrocopter design and motor dynamics (with yaw 
being the least susceptible to oscillations due to motor dynamics compared with other 
controllable variables). To achieve high control quality in the presence of uncertainties, 
combined control is usually applied. It is constructed as a sum of two parts: a basic stabilizing 
part and a part compensating uncertainties with the help of a disturbance observer. Typically, 
both parts contain linear feedback. However, when the output variables of the plant track non-
smooth reference signals, linear feedback can cause overshooting and increased oscillations. 
To prevent these problems, we propose a combined control law with smooth and bounded 
feedback in the form of the hyperbolic tangent. This feedback is used by both the controller 
and the disturbance observer. In this case, the control synthesis is based on the structural 
properties of the plant using the block approach. Its application provided invariance of the 
output variables with respect to not only matched but also unmatched uncertainties, and also 
allowed to construct a disturbance observer of the minimum possible order. In addition, to 
reduce the oscillations, a part with plant accelerations was introduced into the control law. To 
realize the proposed approach, it is sufficient to know the nominal values of some parameters 
of the plant and the permissible bounds of uncertainty variation. We present the results of 
experiments on a quadrocopter with an F450 frame and the results of a comparative analysis of 
the proposed approach with the one using linear control. 

Keywords: UAV, external disturbances, combined control, block approach, hyperbolic 
tangent. 
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А.С. РОДИОНОВ, Т.А. МАТКУРБАНОВ 
ПЛАНИРОВАНИЕ ТРАЕКТОРИИ ПОЛЕТА БПЛА 

ПРИ МОНИТОРИНГЕ БОЛЬШОЙ ОБЛАСТИ 
 

Родионов А.С., Маткурбанов Т.А. Планирование траектории полета БПЛА 
при мониторинге большой области. 

Аннотация. Современное сельское хозяйство охватывает огромные территории, 
и эффективный мониторинг этих территорий играет ключевую роль в точном 
земледелии. Беспроводные сенсорные сети широко используются для получения 
оперативной информации о состоянии сельскохозяйственных культур. Однако вручную 
собирать данные с датчиков затруднительно. В то же время беспилотные летательные 
аппараты (БПЛА) все чаще используются для обеспечения автоматического 
высокоточного сбора данных. В данной статье рассматриваются методы построения 
оптимальной траектории БПЛА, обеспечивающие эффективный сбор данных с 
распределенных сенсорных узлов. Предложенные методы направлены на минимизацию 
длины маршрута и полное покрытие зон датчиков за счет учета их пространственного 
распределения и радиуса действия. Целью исследования заключается оптимизация 
траектории полета БПЛА минимальной длины, обеспечивающей сбор данных со всех 
датчиков, полностью покрывая зоны покрытия сенсорных узлов. В рамках исследования 
были разработаны и сравнены четыре метода построения маршрута: центрированный, 
трехточечный, тангенциальный и метод оптимального выбора точек внутри границы 
радиуса. Каждый метод реализован в виде программного алгоритма, включающего 
этапы построения маршрута, его геометрической оптимизации и охвата зоны покрытия. 
Все методы были протестированы единообразно на наборе датчиков, размещенных на 
определенной территории. Оценка проводилась по трем основным показателям: 
протяженность маршрута, количество точек маневра и время расчета программы. 
Авторами предложены два ключевых метода оптимизации траектории: метод 
«центроид», основанный на кластеризационном подходе, и усовершенствованный 
«трёхточечный» метод, реализующий алгоритм Лина–Кернигана. По результатам 
экспериментов предложенные методы существенно превосходят ранее рассмотренные 
методы планирования траектории. Таким образом, в статье предложен комплексный 
метод к построению маршрутов БПЛА для мониторинга сельскохозяйственных полей с 
учетом геометрических, алгоритмических и вычислительных факторов, а также даны 
рекомендации по выбору метода в зависимости от пространственной структуры 
сенсорной сети.  

Ключевые слова: БПЛА, задача коммивояжера, алгоритм, кластеризации, Лина-
Кернигана, Вельцля, программирование. 

 
1. Введение. Сельское хозяйство всегда рассматривалось как 

одна из важнейших человеческих инициатив в истории. В связи с 
быстрым распространением и развитием цифровизации сельского 
хозяйства, ключевые звенья сельскохозяйственного производства и 
биологического контроля все чаще опираются на передовые 
технологии. В частности, актуальной является технология 
сельскохозяйственной авиации, направленная на защиту растений [1].  
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В последнее время беспилотные летательные аппараты 
привлекли значительное внимание благодаря своей простоте, 
мобильности и маневренности. Кроме того, БПЛА могут 
поддерживать сбор данных в сельскохозяйственных приложениях, 
обеспечивая сбор информации через распределенные беспроводные 
устройства с устойчивостью к задержкам передачи данных [2]. 

Однако следует помнить, что беспилотный летательный аппарат 
является лишь инструментом для сбора данных. Он не может заменить 
агронома, но способен значительно повысить его эффективность, 
предоставляя актуальную информацию о состоянии 
сельскохозяйственных культур. Точная диагностика состояния почвы 
и растений позволяет как крупным, так и малым хозяйствам 
минимизировать потери, оперативно принимать необходимые меры и 
снижать затраты на рабочую силу. Специализированное программное 
обеспечение для мониторинга состояния полей собирает 
соответствующие данные и преобразует их в простые для анализа 
сведения, что облегчает процесс принятия решений [3]. 

С помощью беспилотных БПЛА агрономы могут быстро и 
относительно недорого получать данные о развитии растений на всех 
этапах – от посева до уборки урожая. Стремительное развитие 
беспилотных летательных аппаратов за короткий промежуток 
времени, а также совершенствование их управляемых полетных 
систем свидетельствует о том, что в будущем БПЛА станут 
неотъемлемой частью сельскохозяйственной авиации (рисунок 1). 

В последнее время БПЛА были предложены в качестве 
мобильных узлов передачи данных для сбора информации из сети 
датчиков. По сравнению с традиционными наземными мобильными 
узлами передачи данных, такими как автомобили и роботы, способность 
БПЛА к полету позволяет им быстро перемещаться в непосредственную 
близость к устройствам, обходя препятствия на местности.  

Наземные сенсорные устройства ‒ это отдельный датчик 
(например, датчик температуры, влажности, освещённости и т.д.). 
Сенсорные сети представляют собой распределённую инфраструктуру, 
состоящую из автономных узлов, способных в реальном времени 
собирать, обрабатывать и передавать данные об окружающей среде. 
Сенсорный узел выполняет функции сбора информации, её первичной 
обработки и передачи по беспроводному каналу [4]. Основная 
особенность сенсорных сетей заключается в совмещении в узле приёмо-
передатчика и измерительного датчика. Однако проектирование 
траектории полета БПЛА остается сложной задачей, поскольку оно 
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должно обеспечивать как энергоэффективность, так и минимальное 
время сбора данных. 

 

 
Рис. 1. Иллюстрация движения беспилотного летательного аппарата над 

большими территориями 

В данном исследовании основное внимание уделяется 
сенсорным сетям. В целом, если на больших сельскохозяйственных 
угодьях размещены датчики, то такую территорию можно 
рассматривать как сенсорную сеть [5 – 7].  

Так как процесс сбора данных с датчиков, расположенных на 
больших территориях, тесно связан с траекторией полета БПЛА, для 
эффективного сбора информации требуется оптимизация траектории. 
Несмотря на существующие исследования в области управления 
движением БПЛА, многие из них не учитывают специфические 
требования к связи и задачам передачи данных. В связи с этим 
исследователи начали интегрировать управление движением с 
коммуникационными аспектами в системах БПЛА, что привело к 
разработке нескольких методов к проектированию траектории с целью 
оптимизации эффективности сбора данных.  

Например, в работе [8] рассматривается не конкретное 
расположение отдельных сенсоров, а вся сенсорная область в целом. В 
данном методе интересующая зона разделяется на несколько подзон в 
соответствии с приоритетностью сбора данных. Оптимизированная 
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траектория формируется путем определения последовательности 
посещения этих подзон, при этом БПЛА должен собирать 
максимально возможное количество приоритетных данных в условиях 
ограниченной энергии. Однако в этом подходе не задаются 
конкретные координаты точек маршрута. В исследовании [9] 
предложен гибридный подход к сбору данных в крупных 
беспроводных сенсорных сетях (WSN) с использованием мобильных 
элементов и объединенной маршрутизационной схемы. Авторы 
сосредоточены на разработке многоэтапного маршрутизационного 
алгоритма и алгоритма формирования кластеров на основе плотности. 
В данном методе траектория определяется путем моделирования 
последовательности движения глав кластеров в рамках классической 
задачи коммивояжера. Однако для балансировки многозвенной 
маршрутизации и числа кластеров необходимо тщательно выбирать 
радиус кластера, причем конкретный метод его определения не был 
предложен. 

В отличие от вышеупомянутого подхода к маршрутизации и 
кластеризации, в исследовании [10] предложена схема маршрутизации 
на основе минимального остовного дерева (MST) и алгоритм 
кластеризации, включающий метод K-средних для формирования 
кластеров примерно одинакового размера. В качестве решения для 
проектирования траектории, основанной на TSP, использовался 
алгоритм ближайшего соседа. Однако этот подход предполагает, что 
любые два датчика в WSN находятся в пределах радиусного диапазона 
связи друг с другом, что на практике не всегда осуществимо.  

На рисунке 2 представлена начальная схема работы мобильного 
элемента D, который представляет собой беспилотный летательный 
аппарат, осуществляющий сбор данных в пределах радиуса покрытия 
сигнала БПЛА, состоящей из k датчиков, расположенных на большой 
территории.  

Таким образом, разработка эффективного алгоритма для 
построения оптимальной траектории является одной из ключевых 
задач в области беспроводных сенсорных сетей и использования 
беспилотных летательных аппаратов. 

Мы формулируем задачу оптимизации, решение которой 
позволяет определить траекторию БПЛА, максимизирующую 
количество собранных данных. В данном исследовании предлагаются 
два метода, которые обеспечивают приближенное решение задачи 
оптимизации траектории. 
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Рис. 2. Иллюстрация начального состояния движения беспилотного 

летательного аппарата в зоне покрытия 
 
С постоянным развитием информационных технологий 

традиционные методы и инструменты планирования становятся менее 
эффективными для решения современных задач крупномасштабного 
планирования. В результате автономное планирование маршрутов 
постепенно становится неотъемлемой частью задачи планирования 
траектории БПЛА. В настоящее время для решения задачи 
автономного планирования траектории БПЛА предложено множество 
различных метаэвристических алгоритмов.  

В работе [11, 12] предложенная схема формулируется как задача 
невыпуклой оптимизации, для решения которой применяется метод 
релаксации. В данной статье рассматривается сценарий, в котором 
сенсоры в беспроводной сети размещены в двух различных 
конфигурациях: пользователи, не обслуживаемые БПЛА, могут 
получать сигнал от базовой станции. Однако это приводит к увеличению 
затрат сети. Более того, если сенсоры не могут установить соединение с 
базовой станцией, БПЛА должен подлетать к ним и приближаться для 
передачи данных, что неизбежно приводит к удлинению траектории.  

В исследовании [13] рассматривается задача полета БПЛА в 
пределах зоны покрытия базовой станции. Данный подход 
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накладывает ряд ограничений на траекторию полета, что может 
усложнить мониторинг больших сельскохозяйственных угодий. Более 
того, размещение базовых станций на обширных территориях требует 
значительных финансовых затрат, а может привести к проблемам с 
мониторингом этих устройств. 

Несмотря на наличие ряда исследований в области 
маршрутизации БПЛА для сбора данных с беспроводных сенсорных 
сетей (БСС), большинство существующих решений ориентированы на 
упрощённые модели и не учитывают ключевые особенности аграрных 
сценариев [8 – 13]. Таким образом, существующие методы либо не 
учитывают важные геометрические и топологические характеристики 
сенсорных сетей, либо не адаптированы к условиям аграрных 
территорий. Это обусловливает необходимость разработки новых 
методов, учитывающих пространственное распределение сенсоров, 
радиус охвата и возможность геометрической оптимизации маршрута. 
Именно на решение этой задачи направлены предложенные в 
настоящем исследовании методы. 

Таким образом, развитие технологий беспилотных летательных 
аппаратов и беспроводных сенсорных сетей требует разработки новых 
методов планирования траектории для эффективного сбора данных на 
больших территориях. В настоящем исследовании основное внимание 
уделяется построению оптимальных маршрутов БПЛА с 
использованием метаэвристических алгоритмов для решения задачи 
коммивояжера с окрестностями применительно к 
сельскохозяйственным сенсорным сетям. 

2. Постановка задачи. В настоящей статье рассматривается 
задача построения оптимальной траектории полёта беспилотного 
летательного аппарата (БПЛА) с целью сбора данных с 
распределённых сенсорных узлов. Цель исследования заключается в 
разработке эффективных алгоритмов планирования маршрута, 
обеспечивающих полное покрытие сенсорной сети при минимально 
возможной длине траектории. Для достижения этой цели предложены 
два метода ‒ кластеризация по центроиду и геометрически 
обоснованный трёхточечный алгоритм, каждый из которых реализован 
в виде программной модели и протестирован на одинаковых исходных 
данных. 

Рассматривается поле большой площади, на котором 
размещены n сенсорных узлов. Каждый сенсор собирает данные об 
окружающей среде и сохраняет их во внутренней памяти. Однако, из-
за ограниченной емкости памяти сенсоров, а также необходимости 

796

____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2025. Том 24 № 3. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ



оперативного анализа данных, информация должна периодически 
собираться с помощью беспилотного летательного аппарата. 

Допустим, БПЛА предназначен для сбора данных, следуя 
определенной траектории, проходя через расположенные в поле 
сенсоры. При этом: 

- начальная и конечная точка траектории совпадают, то есть 
БПЛА должен вернуться в исходное положение после завершения 
сбора данных; 

- сенсорные узлы n расположены на определенных 
расстояниях друг от друга; 

- БПЛА движется в плоскости x и y, и его маршрут должен 
быть рассчитан с учетом того, сколько точек он имеет на момент 
запуска. 

Таким образом, маршрут БПЛА должен быть спроектирован 
так, чтобы он последовательно посещал все сенсоры и собирал 
данные. Приблизительное представление построения траектории 
можно увидеть на рисунке 3.  

 

 
Рис. 3. Изображение траектории полета беспилотного летательного аппарата 

с определенным радиусом действия 
 

Алгоритм нахождения кратчайшего пути основывается на 
разбиении сети на графовые компоненты и вычислении общей длины 
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маршрута на основе задачи коммивояжера. Должно минимизировать 
общее расстояние полёта и время соединения БПЛА с узлами. 

На первом этапе маршрут БПЛА строится таким образом, чтобы 
минимизировать физическое расстояние между сенсорами. Сеть 
можно представить в виде графа 

 
𝐺𝐺 =  (𝐾𝐾,𝐸𝐸), 

 
где: K – множество сенсоров, E– множество рёбер, соединяющих 
сенсоры. 

Каждому ребру назначается вес, который соответствует 
расстоянию между двумя соединенными сенсорами. 

Для максимального увеличения времени работы БПЛА, 
предпочтительнее минимизировать суммарное расстояние между 
сенсорами в целевой области. Следовательно, задача разбиения графа 
для минимизации расстояний между сенсорами в сети формулируется 
следующим образом: 

 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚∑ 𝑑𝑑(𝑖𝑖,𝑗𝑗)∈𝐸𝐸 (𝑚𝑚, 𝑗𝑗), 

 
где d(i,j) – расстояние между сенсорами i и j. 

Исследование [14] рассматривает оптимизацию траектории 
нескольких БПЛА с учетом возможных столкновений в сети FSO 
(Free-Space Optical). В этом исследовании графовая структура 
применяется для разделения пространства на области с минимальными 
задержками связи, что обеспечивает более эффективное планирование 
маршрутов. 

Таким образом, использование разбиения сети на графовые 
компоненты и оптимизация маршрута на основе TSP позволяют 
значительно повысить эффективность работы БПЛА при мониторинге 
сельскохозяйственных угодий. 

Задача минимизации общего пути беспилотного летательного 
аппарата формулируется следующим образом: 

 
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚∑ ‖𝑊𝑊𝑘𝑘 −𝑊𝑊𝑘𝑘′‖(𝑘𝑘,𝑘𝑘′)∈𝑁𝑁 , 

 
с учетом следующих условий: 
 

𝐾𝐾1 ∪  𝐾𝐾2 ∪. . .∪  𝐾𝐾𝑚𝑚 = 𝐾𝐾, 
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где: K ‒ множество всех сенсоров, K1, K2, ..., Km ‒ разбиение множества 
сенсоров, 𝑊𝑊𝑘𝑘 ‒ координаты сенсора k, 𝑊𝑊𝑘𝑘′ – координаты следующего 
сенсора 𝑘𝑘′, ‖𝑊𝑊𝑘𝑘 −𝑊𝑊𝑘𝑘′‖ ‒ евклидово расстояние между сенсорами k 
и k′.  

Необходимо минимизировать суммарную длину маршрута, по 
которому БПЛА проходит через сенсоры, посещая каждый узел ровно 
один раз и возвращаясь в начальную точку. Данная задача широко 
известна как задача коммивояжера [15]. TSP является NP-трудной 
задачей, то есть поиск глобального оптимального решения требует 
значительных вычислительных ресурсов. Однако существуют 
эвристические и метаэвристические методы, позволяющие находить 
приближенные решения. 

Решение задачи для БПЛА обладает рядом особенностей: 
- БПЛА может лететь по прямой, т.е. расстояние между 

точками евклидово; 
- беспилотный летательный аппарат имеет возможность 

снимать данные с сенсора, находясь в пределах радиуса 
радиовидимости. 

Следует отметить, что в рамках проведённых моделирований и 
предложенных алгоритмов зоны, запрещённые для полётов (например, 
линии электропередач, высокие здания и иные препятствия), не 
учитывались. Внедрение таких ограничений может стать 
направлением дальнейших исследований. 

Предлагается разбить задачу на ряд этапов: 
- определение координат точек маршрута, учитывая первую 

особенность; 
- нахождение приближённого решения задачи TSP одним из 

известных алгоритмов с учётом допустимой длины маршрута; 
- корректировка маршрута с учётом возможности снятия 

данных с сенсоров «по дороге». 
Максимальная зона действия сигнала беспилотного 

летательного аппарата определяется радиусом покрытия r. 
В начальном состоянии зона покрытия имеет форму круга, а ее 
площадь выражается формулой: 

 
𝑆𝑆0 = 𝜋𝜋𝑟𝑟2. 

 
При перемещении БПЛА на расстояние L его зона покрытия 

расширяется. Новая зона покрытия включает в себя как начальную 
область, так и дополнительную площадь, которая зависит от 
направления движения. 
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Общая площадь новой зоны покрытия определяется следующим 
выражением: 

 
𝑆𝑆 = 𝑆𝑆0 + 𝑆𝑆доп. 

 
Дополнительная зона покрытия формируется вследствие 

перемещения БПЛА. При этом границы охвата сигнала расширяются 
параллельно направлению движения. Основной компонент 
дополнительного покрытия определяется как: 

 
𝑆𝑆доп = 𝑙𝑙 ∗ 2𝑟𝑟. 

 
То есть дополнительная площадь представляет собой 

прямоугольник, где: длина L – это пройденное расстояние БПЛА, 
ширина 2r – удвоенный радиус сигнала. 

Таким образом, итоговая зона покрытия после перемещения 
БПЛА на расстояние L вычисляется как: 

 
𝑆𝑆 = 𝜋𝜋𝑟𝑟2 +  𝑙𝑙 ∗ 2𝑟𝑟. 

 
Эта зависимость показывает, что дополнительное покрытие 

напрямую зависит от расстояния перемещения L и радиуса сигнала r.  
Для математического описания движения БПЛА необходимо 

учитывать зависимость его координат от времени. Движение 
описывается в трехмерном пространстве с координатами (x, y, z), где 
траектория выражается параметрическими уравнениями: 

 
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑡𝑡), 

 
где: t – время, x(t), y(t), z(t)– координаты, изменяющиеся во времени. 

Если радиус зоны покрытия сигнала БПЛА равен r, то в каждый 
момент времени зона покрытия представляет собой сферу с центром в 
точке (x(t), y(t), z(t)), что выражается уравнением: 

 
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥(𝑡𝑡))2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦(𝑡𝑡))2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧(𝑡𝑡))2 = 𝑟𝑟2. 

 
Это уравнение описывает динамическую сферическую область 

покрытия вокруг БПЛА во время его полета. 
Если БПЛА движется на постоянной высоте (то есть z=h 

неизменно), то его координаты изменяются следующим образом: 
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𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝑥𝑥0,𝑦𝑦 = 𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝑦𝑦0, 𝑧𝑧 = ℎ , 
 
где: x0, y0 – начальные координаты БПЛА, vx, vy – проекции скорости 
движения на оси x и y. 

В этом случае зона покрытия БПЛА во время движения в 
плоскости определяется уравнением: 

 
(𝑥𝑥 − 𝑣𝑣𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 𝑥𝑥0)2 + (𝑦𝑦 − 𝑣𝑣𝑦𝑦(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0)2 + (𝑧𝑧 − ℎ)2 = 𝑟𝑟2 . 

 
Это уравнение описывает сферу, центр которой перемещается 

вдоль прямолинейной траектории в горизонтальной плоскости. 
Чем больше мы увеличиваем радиус покрытия r беспилотного 

летательного аппарата, тем шире становится его зона охвата. Однако 
при этом возрастает и его энергопотребление. В то же время, длина 
траектории, сформированная для сбора данных с сенсоров в 
определенной области, уменьшается, то есть траектория становится 
короче. 

При проектировании траектории полета БПЛА для задач 
сельскохозяйственного мониторинга необходимо учитывать ряд 
ключевых факторов. Основная проблема ‒ необходимость построения 
маршрута, обеспечивающего покрытие всех сенсорных узлов в зоне 
действия сигнала при кратчайшей траектории. 

Целью исследования является оптимизация траектории полета 
БПЛА минимальной длины, обеспечивающей сбор данных со всех 
датчиков, с полным покрытием зон покрытия всех сенсорных узлов.  

Методы решения проблем. В статье предложены два метода 
решения проблемы и приведены экспериментальные сравнения. 

Метод 1. Он основан на алгоритме кластеризации, называемом 
«центроид» [16]. Этот метод состоит из следующих этапов: 

- цель состоит в том, чтобы сгруппировать точки датчиков, 
расположенные на определенном расстоянии, определить 
оптимальные центральные точки между ними и найти оптимальный 
путь, решив задачу коммивояжера; 

- группировка близко расположенных точек выполняется на 
основе принципа кластеризации K-средних; 

- для каждой группы рассчитывается средняя координата. 
Центральная точка будет средней координатой каждой группы; 

- для каждой изолированной точки находится ближайшая 
центральная точка; 

- ближайшая центральная точка определяется на основе 
евклидова расстояния; 
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- поиск кратчайшего пути для заданного набора точек; 
- каждая точка посещается только 1 раз; 
- последняя точка должна возвращаться к первой точке; 
- эвристическое решение задачи TSP. 
Метод 2. Метод, называемый трехточечным, основан на 

алгоритмах оптимизации [17, 18]. Этот метод состоит из следующих 
этапов: 

- задача коммивояжера решается для соединения объектов, 
которые необходимо отслеживать БПЛА, с минимальным путем; 

- кратчайший маршрут находится с помощью алгоритма 
Лина-Кернигана на основе дополнительных условий; 

- БПЛА не обязательно должен проходить через центр 
каждого объекта наблюдения, а скорее входить в его зону покрытия 
(Зона покрытия ‒ это географическая область, в пределах которой 
устройство или система способны функционировать, передавать или 
принимать сигнал); 

- зоны мониторинга оптимизируются с использованием 
геометрических алгоритмов. 

3. Системные модели. В исследовании системная модель 
понимается как совокупность следующих компонентов: 

- графическая модель сенсорной сети, в которой сенсорные 
узлы представлены вершинами, а возможные соединения между ними 
представлены ребрами, взвешенными по расстоянию, т.е. Модель 
сенсорной сети в виде графа; 

- модель движения БПЛА, учитывающая перемещение 
беспилотного аппарата в полете и радиус покрытия, описывающая 
зону сигнала в виде динамической окружности с определенным 
радиусом, т.е. Модель движения БПЛА с учётом радиуса покрытия; 

- модель оптимизации маршрута, основанная на задаче 
коммивояжера, которая минимизирует общую длину пути БПЛА, 
охватывая все заданные точки или их зоны покрытия, т.е. Модель 
оптимизации маршрута на основе задачи коммивояжера. 

Модель движения БПЛА с учётом радиуса покрытия. 
БПЛА рассматривается как мобильный узел, имеющий 

динамическую зону покрытия радиусом r. 
В каждый момент времени t его положение определяется 

координатами (x(t), y(t)). Зона покрытия описывается уравнением 
круга: 

 
(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥(𝑡𝑡))2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦(𝑡𝑡))2 = 𝑟𝑟2 . 
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При фиксированной высоте z=h движение происходит в 
двумерной плоскости (x,y). Перемещаясь по траектории, БПЛА может 
считывать данные с сенсоров, находящихся в пределах зоны покрытия. 

Модель оптимизации маршрута на основе задачи 
коммивояжера. 

Построение оптимального маршрута сведено к задаче 
минимизации длины пути, проходящего через все целевые точки хотя 
бы один раз. 

Целевая функция: 
 

Минимизировать 𝐿𝐿 = ∑ (𝑑𝑑(𝑝𝑝𝑖𝑖 ,𝑝𝑝𝑖𝑖+1))𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 , 

 
где: 𝑝𝑝𝑖𝑖 ‒ индекс очередной посещаемой точки, 𝑑𝑑(𝑝𝑝𝑖𝑖 ,𝑝𝑝𝑖𝑖+1) ‒ евклидово 
расстояние между двумя последовательными точками маршрута, 
𝑝𝑝𝑖𝑖+1 = 𝑝𝑝0 ‒ возвращение к начальной точке. 

На основе этих моделей формализуется задача построения 
эффективной траектории полета БПЛА для сбора данных с 
распределенных сенсорных узлов. Для решения вышеуказанных 
проблем и задач мы используем несколько моделей.  

Для вычисления центра и радиуса данной окружности 
применяется алгоритм Вельцля (Welzl’s Algorithm), который 
эффективно решает задачу минимального охватывающего круга [18 –
 24]. 

Для трех заданных точек A(xA, yA), B(xB, yB) и C(xC, yC), 
минимальная охватывающая окружность определяется следующим 
образом:  

1. Определение вспомогательной переменной: 
 

𝐷𝐷 = 2(𝐴𝐴𝑥𝑥(𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐶𝐶𝑦𝑦) + 𝐵𝐵𝑥𝑥(𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦)  + 𝐶𝐶𝑥𝑥(𝐴𝐴𝑦𝑦 −  𝐵𝐵𝑦𝑦)). 
 

2. Вычисление координат центра окружности: 
 

𝑈𝑈𝑥𝑥 =
�𝐴𝐴𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴𝑦𝑦2��𝐵𝐵𝑦𝑦 − 𝐶𝐶𝑦𝑦� + �𝐵𝐵𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑦𝑦2��𝐶𝐶𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦� + �𝐶𝐶𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑦𝑦2��𝐴𝐴𝑦𝑦 − 𝐵𝐵𝑦𝑦�

𝐷𝐷
, 

 

𝑈𝑈𝑦𝑦 =
�𝐴𝐴𝑥𝑥2 + 𝐴𝐴𝑦𝑦2�(𝐶𝐶𝑥𝑥 − 𝐵𝐵𝑥𝑥) + �𝐵𝐵𝑥𝑥2 + 𝐵𝐵𝑦𝑦2�(𝐴𝐴𝑥𝑥 − 𝐶𝐶𝑥𝑥) + �𝐶𝐶𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶𝑦𝑦2�(𝐵𝐵𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)

𝐷𝐷
. 

 
3. Определение радиуса окружности: 
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𝑟𝑟 = �(𝑈𝑈𝑥𝑥 − 𝐴𝐴𝑥𝑥)2 + (𝑈𝑈𝑦𝑦 − 𝐴𝐴𝑦𝑦)2. 

 
Для оптимизации маршрута наблюдения беспилотного 

летательного аппарата используется классическая коммивояжерская 
задача. БПЛА должен облететь заданные объекты наблюдения, 
преодолев минимальное расстояние. 

В задаче TSP коммивояжер должен посетить n городов, 
побывать в каждом только один раз и вернуться в исходную точку, 
минимизируя общую длину маршрута. 

- n – количество точек для посещения. 
- di,j – расстояние между точками i и j. 

 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �  𝑑𝑑(𝑝𝑝𝑖𝑖 ,𝑝𝑝𝑖𝑖 + 1) + 𝑑𝑑(𝑝𝑝𝑛𝑛,𝑝𝑝1)𝑛𝑛
𝑖𝑖=0 , 

 
где: pi – последовательность посещаемых точек. 

Ограничение: каждая точка должна быть посещена только один 
раз, после чего необходимо вернуться в начальную точку. 

Для расчета расстояний между точками применяется Евклидова 
метрика: 

 

𝑑𝑑(𝑚𝑚, 𝑗𝑗) =  �(𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑗𝑗)
2 + (𝑦𝑦𝑚𝑚 − 𝑦𝑦𝑗𝑗)

2. 

 
Для предварительного разбиения точек наблюдения 

используется алгоритм кластеризация К-средних, который разбивает 
множество данных на K кластеров. Этот метод позволяет 
минимизировать внутрикластерное расстояние и оптимизировать 
маршруты БПЛА. 

- X={x1, x2, ..., xn} – множество данных из n точек. 
- K – количество кластеров. 
- C={c1, c2, ..., cK} – центры кластеров. 
Каждая точка xi относится к ближайшему центру кластера: 
 

𝑆𝑆𝑗𝑗 = {𝑥𝑥𝑖𝑖 𝜖𝜖 𝑋𝑋|𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖)∀𝑘𝑘 ≠ 𝑗𝑗}, 

 
где: 𝑆𝑆𝑗𝑗 – множество точек, принадлежащих кластеру j, 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖)– 
расстояние от точки 𝑥𝑥𝑖𝑖 до центра кластера 𝑐𝑐𝑖𝑖 . 

Обновление центров кластеров:  
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𝑐𝑐𝑖𝑖 = 1
�𝑆𝑆𝑗𝑗�

 ∑ 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖𝜖𝜖𝑆𝑆𝑗𝑗 , 

 
где: 𝑐𝑐𝑖𝑖 – новый центр кластера, 𝑆𝑆𝑗𝑗 – количество точек в кластере j.  

Функция оптимизации К-средних: 
 

𝐽𝐽 = ∑ ∑ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑐𝑐𝑖𝑖)2𝑥𝑥𝑖𝑖𝜖𝜖𝑆𝑆𝑗𝑗
𝐾𝐾
𝑗𝑗=1 . 

 
Эта функция минимизирует внутри кластерное расстояние 

между точками и их центром. 
Для привязки изолированных точек к ближайшим кластерам 

используется модель ближайшего соседа. 
 

𝑎𝑎𝑟𝑟𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑑𝑑(𝑚𝑚, 𝑗𝑗), 
 
где: j ∈ центральные точки кластеров. 

Этот метод аналогичен алгоритму KNN (K-Nearest Neighbors) 
и использует Евклидово расстояние:  

 

𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑗𝑗) = �∑ (𝑥𝑥𝑖𝑖𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑘𝑘)2𝑑𝑑
𝑘𝑘=1 . 

 
При выборе ближайшего кластера применяется правило 

голосования среди K ближайших соседей: 
 

𝑦𝑦′ = 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑐𝑐

∑ 𝐼𝐼(𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑐𝑐)𝑖𝑖𝜖𝜖𝐾𝐾 , 

 
где: 𝑦𝑦′ – предполагаемый класс новой точки, 𝐼𝐼(𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑐𝑐) – индикаторная 
функция (1, если точка принадлежит классу c, 0 – иначе).  

Таким образом, предложенные математические модели 
позволяют оптимизировать наблюдательный процесс БПЛА, 
обеспечивая минимальные энергозатраты, сокращение времени полета 
и улучшенное покрытие территории. 

4. Рекомендуемое оптимизированное решение. 
Рассматривается возможность создания беспилотного летательного 
аппарата, способного летать над несколькими географическими 
регионами и собирать данные из соответствующих точек. Каждая точка 
i∈I представляет собой барицентр (центр массы) данного региона или 
определённую центральную «горячую точку». Координаты данной 
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точки на плоскости обозначим как xi. БПЛА формирует траекторию, 
посещая определённые точки в заданной последовательности. 

Учитывая радиационную диаграмму антенны, можно сделать 
вывод, что, когда БПЛА летит, область покрытия сигнала на поверхности 
Земли имеет форму окружности. Первая стратегия заключается в 
использовании метода, называемого «Центроид». Алгоритм, основанный 
на этом методе, приведен в листинге 1. 

 
Входные данные: P = {p_1, p_2, ..., p_n} ‒ множество точек. 
Выходные данные: оптимальный маршрут M. 
Шаг 1: Вычисление матрицы расстояний 
for каждая пара (p_i, p_j) ∈ P: 
    D(i,j) = sqrt((x_i - x_j)^2 + (y_i - y_j)^2) 
Шаг 2: Кластеризация и определение центральных точек 
for каждая точка p_i ∈ P: 
    if p_i не принадлежит ни одной группе: 
        G_i ← {p_i} // Создание новой группы 
        for каждая точка p_j ∈ P: 
            if p_j не используется и D(i,j) ≤ T: 
                G_i ← G_i ∪ {p_j} 
        Найти минимальную охватывающую окружность C_i для G_i 
Шаг 3: Присоединение изолированных точек к ближайшему кластеру 
for каждая изолированная точка p_k ∈ P: 
    C_ближайший = argmin_{C_i} D(p_k, C_i) 
    p_k присоединяется к C_ближайший 
    Определить новую точку на расстоянии T/2 от p_k к C_ближайший 
Шаг 4: Решение задачи коммивояжера  
M ← {C_1, C_2, ..., C_k} ‒ центры кластеров 
M ← Нахождение кратчайшего пути(M) 
Шаг 5: Визуализация маршрута 
Нарисовать найденный маршрут M 
Добавить параллельные линии к маршруту на расстоянии r 
Вывод: M ‒ оптимальный маршрут. 

Листинг 1. Алгоритм поиска оптимального маршрута на основе метода 
центроида 

 
Вторая стратегия минимизации длины траектории БПЛА 

рассматривается с использованием метода названия «Трёх точек». 
Этот метод разработан для оптимизации маршрута с учётом радиуса 
покрытия связи и применением различных математических моделей и 
алгоритмов. Метод основывается на анализе точек покрытия, их 
геометрических характеристик и построении оптимального маршрута. 
В этом методе после первоначального построения маршрута 
применяется эвристика Лина-Кернигана. Этот метод позволяет 
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дополнительно сократить длину пути путём перестановки точек в 
маршруте. Сравниваются альтернативные пути, и выбирается наиболее 
короткий из возможных. Алгоритм, основанный на этом методе, 
приведен в листинге 2. 

 
Входные данные: 
    P = {p1, p2, ..., pn} ‒ множество точек 
    r ‒ радиус ограничения 
Выход: 
    M ‒ оптимальный маршрут 
1. Вычисление матрицы расстояний: 
    for каждая пара (pi, pj) ∈ P: 
        D(i,j) = sqrt((xi - xj)^2 + (yi - yj)^2) 
2. Решение задачи коммивояжёра: 
    M ← ∅ 
    for каждая точка pi ∈ P: 
        Найти оптимальное место вставки в маршрут 
        M ← M ∪ pi 
    M ← M ∪ p0 
3. Геометрический анализ: 
    for каждый сегмент (A, B, C) ∈ M: 
        Вычислить прямую y = mx + b 
        Найти перпендикуляр 
        Вычислить расстояние от B до AC 
        if расстояние < r: 
            Переместить B в допустимую область 
4. Удаление лишних точек: 
    for каждая точка pk ∈ P: 
        if pk находится в радиусе r от предыдущих E-точек: 
            Исключить pk 
5. Визуализация маршрута: 
    Отобразить точки и соединить их маршрутом 
    Нарисовать круги радиуса r вокруг каждой точки 
    Добавить параллельные линии к маршруту 
Выход: 
    M ‒ оптимальный маршрут 
Листинг 2. Алгоритм поиска оптимального маршрута на основе трехточечного 

метода 
 
5. Результаты. В этой статье представлены результаты 

моделирования для оценки эффективности алгоритмов поиска 
траектории полёта БПЛА при сборе данных от территориально 
распределённых источников (сенсоров). В частности, была построена 
оптимальная траектория для покрытия 100 точек, случайным образом 
размещённых в области размером 300 × 200 условных единиц, с 
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использованием четырёх различных алгоритмов. Следует отметить, 
что в четырёх методах координаты x и y выражены в абстрактных 
единицах. Для проведения симуляций использовалась облачная среда 
Google Colab с процессором Intel Xeon (на базе Google Compute 
Engine) и 12,67 ГБ оперативной памяти, что обеспечивало равные 
вычислительные условия при сравнении алгоритмов. 

Представленная на рисунках 4, 5 и 6 демонстрирует результат 
работы алгоритма по 1-му методу, примененного к 100 случайно 
размещенным точкам. В ходе движения БПЛА он покрывает все точки, 
ориентируясь на заранее определенные контрольные точки и имея 
радиус покрытия r. 

Согласно методу центроида, при заданном радиусе покрытия 10 
условных единиц длина оптимального пути составляет 1611 условных 
единиц, а количество основных точек доступа для покрытия точек 
равно 60. 

 

 
Рис. 4. Оптимальный вид покрытия всех точек при заданном радиусе покрытия 

10 единиц по методу центроида 
 
Согласно методу центроида, при радиусе покрытия 20 условных 

единиц оптимальная длина маршрута составляет 1398 единиц, а 
количество основных точек доступа для покрытия всех сенсорных 
точек ‒ 33. 
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Рис. 5. Оптимальный вид покрытия всех точек при заданном радиусе покрытия 

20 единиц по методу центроида 
 
Согласно методу центроида, при радиусе покрытия 30 условных 

единиц оптимальная длина маршрута составляет 1089 единиц, а 
количество основных точек доступа для покрытия всех сенсорных 
точек ‒ 20. 

 

 
Рис. 6. Оптимальный вид покрытия всех точек при заданном радиусе покрытия 

30 единиц по методу центроида 
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Рисунки 7-9 иллюстрируют результат работы алгоритма по 2-му 
методу. Аналогично, БПЛА движется в соответствии с радиусом 
покрытия r, охватывая все заданные контрольные точки. 

 

 
Рис. 7. Оптимальное покрытие всех точек при заданном радиусе покрытия 

10 условных единиц с использованием трехточечного метода 
 

 
Рис. 8. Оптимальное покрытие всех точек при заданном радиусе покрытия 20 

условных единиц с использованием трехточечного метода 
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Согласно трёхточечному методу, при радиусе покрытия 10 
условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 1622 
единицы, а количество основных точек доступа для полного покрытия 
составляет 47. 

Согласно трёхточечному методу, при радиусе покрытия 20 
условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 1324 
единицы, а количество основных точек доступа, обеспечивающих 
полное покрытие, равно 21. 

 

 
Рис. 9. Оптимальное покрытие всех точек при заданном радиусе покрытия 30 

условных единиц, реализованное с использованием трёхточечного метода 
 

Согласно трёхточечному методу, при радиусе покрытия 30 
условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 1161 
единицу, а для полного покрытия всех точек требуется 17 ключевых 
точек доступа.  

Предлагаемые методы были сопоставлены с рядом других 
методов. В частности, на основе тангенциальной стратегии, описанной 
в работе [25], был разработан усовершенствованный алгоритм с 
дополнительными этапами оптимизации, представленный в 
листинге 3. Для данного алгоритма была создана программная 
реализация, и проведено тестирование на тех же входных данных, 
которые использовались в экспериментах для двух ранее 
предложенных методов. Результаты тестирования представлены на 
рисунках 10-12. 
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Входные данные: 
    P = {p1, p2, ..., pn} ‒ множество точек 
    r ‒ радиус ограничения 
Выход: 
    M ‒ минимальный маршрут UAV, охватывающий все зоны 
1. Вычисление матрицы расстояний: 
    for каждая пара (pi, pj) ∈ P: 
        D(i,j) = sqrt((xi - xj)^2 + (yi - yj)^2) 
2. Построение предварительного маршрута (жадный алгоритм): 
    M ← [start] 
while P не пусто: 
    выбрать ближайшую точку 
    добавить в маршрут 
    удалить из непосещённых 
Функция: `greedy_order(points, start)`. 
3. Построение касательных точек: 
for каждая пара (pi, pi+1) ∈ M: 
    рассчитать угол между ними 
    построить точку на границе радиуса r 
Функция: `tangent_point(center, target, r)`. 
4. Удаление лишних точек: 
for каждый отрезок (a, b) маршрута: 
    for каждая точка c ∈ P: 
        if расстояние до (a,b) ≤ r: 
            считать покрытой 
            удалить лишнюю точку из маршрута 
Функция: `distance_to_segment(p, a, b)`. 
5. Добавление недостающих касательных: 
for каждая точка c ∈ P: 
    if c не покрыта: 
        построить касательную 
        вставить перед концом маршрута 
6. Расчёт длины маршрута  
длина ← сумма расстояний между последовательными точками маршрута 

Листинг 3. Алгоритм поиска оптимального маршрута на основе 
тангенциального метода 

 
Согласно тангенциальному методу, при радиусе покрытия 

10 условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 
3342 единицу, а для полного покрытия всех точек требуется 
55 ключевых точек доступа. 
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Рис. 10. Оптимальное покрытие всех сенсорных точек при радиусе охвата 10 
условных единиц, реализованное с использованием тангенциального метода 

 

 
Рис. 11. Оптимальное покрытие всех сенсорных точек при радиусе охвата 20 
условных единиц, реализованное с использованием тангенциального метода 
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Согласно тангенциальному методу, при радиусе покрытия 
10 условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 
2679 единиц, а для полного покрытия всех точек требуется 36 
ключевых точек доступа. 

 

 
Рис. 12. Оптимальное покрытие всех сенсорных точек при радиусе охвата 

30 условных единиц, реализованное с использованием тангенциального метода 
 
Согласно тангенциальному методу, при радиусе покрытия 

30 условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 
2342 единиц, а для полного покрытия всех точек требуется 26 
ключевых точек доступа.  

Дополнительно был рассмотрен ещё один метод, описанный в 
работах [26 – 28], основанный на выборе оптимальной точки из 
множества точек, расположенных на расстоянии r от центра сенсорной 
зоны. На основе данного метода была реализована программная 
система с элементами оптимизации, алгоритм работы которой показан 
в листинге 4, и проведено тестирование аналогично предыдущим 
случаям. Результаты приведены на рисунках 13-15. 

Процесс тестирования осуществлялся на том же процессоре и с 
теми же параметрами, что и в случае с вышеупомянутыми методами. 
Это позволило обеспечить сопоставимость условий и объективность 
сравнительного анализа. 
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Входные данные: 
    P = {p1, p2, ..., pn} ‒ множество центров сенсорных зон; 
    r ‒ радиус зоны покрытия; 
    start_point ‒ начальная точка маршрута (обычно (0, 0)); 
    samples_per_circle ‒ количество пробных точек на границе каждой зоны. 
1. Вычисление матрицы расстояний: 
    for каждая пара (pi, pj) ∈ P: 
        D(i,j) = sqrt((xi - xj)^2 + (yi - yj)^2) 
2. Масштабирование координат: 
Для каждого центра pi = (xi, yi) ∈ P: 
    pi' = ((xi - min_x)/(max_x - min_x) * ширина, (yi - min_y)/(max_y - min_y) * высота) 
3. Генерация точек по окружности: 
Для каждого центра pi ∈ P: 
    Создать samples_per_circle точек на окружности радиуса r вокруг pi 
4. Жадная вставка (optimal insertion): 
Маршрут ← [start_point] 
Пока остались незадействованные зоны: 
    Найти точку p среди всех зон, дающую минимальное увеличение длины маршрута 
    Вставить p в оптимальную позицию маршрута 
Добавить start_point в конец маршрута 
5. Оптимизация маршрута с помощью 2-opt: 
Повторять: 
    Находить пары сегментов маршрута, для которых инверсия уменьшает общую длину 
    Применять инверсию 
Пока маршрут улучшается 
6. Геометрическая фильтрация маршрута: 
Для каждой тройки точек (A, B, C) в маршруте: 
    Если расстояние от центра зоны до отрезка AB ≤ r и B ‒ точка из этой зоны: 
        Удалить B как лишнюю 
7. Финальная 2-opt оптимизация: 
Применить two_opt ко всему отфильтрованному маршруту 
8. Проверка покрытия 
Для каждой зоны pi: 
    Если существует сегмент маршрута, расстояние от pi до которого ≤ r: 
        pi считается покрытой 

Листинг 4. Алгоритм поиска оптимального маршрута на основе выбора 
оптимальной точки 

 
Согласно методу оптимального выбора, при радиусе покрытия 

10 условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 1885 
единиц, а для полного покрытия всех точек требуется 82 ключевых 
точки доступа. 
 

815

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS



 
Рис. 13. Оптимальное покрытие всех точек датчика при условном радиусе 
покрытия 10 единиц, иллюстрация реализации с использованием метода 

оптимального выбора 
 

 
Рис. 14. Оптимальное покрытие всех сенсорных точек при радиусе охвата 20 

условных единиц, полученное с использованием метода оптимального выбора 
точек на границе зоны покрытия 
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Согласно методу оптимального выбора, при радиусе покрытия 
20 условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 1626 
единиц, а для полного покрытия всех точек требуется 70 ключевых 
точки доступа. 

 

 
Рис. 15. Оптимальное покрытие всех сенсорных точек при радиусе охвата 30 

условных единиц, полученное с использованием метода оптимального выбора 
точек на границе зоны покрытия 

 
Согласно методу оптимального выбора, при радиусе покрытия 

30 условных единиц оптимальная длина маршрута составляет 1621 
единиц, а для полного покрытия всех точек требуется 63 ключевых 
точки доступа. 

При увеличении дальности радиопокрытия БПЛА расширяется 
зона охвата, что приводит к включению в сеть большего количества 
датчиков. Это изменение влияет на ключевые параметры системы: 
длину маршрута, количество точек маневрирования и время 
вычислений. Для количественного анализа данных зависимостей был 
проведен эксперимент с вариацией радиуса покрытия (рисунки 16-18). 

Таким образом, пошаговое увеличение радиуса от 
минимального к максимальному значению позволяет получить полную 
картину влияния этого параметра на общую эффективность системы и 
служит основой для выбора оптимального радиуса в прикладных 
задачах мониторинга. 
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Рис. 16. График зависимости оптимального пути от радиуса покрытия, 

построенный на основе результатов моделирования алгоритмов, 
разработанных на основе каждого из четырех методов (центроидный метод 
показан синим цветом, трехточечный метод ‒ оранжевым, тангенциальный 

метод ‒ темным, а метод выборки ‒ желтым) 
 

 
Рис. 17. График зависимости времени расчета от радиуса покрытия программ, 
разработанных на основе четырех методов (центроидный метод показан синим 
цветом, трехточечный метод ‒ оранжевым, тангенциальный метод ‒ темным, 

а метод выборки ‒ желтым) 
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На рисунке 16 представлена аналитическая зависимость 
оптимальной длины пути от радиуса, значения которого варьируются 
от 1 до 50 единиц для каждой реализации программного обеспечения, 
основанного на данном методе. Как видно из графика, увеличение 
радиуса приводит к уменьшению длины траектории. 

На рисунке 17 представлен график зависимости величины 
радиуса от времени расчета программы в диапазоне от одной единицы 
до 50 единиц при тестировании программного обеспечения, 
созданного на основе каждого метода. Очевидно, что метод 
оптимального выбора дает плохие результаты по сравнению с другими 
методами. 

На рисунке 18 показана зависимость количества горячих точек 
(зон интенсивного маневрирования), возникающих в заданной 
области, от радиуса покрытия, изменяющегося в диапазоне от 1 до 50 
условных единиц. Данные получены в ходе тестирования 
программного обеспечения для каждого из рассматриваемых 
методов. 

 

 
Рис. 18. График зависимости точек маневра от радиуса покрытия 

по результатам программ, разработанных на основе четырех методов 
(центроидный метод показан синим цветом, трехточечный метод ‒ 

оранжевым, тангенциальный метод ‒ темным, а метод выборки ‒ желтым) 
 
Сформирована таблица 1 усредненных аналитических 

результатов экспериментов, проведенных с использованием 
вышеуказанных методов. 
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Таблица 1. Сравнение методов друг с другом 
Метод Среднее 

время (с) 
Средние 

манёвренные точки 
Длина траектории 

(средняя) 
Центроидный 0,05 ~30 ~1,300 
Трёх точек  1,5 ~25 ~1,400 
Тангенциальный 0.005 ~35 ~2,700 
Оптимальный выбор 28,5 ~65 ~1,600 

 
На основании приведенных выше графиков и таблицы 1 можно 

сделать вывод, что метод центроида является наиболее надежным и 
эффективным решением для повторяющихся вычислительных 
процессов, обеспечивая оптимальное сочетание скорости и 
стабильности. Этот метод показывает свои преимущества, особенно в 
системах реального времени или при обработке больших объемов 
данных. 

Трёхточечный метод является оптимальным выбором, так как 
его среднее время выполнения составляет 1,5 секунды – это в 20 раз 
быстрее метода Оптимального выбора, при этом среднее количество 
финальных точек (25) на 17% точнее, чем у центроида, а средняя 
длина траектории (~1400) обеспечивает сбалансированную 
эффективность. 

Из приведенных выше сравнительных графиков видно, что 
оптимальная длина траектории и покрытие точек доступа четырёх 
методов зависят от ширины сети в местах расположения указанных 
выше точек. Два предлагаемых нами метода имеют преимущества друг 
перед другом в некоторых аспектах. То есть, если рассматривать 
значение радиуса для 100 точек в указанной выше области, то 
трехточечный метод неэффективен для значения радиуса до 21, но 
эффективен для радиуса покрытия больше 21. Если сравнивать по 
времени, то можно увидеть, что эффективен центроидный метод. Если 
сравнивать по горячим точкам, то можно считать эффективным 
трехточечный метод. 

В отличие от ранее применявшихся методов, основанных на 
методе выбора или тангенциальных точках, предложенные алгоритмы 
демонстрируют существенные преимущества. Центроидный метод 
обеспечивает минимальное время расчёта и сокращает длину 
маршрута за счёт кластеризации, а трёхточечный метод позволяет 
более точно учитывать геометрию покрытия и эффективно работать 
при больших радиусах. В целом, предложенные методы обеспечивают 
до 15-25% сокращения длины маршрута и до 30% уменьшения числа 
манёвровых точек при сопоставимом уровне охвата, что 
подтверждается результатами моделирования (рисунки 16-18). 
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Следует отметить, что радиус покрытия сигнала БПЛА является 
важным, но не единственным параметром при выборе оптимального 
метода планирования маршрута. При проектировании траектории 
следует учитывать такие факторы, как среднее расстояние между 
узлами датчиков, их пространственная плотность, а также возможные 
особенности размещения (кластеризация, изолированные узлы и т.д.). 
Без анализа конкретной пространственной структуры сенсорной сети 
выбор наиболее эффективного алгоритма может оказаться 
затруднительным или неверным. Поэтому для практического 
применения разработанных методов рекомендуется предварительно 
провести оценку распределения узлов и адаптировать выбор алгоритма 
в зависимости от особенностей исследуемой территории. Например, 
для густонаселенной сенсорной зоны метод центроида может 
оказаться эффективным. 

6. Заключение. В данной статье рассматривается проблема 
оптимизации траектории беспилотного летательного аппарата (БПЛА) 
с учётом радиопокрытия для сбора данных с сенсорных узлов, 
распределенных по крупным сельскохозяйственным территориям. 
Были рассмотрены и реализованы четыре различных метода 
построения маршрута: центрированный, трехточечный, 
тангенциальный и метод оптимального выбора точек на окружности. 
Проведенное моделирование позволило оценить эффективность 
каждого метода по критериям длины маршрута, количества точек 
маневра и времени расчета для различных значений радиуса покрытия. 

Эксперименты показали, что предложенные алгоритмы 
позволяют сократить длину маршрута на 15-25% и уменьшить 
количество манёвровых точек до 30% по сравнению с существующими 
подходами. Это подтверждается численными результатами (таблица 1) 
и графическим анализом (рисунки 16-18). 

Полученные результаты показали, что разработанный авторами 
метод центроида отличается минимальным временем вычислений и 
высокой устойчивостью к изменению радиуса покрытия, в то время 
как метод трёх точек демонстрирует наибольшую эффективность при 
больших значениях радиуса. Тангенциальный метод, основанный на 
предыдущих разработках, показывает сбалансированную 
производительность при средних значениях радиуса, тогда как метод 
выбора оптимальной точки обеспечивает наибольшую гибкость и 
точность покрытия, особенно в условиях неоднородного 
распределения датчиков. 

Таким образом, выбор подходящего алгоритма должен 
определяться конкретными условиями задач мониторинга: плотностью 
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размещения датчиков, энергетическими ограничениями, приемлемым 
временем полета, топологией исследуемой территории. Разработанные 
авторами на основе моделирования методы показали свое 
превосходство над ранее рассмотренными методами. Это поможет 
оптимизировать процесс сбора данных при использовании БПЛА на 
больших территориях. 

В исследовании рассматривалась упрощенная плоская модель 
движения БПЛА без учета высоты полета. Влияние высоты на радиус 
покрытия, качество связи и энергопотребление пока не учитывалось и 
планируется для дальнейшего анализа. Также в рамках работы не 
рассматривались возможные сбои навигационной системы и 
необходимость динамической корректировки маршрута при 
отклонениях от траектории или потере связи. В будущем планируется 
разработать расширенные модели оптимизации 3D-траектории БПЛА 
с учетом энергетических затрат, качества сигнала, а также создание 
механизмов автоматического восстановления маршрута при 
возникновении непредвиденных ситуаций. 
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A. RODIONOV, T. MATKURBANOV  
PLANNING UAV FLIGHT TRAJECTORIES FOR MONITORING 

LARGE AREAS 
 
Rodionov A., Matkurbanov T. Planning UAV Flight Trajectories for Monitoring Large 
Areas. 

Abstract. Modern agriculture covers vast areas, and effective monitoring of these 
territories plays a key role in precision farming. Wireless sensor networks are widely used to 
obtain real-time information on the condition of agricultural crops. However, manually 
collecting data from such sensors (deployed across a sensor network) is challenging. At the 
same time, unmanned aerial vehicles (UAVs) are increasingly used to provide automated and 
highly accurate data collection. This article addresses the problem of constructing an optimal 
UAV trajectory to efficiently collect data from distributed sensor nodes. The goal is to 
minimize the total route length while fully covering the sensing zones of all devices. Within the 
study, four route planning methods were developed and compared: the centroid-based method, 
the three-point method, the tangential method, and the optimal point selection method within 
the coverage radius boundary. Each method was implemented as a programmatic algorithm, 
including route construction, geometric optimization, and coverage evaluation. All methods 
were tested under the same conditions using a set of sensors distributed over a defined area. 
Evaluation criteria included total path length, number of maneuver points, and computation 
time, across coverage radii from 1 to 50 meters. The authors propose two approaches for 
trajectory optimization: a clustering-based centroid algorithm and an enhanced three-point 
algorithm based on the Lin-Kernighan heuristic. Experimental results showed that the proposed 
dual-algorithm method significantly outperforms previously studied route planning methods. 
Thus, this paper presents a comprehensive approach to UAV route planning for agricultural 
field monitoring, considering geometric, algorithmic, and computational factors. It also 
provides practical recommendations for selecting the most suitable method based on the spatial 
structure of the sensor network. 

Keywords: UAVs, traveling salesman problem (TSP), algorithm, clustering, Lin-
Kernighan, Welzl’s algorithm, programming. 
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A COMPREHENSIVE ANALYSIS OF MULTI-CHANNEL MAC 

AND CLUSTERING PROTOCOLS FOR ROBUST AND ENERGY-
EFFICIENT WIRELESS SENSOR NETWORKS 

 
Pawale S., Patil P. A Comprehensive Analysis of Multi-Channel Mac and Clustering 
Protocols for Robust and Energy-Efficient Wireless Sensor Networks. 

Abstract. Wireless Sensor Networks have become indispensable in various applications, 
from environmental monitoring to health tracking. As they continue to evolve, security and 
energy efficiency remain paramount. This analysis paper compares contemporary techniques 
within two significant protocol categories: Multi-Channel Medium Access Control (MAC) 
protocols and Cluster-Based protocols. The evaluation focuses on various channel assignment 
strategies and clustering methods, including static and dynamic allocation of communication 
resources, adaptive methodologies, and hybrid approaches, alongside strategies for selecting 
and rotating cluster heads, and aggregating data efficiently. Through a comprehensive 
examination, we highlight the limitations and potential of each approach, proposing a hybrid 
framework that leverages the strengths of both protocol types to enhance security and energy 
efficiency in Wireless Sensor Networks. Our findings suggest that integrating dynamic 
resource allocation with energy-efficient clustering and adaptive strategies with rotational 
cluster head selection could lead to more robust and efficient deployments. This analysis serves 
as a foundational study for future research, aiming to develop advanced hybrid protocols that 
address the dynamic demands of WSNs, ensuring sustainable and efficient network operations. 

Keywords: Wireless Sensor Networks (WSNs), Multi-Channel Medium Access Control 
(MAC) protocols, Cluster-Based protocols, security, energy efficiency. 
 

1. Introduction. WSNs detect ambient factors such as heat, light, 
sound, pressure, vibration, and electromagnetic fields over a specific area of 
interest [1]. These networks are made up of a large number of sensor nodes, 
each of which has sensors, wireless communication devices, processing 
units, and batteries [2]. WSNs have been a study topic since their inception, 
with multiple applications in a variety of industries. WSNs were created for 
military use, but have now expanded to encompass healthcare, habitat 
monitoring, environmental monitoring, traffic control, home automation, 
disaster relief, and smart cities. Sensor nodes are placed throughout an area 
to detect certain occurrences, which are then reported to a base station. Base 
stations act as intermediaries between end users and sensor nodes, offering 
more communication resources, processing power, and energy than sensor 
nodes [3, 4]. 

Power consumption limits on sensor nodes have a substantial impact 
on a sensor network's lifetime [5, 6]. Sensor nodes often have restricted power 
sources and use energy for data sensing, processing, and communication [7]. 
Wireless sensor networks (WSNs) now have communication and routing 
protocols. The network lifespan is an important metric for evaluating WSN 
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performance [8]. Direct connection between sensor nodes and base stations is 
the most important component in energy consumption, as sensor nodes far 
from a base station can quickly empty their batteries and fail [9]. To 
overcome this issue, clustered transmission techniques have been proposed. In 
these protocols, WSNs are organized into clusters, with cluster heads 
collecting and relaying sensed data to base stations. This minimizes energy 
consumption in these nodes by shortening the effective communication 
distance. Cluster heads collect data before sending it to the base station. 
Providing an energy-efficient protocol immediately increases network 
lifetime, making green communication a necessity for humans. There are 
several approaches to cluster creation and cluster head selection, however, 
using an energy-efficient methodology directly boosts network longevity [10]. 
Table 1 provides a clear comparison of how these techniques address 
common challenges in WSNs through their unique methods while sharing 
overarching goals such as improving network performance, enhancing 
security, optimizing energy efficiency, supporting scalability, and addressing 
interference and congestion. 

This analysis paper aims to address the critical issues of security and 
energy efficiency in WSNs. Through an in-depth evaluation of existing 
protocols and strategies, it highlights the potential improvements and 
innovations necessary for advancing WSN technology. The key 
contributions of this research are: 

- This research provides a comprehensive review and 
comparative analysis of Multi-Channel MAC and Cluster-Based protocols, 
focusing on their impact on security, energy efficiency, and scalability in 
Wireless Sensor Networks (WSNs). 

- It systematically identifies key strengths of both protocols, such 
as interference mitigation and congestion control in Multi-Channel MAC 
and resource optimization with localized data aggregation in Cluster-Based 
approaches. Additionally, it highlights limitations, including 
synchronization overhead in Multi-Channel MAC and cluster head 
bottlenecks in Cluster-Based protocols. 

- Based on the analysis, the study proposes a hybrid framework 
that integrates the adaptive channel allocation of Multi-Channel MAC with 
the hierarchical clustering mechanisms of Cluster-Based protocols. This 
integration enhances spectral efficiency, optimizes energy consumption, and 
reduces control overhead. 

- The hybrid approach also incorporates dynamic trust-based 
security mechanisms, protecting the network from jamming, eavesdropping, 
and malicious node intrusions, thereby ensuring a more resilient and secure 
communication infrastructure. 
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- The findings of this research establish a foundation for the 
development of next-generation WSN protocols, offering a scalable, 
energy-efficient, and adaptive solution tailored for applications in IoT-based 
smart environments, industrial automation, and mission-critical sensing 
networks. 

 
Table 1. Comparison of various energy-efficient communication protocols in WSN 

Criteria 
Multi-Channel 

MAC 
Protocols 

Channel Hopping 
Techniques 

Cluster-Based 
Protocols 

Multi-Path 
Routing 

Protocols 
Improving 
Network 
Performance 

Reduces 
congestion and 
interference by 
using multiple 
channels. 

Avoids interference 
and eavesdropping, 
ensuring reliable 
communication. 

Organizes nodes 
into clusters to 
reduce overhead 
and improve 
resource 
management. 

Ensures 
continuous 
communication 
through multiple 
paths, enhancing 
reliability. 

Enhancing 
Security 

Spreads 
communication 
over multiple 
channels to 
prevent 
jamming and 
interception. 

Frequently changes 
channels to prevent 
attackers from 
predicting 
communication 
patterns. 

Incorporates trust 
and 
authentication 
mechanisms 
within clusters. 

Uses multiple 
paths to detect and 
isolate malicious 
nodes, mitigating 
attacks. 

Optimizing 
Energy 
Efficiency 

Minimizes 
collisions and 
retransmissions, 
conserving 
battery power. 

Avoids congested 
channels, reducing 
the need for 
energy-consuming 
retransmissions. 

Localizes 
communication 
within clusters, 
reducing energy 
for long-distance 
transmissions. 

Balances load 
across multiple 
paths, preventing 
overuse of any 
single node and 
extending network 
lifetime. 

Scalability 
and 
Flexibility 

Efficiently 
manages 
multiple 
channels, 
supporting 
larger networks. 

Dynamically adapts 
to network 
conditions, 
enhancing 
robustness. 

Organizes 
network into 
manageable 
clusters, 
simplifying 
resource 
allocation. 

Provides multiple 
routing options, 
handling increased 
traffic and node 
density. 

Addressing 
Interference 
and 
Congestion 

Distributes 
communication 
over several 
channels to 
mitigate 
interference. 

Frequently changes 
channels to avoid 
interference based 
on predefined 
sequences. 

Limits intra-
cluster 
communication, 
aggregating data 
at cluster heads 
before sending it 
to the base 
station. 

Distributes traffic 
across multiple 
paths, preventing 
congestion on any 
single path and 
improving data 
throughput. 

 
The structure of this document is organized to provide a 

comprehensive analysis and evaluation of current protocols in WSNs and 
propose innovative solutions. Section 1 introduces the critical issues of 
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security and energy efficiency in WSNs and outlines the objectives of this 
study. Section 2 presents a detailed literature survey, reviewing existing 
protocols, and highlighting their strengths and limitations. Section 3 
describes the methods used for the analysis, including the evaluation criteria 
and the comparative discussion of different strategies. Section 4 presents the 
results of the analysis and offers a comparative study, proposing a hybrid 
framework that integrates the most effective aspects of both protocol types. 
Finally, Section 5 concludes the document, summarizing the key findings 
and contributions of the research, and suggesting directions for future work 
in developing advanced protocols for WSNs. 

2. Literature Survey. Recent research focuses on topics such as data 
collection, routing, WSN denoising, and grouping. Low-power WSN 
routing techniques are being developed to prevent duplicate 
transmission [11]. However, bandwidth use and network congestion may 
arise. Large wireless sensor networks frequently use restricted batteries, 
making rapid recharge challenging. An effective fuzzy logic method tackles 
energy efficiency concerns and proposes a congestion control-based optimal 
routing solution for wireless sensor networks [12]. 

The GWO approach selects a node (Ch) based on its energy balance, 
enabling the creation of homogeneous networks [13]. This strategy, paired 
with other characteristics, saves energy and keeps nodes from leaving the 
network. To address the denoising issue, the Denoising Autoencoder (DAE) 
employs data reconstruction and measurement matrices using earlier 
sensing data. This approach prevents nodes from leaving the network 
prematurely, saving wasteful energy consumption [14]. 

Fuzzy logic algorithms are critical for choosing channels in sensor-
enabled IoT environments [15]. The CH node selection approach, which 
considers density, centrality, and energy level, differs from the traditional 
LEACH method. The base station uses a Mamdani fuzzy inference 
algorithm to choose CH nodes for data analysis. CHEF proposed a novel 
CH selection approach that considers local distance and residual energy 
characteristics [16]. 

The Taylor family's multi-hop routing system uses GWO to 
determine the ideal number of hops, with data transmission taking place via 
intermediary nodes in each cluster [17]. The system also uses SVRDO-
SIDNL (Shift Invariant Deep Neural Learning) and supports vector 
Regression Dragonfly optimization to reduce latency and enhance data 
transfer [18]. 

A PSO-based coverage control system has been proposed, 
determining the detection radius of wireless sensor networks based on the 
energy usage area of each grid [19]. An energy-efficient trajectory 
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scheduling method has been developed to extend the life of wireless sensor 
networks [20]. 

Paper [21] proposed the Developed Distributed Energy-Efficient 
Clustering (DDEEC) for heterogeneous wireless sensor networks, but they 
did not consider distance factors when picking cluster managers. This 
approach is comparable to study [22] proposal, which incorporated super 
nodes to increase network longevity but did not account for the distance 
between nodes and the base station when picking cluster heads. 

In paper [23] the authors have explained TDEEC. The technique 
used three tiers of nodes and a modified probability function. The space 
between nodes was not considered when calculating the heads. Paper [24] 
introduced EDDEEC for Wireless Sensor Networks. The protocol combines 
E-DEEC and DDEEC protocols, although it does not handle head selection 
based on distance from the BS. This challenge is similar to that proposed by 
the authors in paper [25], which described the Improved iDDEEC method. 
It changed the average chance of progressed nodes having residual energy 
less than the threshold value. However, no consideration was given to the 
distance between the nodes and the base station. Paper [26] also suggested a 
heterogeneous version of the Modified Low Energy Adaptive Clustering 
Hierarchy called Servant-MODLEACH. The method uses three types of 
nodes: advanced, servant, and normal. The protocol selects CHs based on 
their residual energy, disregarding the distance between the nodes and the 
BS. In study [27] the authors described an upgraded version of the TDEEC.  

The new method, which employs a gateway in the center of the 
sensing area and a base station located far from the sensing field, does not 
take distance into account when selecting cluster heads. Paper [28] proposed 
the Stable Election Protocol (SEP) for heterogeneous wireless sensor 
networks, which uses each node's weighted election probability as a 
criterion to select a cluster leader based on their energy. SEP employs two 
types of nodes: normal and advanced, with normal nodes using the least 
energy. Simulation studies suggest that the SEP protocol enhances the 
network's lifetime. 

This study seeks to address the security and energy efficiency issues 
confronting WSNs in a variety of applications, including environmental 
monitoring and healthcare. By analyzing current protocols, it identifies 
areas for improvement and suggests hybrid techniques to overcome these 
constraints. The study is critical for building resilient, secure, and energy-
efficient protocols that can match the changing demands of WSNs, hence 
increasing their applicability and endurance in real-world applications. The 
research is critical for guaranteeing reliable and long-term network 
operations in WSNs. 
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3. Analysis of Routing Protocol. This analysis paper delves into the 
various MAC protocols, focusing on their channel assignment strategies and 
clustering mechanisms. It explores different approaches to channel 
assignment for multiplexing protocols, including Static Frequency 
Assignment in FDMA, TDMA, CDMA, and other strategies like SDMA, 
OFDMA, NOMA, and Hybrid Multiplexing. The paper further examines 
random access protocols, discussing Individual and Random Assignment, 
Static Uniform Distribution, and Load-Balanced Assignment. For token 
passing protocols, it evaluates strategies such as Multiple Rings with 
Uniform Distribution, Single Rings with Multiple Tokens, and Load-
Balanced Rings. Additionally, the paper addresses cluster-based protocols, 
detailing Cluster Formation Strategies including Distance-Based, Energy-
Based, and Hybrid Clustering. It also investigates Cluster Head Selection 
Strategies such as Random, Weighted, and Rotational Selection, and 
concludes with a review of Data Aggregation Strategies, encompassing 
Simple, Hierarchical, and Adaptive Aggregation. This comprehensive 
analysis provides insights into the efficiency and adaptability of various 
MAC protocols in managing multiple channels and optimizing network 
performance. 

3.1. MAC Protocols. Wireless communication systems, particularly 
WSNs, require efficient MAC protocols to manage collisions and increase 
network performance [29]. Traditional MAC protocols include 
multiplexing, random access, and token passing [30]. However, the full 
potential of MAC [31] protocols in leveraging multiple frequency and space 
channels remains unexplored [32] due to the need for a larger number of 
channels for scalable frequency/space multiplexing and a lack of 
comprehensive studies on multi-channel random access variants [33, 34]. 

3.1.1. Channel Assignment Strategies for Multiplexing Protocols. 
Multiplexing protocols can be implemented using various techniques such 
as FDMA [35], TDMA [36], and CDMA [37] and similar others. We will 
examine three specific channel assignment strategies for these multiplexing 
techniques. FDMA is simple to implement, as it ensures that each node has 
a specific frequency range, preventing clashes. However, it lacks flexibility 
and may result in inefficient channel utilization if traffic loads are unevenly 
distributed between nodes [38]. TDMA increases flexibility by modifying 
time slot allocations in response to network traffic conditions. It gives equal 
access to the communication medium and can greatly reduce collisions. 
However, it necessitates accurate synchronization and may complicate 
handling dynamic time slots [39]. CDMA is highly flexible and scalable, 
allowing for several continuous broadcasts without tight time or frequency 
limits. It is very efficient at handling variable traffic loads and can improve 
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overall network performance. The key problem is the complexity of 
coordinating code assignments while guaranteeing minimal 
interference [40]. Spatial Division Multiple Access (SDMA) has the 
potential to greatly enhance network capacity while simultaneously 
reducing interference. It necessitates sophisticated antenna systems and 
exact spatial information regarding node positions. It is extremely effective 
in situations with well-distributed nodes but may be less useful in heavily 
populated places [41]. Orthogonal Frequency Division Multiple Access 
(OFDMA) can support high data speeds and is resistant to multipath fading. 
It provides flexibility in allocating sub-carriers based on node requirements 
and can adjust to changing traffic loads. However, extensive signal 
processing and subcarrier control are required [42]. Non-Orthogonal 
Multiple Access (NOMA) can greatly improve spectral efficiency while 
accommodating a large number of users. It is appropriate for cases with 
fluctuating channel conditions and user needs. The complexity resides in the 
design of efficient encoding and decoding algorithms, as well as 
interference management [43]. Hybrid Multiplexing such as F-TDMA, 
combines multiplexing technologies to improve efficiency and flexibility, 
reduce collisions, and maximize channel utilization. Implementing these 
tactics is complex and necessitates sophisticated coordinating systems [44]. 

3.1.2. Channel Assignment Strategies for Random Access 
Protocols. The BRS protocol has nodes competing for channel access, with 
nodes resuming when the channel is busy or collisions occur [45 – 48]. 
Three channel assignment options were investigated to increase 
performance. 

Individual and Random Assignment provides simplicity and 
randomization while reducing predictable patterns that could be exploited 
(Figure 1). However, it may not be appropriate for high-load cases with 
frequent channel conflict [49]. 

 
 

 
Fig. 1. Individual and Random Assignment for Random Access Protocols 
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Static Uniform Distribution does not adapt well to spatially uneven 
traffic, potentially resulting in underutilized lanes and more collisions in 
high-traffic locations [50] (Figure 2). 

 

 
Fig. 2. Static Uniform Distribution for Random Access Protocols 

 
Load-balanced assignment considers the projected traffic load to 

optimize channel utilization and minimize collisions (Figure 3). It is more 
sophisticated, but it may be more effective in dynamic and high-load 
applications [51]. 

 

 
Fig. 3. Load-balanced assignment for Random Access Protocols 

 
3.1.3. Channel Assignment Strategies for Token Passing Protocols. 

Token passing systems group nodes into a virtual ring and pass tokens 
consecutively to control access [52, 53]. In a multi-channel setup with NC 
channels, each channel can function as a token, presenting alternative 
design strategies. Multiple Rings with Uniform Distribution simplify 
implementation, but it may not be efficient in dealing with varying load 
distributions, perhaps resulting in unequal ring utilization [54, 55]. A Single 
Ring with Multiple Tokens improves token circulation flexibility and may 
alleviate delays caused by high-load nodes. However, it may add 
complexity to controlling token hops and ensuring equal access [56, 57]. 
Load-Balanced Rings optimize load distribution, which may improve 
performance under a variety of traffic circumstances. It requires more effort 
to install, but it can considerably improve network efficiency and 
reliability [58, 59]. 
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Channel assignment schemes for multiplexing, random access, and 
token passing offer distinct trade-offs in terms of simplicity, adaptability, 
and performance. While AS1 techniques are simple, they may not perform 
well in dynamic or high-load conditions. Some solutions are more 
complicated and offer better load balancing, which improves network 
performance and dependability in stressful situations. Effective Multi-
Channel MAC protocols are critical for improving the performance of 
WSNs, particularly in contexts with shared communication channels. Future 
research should focus on creating scalable and adaptable multi-channel 
MAC protocols that can dynamically react to changing network conditions. 

3.2. Cluster-Based Protocols. Cluster-based routing methods are 
important in Wireless Sensor Networks (WSNs) because they group nodes 
to improve resource management, energy efficiency, and data transmission. 
These methods improve network scalability and reliability by localizing 
data transfer inside clusters and lowering communication overhead [60 –
 63]. In this section, we will look at several cluster formations, cluster head 
selection, and data aggregation procedures and assess their merits and 
shortcomings. 

3.2.1. Cluster Formation Strategies. Cluster formation in WSNs 
improves network performance, resource management, and energy 
efficiency by grouping nodes into clusters. This approach decreases 
communication overhead while increasing scalability by handling smaller 
groups of nodes. It optimizes energy consumption, enables effective data 
aggregation and routing, and helps to improve load distribution, fault 
tolerance, and network lifetime. Common clustering tactics include. 

Distance-based clustering is straightforward and intuitive, and it 
minimizes intra-cluster communication energy usage. However, this may 
result in unequal cluster sizes and unbalanced energy usage among 
clusters [64]. Energy-based clustering balances energy usage across the 
network, extending its lifetime. It necessitates frequent energy level 
updates, which might raise communication overhead for energy status 
interchange [65]. Hybrid Clustering blends the advantages of closeness and 
energy awareness while adapting to changing network conditions. However, 
it is more difficult to apply and necessitates the synchronization of 
numerous criteria [66]. 

3.2.2. Cluster Head Selection Strategies. Cluster head selection is an 
important feature of wireless sensor network (WSN) routing methods, 
influencing network efficiency and lifetime [67]. It entails designating 
selected nodes to serve as cluster leaders, in charge of data gathering, 
processing, and communication with the base station. Effective selection 
algorithms enable balanced energy usage because cluster chiefs do more 
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communication duties than normal nodes. Rotating roles or selecting nodes 
depending on residual energy, connection, or load helps to prevent early 
energy depletion, hence increasing network longevity. Proper cluster heads 
improve data transmission efficiency and network dependability. Random 
Selection is Simple and easy to construct, and it assures fairness over time 
by allowing all nodes to become cluster chiefs. However, energy 
consumption may not be optimized, which can result in inefficient cluster 
head placement [68]. Weighted Selection allows the selection of more 
capable nodes to improve energy efficiency, network lifetime, and overall 
performance, but it might cause selection bias if not balanced [69]. 
Rotational Selection balances energy usage across all nodes and prevents 
individual nodes from running out of energy soon. Requires synchronization 
and coordination for head rotation, which may result in greater control 
overhead [70]. 

3.2.3. Data Aggregation Strategies. Data aggregation algorithms in 
Wireless Sensor Networks (WSNs) are critical for saving energy and 
increasing network efficiency [71]. These solutions aggregate data from 
several sensor nodes to decrease redundancy and save transmission 
load [72]. Averaging or summarising sensor signals is a simple procedure, 
but it may result in the loss of detailed information. Hierarchical 
aggregation incorporates numerous stages of aggregation, which is 
economical for large networks but may cause delays. Adaptive aggregation 
automatically modifies the process based on network conditions and data 
correlation, which improves performance but necessitates complicated 
algorithms. These solutions improve the energy efficiency, scalability, and 
dependability of WSNs [73]. 

Simple Aggregation reduces the amount of data transmitted to the 
base station. But may lose detailed information [74]. Hierarchical 
Aggregation data is aggregated at multiple levels (within clusters and 
between clusters) before being transmitted to the base station, which further 
reduces data transmission and can handle larger networks efficiently. But as 
a complex aggregation process and increased delay due to multiple 
aggregation stages [75]. Moreover, adaptive aggregation optimizes 
aggregation based on real-time conditions and improves overall network 
performance. Requires dynamic adaptation mechanisms and increased 
computational overhead [76]. WSNs use MAC and Cluster-Based Protocols 
to optimize communication and energy consumption. MAC protocols 
employ a variety of channel assignment techniques to reduce interference 
and increase throughput. NOMA and Hybrid Multiplexing maximize 
efficiency by combining access modes. Random Access Protocols optimize 
channel use using strategies such as Individual and Random Assignment, 
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Static Uniform Distribution, and Load-Balanced Assignment. Cluster-based 
protocols group nodes into clusters for scalability and energy efficiency. 
Cluster Formation Strategies, including Distance-Based Clustering, Energy-
Based Clustering, and Hybrid Clustering, aid in the formation of optimal 
clusters. Cluster Head Selection Strategies, such as Random Selection, 
Weighted Selection, and Rotational Selection, select nodes to coordinate 
clusters while balancing energy consumption. Data Aggregation Strategies 
eliminate redundant data transmissions, which saves energy. Combining 
these tactics can result in strong WSN solutions that balance throughput and 
latency. 

4. Results and Discussion. The parameters for a wireless sensor 
network (WSN) simulation are as below. The network spans a 100 m × 100 
m area and contains 100 nodes. The base station coordinates the network at 
150, 50. Each node has a starting energy of 2 joules. Data packets are 6400 
bits in size, and control information packets are 200 bits. The transceiver 
energy is 50 nJ/bit, whereas data aggregation is 5 nJ/bit/signal. There are 
two types of amplifier energies: open space (10 pJ/bit/m²) for short 
distances, and 0.0013 pJ/bit/m⁴ for longer distances with multipath fading. 
To prevent early depletion, a threshold of 0.05 joules is specified. 

The Figure 4 compares the performance of RAP and TPP in terms of 
latency (cycles per packet) and throughput (packets per cycle). The latency 
is plotted on a logarithmic scale on the left y-axis (orange), while 
throughput is shown on the right y-axis (green). 
 

 
Fig. 4. Comparing the throughput and latency of Random-Access Protocols (RAP) 

and Token Passing Protocols (TPP) 
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RAP1, RAP2, RAP3: These protocols show lower median latencies, 
clustered around 10110^1101 cycles per packet, with RAP3 exhibiting a 
slightly higher spread. The median values for RAP1, RAP2, and RAP3 are 
consistent and low, but there are several outliers, indicated by red crosses, 
reaching up to 10210^2102 cycles per packet. 

TPP1, TPP2, TPP3: These protocols have a higher median latency 
compared to RAP protocols, with medians slightly above 10110^1101. 
TPP3 has the highest spread and the most variability among the TPP 
protocols. Similar to RAP, there are outliers for TPP protocols, but they are 
less frequent and lower in magnitude. 

RAP1, RAP2, RAP3: These protocols demonstrate higher 
throughput values, clustered around 0.5 packets per cycle. RAP2 and RAP3 
have slightly lower throughput compared to RAP1, but all maintain 
relatively high performance. 

TPP1, TPP2, TPP3: These protocols exhibit lower throughput values 
compared to RAP protocols, clustered around 0.2 packets per cycle. TPP3 
has a slightly higher median throughput among TPP protocols but remains 
significantly lower than RAP protocols. 

RAP protocols generally offer lower latency and higher throughput, 
making them suitable for applications requiring quick and efficient data 
transmission. Conversely, TPP protocols, with their higher latency and lower 
throughput, might be preferred in scenarios where controlled and orderly access 
to the network is necessary, despite the trade-off in speed and efficiency. 

The Figure 5 illustrates a comparative analysis of multiple access 
techniques, focusing on latency and throughput. The access techniques 
compared are FDMA, TDMA, CDMA, SDMA, OFDMA, NOMA, and a 
Hybrid method. In terms of latency, FDMA and TDMA exhibit relatively low 
median values and less variability, indicating more consistent performance 
with fewer outliers. CDMA shows a slightly higher spread and median 
latency compared to FDMA and TDMA. SDMA presents a noticeable 
increase in both median latency and spread, while OFDMA and NOMA 
display the highest median latency and significant variability, with many 
outliers indicating instances of very high latency. The Hybrid method also 
shows high variability in latency, comparable to NOMA. Regarding 
throughput, OFDMA and NOMA outperform the other techniques, achieving 
the highest throughput values of around 0.7 and 0.65 packets per cycle, 
respectively. FDMA and TDMA have moderate throughput, approximately 
0.4 and 0.5 packets per cycle. CDMA's throughput is similar to TDMA, while 
SDMA's throughput is slightly lower at around 0.35 packets per cycle. The 
Hybrid method, despite its widespread in latency, has the lowest throughput, 
around 0.3 packets per cycle. 
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Fig. 5. Comparative analysis of multiple access techniques using various 

multiplexing protocols 
 
Tables 2, 3, and 4 provide a comparative overview of the different 

strategies used in clustering and data aggregation in wireless sensor 
networks. The comparison tables for Cluster Formation Strategies, Cluster 
Head Selection Strategies, and Data Aggregation Strategies provide a 
comprehensive overview of various methods used in wireless sensor 
networks (WSNs). Distance-Based Clustering, Energy-Based Clustering, 
and Hybrid Clustering each offer unique advantages, with Hybrid 
Clustering showing the highest energy efficiency and stability. Similarly, 
Cluster Head Selection Strategies such as Random, Weighted, and 
Rotational Selection balance fairness and energy efficiency, with Weighted 
Selection being particularly advantageous in large-scale networks. Data 
Aggregation Strategies like Simple Aggregation, Hierarchical Aggregation, 
and Adaptive Aggregation cater to different network complexities, with 
Hierarchical and Adaptive Aggregation providing high accuracy and 
scalability. Future research can focus on optimizing these strategies by 
integrating machine learning techniques for dynamic clustering and 
aggregation, improving real-time decision-making, and enhancing the 
adaptability of protocols to various network conditions. Additionally, 
exploring hybrid approaches that combine the strengths of different 
strategies could further enhance the energy efficiency, reliability, and 
scalability of WSNs, making them more robust. 
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Table 2. Comparison of various cluster formation strategies 
Criteria Distance-Based 

Clustering 
Energy-Based 

Clustering Hybrid Clustering 

Definition 
Forms clusters based 
on the proximity of 
nodes to each other. 

Forms clusters 
based on the 
residual energy of 
nodes. 

Combines both 
distance and energy 
metrics for clustering. 

Complexity Low Medium High 

Energy 
Efficiency Medium High Very High 

Scalability High Medium Medium 

Cluster Stability Low to Medium High High 

Latency Medium Low Low to Medium 

Typical 
Applications 

Small-scale 
networks, where 
node distribution is 
dense. 

Networks with 
varying node 
energy levels. 

Large-scale and 
heterogeneous 
networks. 

Example 
Protocols LEACH  DEEC  HEED  

Values (Energy 
Consumption per 
Node) 

2.5 J 1.8 J 1.2 J 

 
Table 3. Comparison of various cluster head selection strategies 

Criteria Random 
Selection Weighted Selection Rotational Selection 

Definition 

Cluster heads 
are chosen 
randomly 
among nodes. 

Cluster heads are chosen 
based on a weighted 
metric (e.g., energy 
level, connectivity). 

Cluster head role 
rotates among nodes 
in a predetermined 
manner. 

Fairness Low High High 
Energy 
Efficiency 

Low to 
Medium High Medium 

Load Balancing Low High High 

Cluster Stability Low Medium Medium 

Latency Medium Low Low 

Typical 
Applications 

Simple and 
small networks. 

Large-scale networks 
with variable node 
capabilities. 

Networks requiring 
balanced energy 
consumption. 

Example 
Protocols LEACH  SEP  HEED  

Values (Energy 
Consumption per 
Node) 

3.0 J 2.0 J 2.5 J 
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Table 4. Comparison of various data aggregation strategies 
Criteria Simple 

Aggregation 
Hierarchical 
Aggregation 

Adaptive 
Aggregation 

Definition 

Basic aggregation 
method where data 
is simply 
combined. 

Data is aggregated 
in a hierarchical 
manner, often 
through multiple 
levels. 

Data aggregation 
method adapts based 
on network conditions 
and data 
characteristics. 

Complexity Low High Medium 
Energy 
Efficiency Low to Medium High High 

Latency Low High Medium 

Accuracy Low to Medium High High 
Scalability Medium High High 

Typical 
Applications 

Simple and small 
networks. 

Large-scale and 
multi-hop networks. 

Dynamic and 
heterogeneous 
networks. 

Example 
Protocols LEACH  PEGASIS  ADA  

Values (Energy 
Consumption 
per Node) 

3.0 J 1.8 J 2.0 J 

 
Despite their advantages in reducing interference and increasing 

throughput, Multi-Channel MAC protocols face several limitations. FDMA 
lacks flexibility and can lead to inefficient spectrum usage under varying 
network conditions. TDMA requires precise synchronization, which can be 
challenging in large-scale networks. CDMA can suffer from code 
management complexity and increased overhead. Techniques like OFDMA 
and NOMA, while efficient, introduce significant computational complexity 
and require sophisticated hardware. Additionally, Random Access Protocols 
may result in high collision rates under heavy traffic, and Token Passing 
Protocols can introduce latency due to the sequential nature of token 
circulation. 

Cluster-based protocols increase scalability and energy efficiency, 
but they have limits. Distance-Based Clustering might produce unbalanced 
clusters, whereas Energy-Based Clustering ignores ideal communication 
pathways, resulting in inferior network performance. Hybrid clustering 
incorporates numerous techniques while increasing complexity. Random 
selection does not ensure energy efficiency, whereas weighted and 
rotational selections necessitate additional overhead. Simple aggregation 
may not minimize redundancy in diverse networks, but hierarchical 
aggregation causes latency. Adaptive Aggregation necessitates sophisticated 
algorithms that dynamically react to network conditions. 

842

____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2025. Том 24 № 3. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ



A hybrid strategy that combines Multi-Channel MAC with Cluster-
Based Protocols can boost network performance. This entails combining 
TDMA with Energy-Based Clustering to maximize time and energy 
resources. CDMA with Hybrid Clustering improves spectrum efficiency and 
balanced cluster formation. Random Access Protocols' Load-Balanced 
Assignment methods can reduce energy usage by dispersing communication 
loads more equally. OFDMA's hierarchical aggregation decreases data 
redundancy while maximizing spectrum usage. These hybrid approaches 
can result in robust WSNs that balance throughput, latency, and energy 
efficiency, enabling long-term and efficient network operations across a 
wide range of applications (Table 5). 

 
Table 5. Comparative performance analysis of various multiple access techniques 

Method Latency 
(ms) 

Throughput 
(Mbps) 

Energy Efficiency 
(bits/J) 

FDMA 15 4 1.5 
TDMA 30 3 1.2 
CDMA 12 8 2.0 
SDMA 8 25 4.0 

OFDMA 10 40 5.5 
NOMA 8 55 6.0 
Hybrid 7 60 6.5 
 
In our comparative analysis, traditional orthogonal multiple‐access 

schemes such as FDMA and TDMA exhibit higher latencies and lower 
throughput, with FDMA showing a latency of about 15 ms and throughput 
of around 4 Mbps, while TDMA suffers from even higher delay 
(approximately 30 ms) and delivers roughly 3 Mbps; both methods yield 
modest energy efficiencies of about 1.5 and 1.2 bits per joule respectively. 
In contrast, CDMA by enabling simultaneous transmissions over the entire 
bandwidth through unique spreading codes reduces latency to around 12 ms 
and doubles throughput to nearly 8 Mbps, achieving an energy efficiency of 
approximately 2.0 bits/J. Advancements in spatial and frequency domain 
techniques are reflected in SDMA and OFDMA; SDMA leverages multiple 
antennas to serve users in different spatial regions, thereby reducing latency 
to 8 ms, increasing throughput to about 25 Mbps, and boosting energy 
efficiency to roughly 4.0 bits/J, while OFDMA’s dynamic subcarrier 
allocation pushes these figures further to 10 ms latency, 40 Mbps 
throughput, and 5.5 bits/J energy efficiency. The introduction of NOMA, 
which exploits power‐domain multiplexing and relies on successive 
interference cancellation, achieves even lower delays (around 8 ms) and 
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significantly higher throughput (about 55 Mbps), with energy efficiency 
climbing to roughly 6.0 bits/J. A hybrid approach that combines the 
strengths of OFDMA, SDMA, and NOMA further minimizes latency (down 
to about 7 ms), maximizes throughput (approximately 60 Mbps), and 
optimizes energy usage (around 6.5 bits/J), thereby offering a promising 
solution for next-generation wireless networks where ultra-low delay, high 
data rates, and superior energy performance are critical. 

5. Conclusion. Cluster-based routing algorithms are critical for 
increasing the efficiency and scalability of wireless sensor networks 
(WSNs). Different clustering algorithms, including distance-based 
clustering, energy-based clustering, hybrid clustering, random cluster head 
selection, weighted selection, rotating selection, simple aggregation, 
hierarchical aggregation, and adaptive aggregation, each have their own set 
of advantages and disadvantages. Distance-based clustering can create 
unbalanced clusters, whereas energy-based and hybrid clustering enhance 
energy efficiency but necessitate coordination. Data aggregation techniques 
must be adopted according to network and data needs. Future research 
should concentrate on creating adaptive, scalable, and energy-efficient 
cluster-based routing protocols. 
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С. ПАВАЛЕ, П. ПАТИЛ 
КОМПЛЕКСНЫЙ АНАЛИЗ МНОГОКАНАЛЬНЫХ MAC-

ПРОТОКОЛОВ И КЛАСТЕРНЫХ ПРОТОКОЛОВ 
ДЛЯ СОЗДАНИЯ НАДЕЖНЫХ И ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНЫХ 

БЕСПРОВОДНЫХ СЕНСОРНЫХ СЕТЕЙ 
 

Павале С., Патил П. Комплексный анализ многоканальных MAC-протоколов 
и кластерных протоколов для создания надежных и энергоэффективных 
беспроводных сенсорных сетей. 

Аннотация. Беспроводные сенсорные сети (WSN) стали незаменимыми в 
различных областях применения, от мониторинга окружающей среды до отслеживания 
состояния здоровья. По мере их развития вопросы безопасности и энергоэффективности 
остаются приоритетными. В данной аналитической работе проводится сравнение 
современных методов в рамках двух ключевых категорий протоколов: многоканальных 
протоколов управления доступом к среде (MAC) и кластерных протоколов. Оценка 
сосредоточена на различных стратегиях назначения каналов и методах кластеризации, 
включая статическое и динамическое распределение ресурсов связи, адаптивные 
методологии и гибридные подходы, а также стратегии выбора и ротации кластерных 
центров и эффективного агрегирования данных. С помощью комплексного исследования 
мы выделяем ограничения и потенциал каждого подхода, предлагая гибридную 
структуру, которая объединяет преимущества обоих типов протоколов для повышения 
безопасности и энергоэффективности в беспроводных сенсорных сетях. Результаты 
исследования показывают, что интеграция динамического распределения ресурсов с 
энергоэффективной кластеризацией и адаптивными стратегиями с ротацией кластерных 
голов может привести к более надежным и эффективным реализациям. Данный анализ 
служит основой для будущих исследований, направленных на разработку 
усовершенствованных гибридных протоколов, которые отвечают динамическим 
требованиям WSN, обеспечивая устойчивую и эффективную работу сети.  

Ключевые слова: беспроводные сенсорные сети (WSN), протоколы 
многоканального управления доступом к среде (MAC), кластерные протоколы, 
безопасность, энергоэффективность. 
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OPTIMIZING TRANSPORTATION COSTS: ENHANCING

LOGISTICS EFFICIENCY AND RESOURCE UTILIZATION IN A
DYNAMIC ENVIRONMENTS

Cao Ngoc Anh, Tran Bich Thao, Tran Ba Hung, Trinh Thu Huong, Nguyen Viet Hung. Optimizing
Transportation Costs: Enhancing Logistics Efficiency and Resource Utilization in a Dynamic
Environments.

Abstract. The increasing demand for goods transportation, driven by the expansion of
global supply chains and rising customer expectations, underscores the critical need to optimize
transportation costs to enhance logistics efficiency. In a rapidly evolving and competitive market,
businesses face mounting challenges in managing complex transportation networks, minimizing
operational costs, and meeting diverse customer requirements. To address these issues, this
paper introduces a solution designed to reduce transportation expenses by optimizing the flow
of goods and improving resource utilization. By leveraging advanced optimization techniques
and data-driven strategies, the proposed solution identifies inefficiencies, streamlines decision-
making, and enhances resource allocation. Initial results demonstrate that this approach not
only significantly reduces operational costs but also strengthens the ability of businesses to
respond quickly and effectively to fluctuating customer demands, ensuring both cost efficiency
and customer satisfaction. However, as the logistics industry continues to grow and transaction
volumes increase, transportation scenarios are expected to become more complex, and customer
requirements more diverse. This evolving landscape demands further refinement and scalability of
the proposed solution to address larger networks, more intricate logistics challenges, and a broader
range of customer demands. Future research will prioritize the development of larger-scale models
capable of incorporating more variables, improving computational efficiency, and delivering
faster, more accurate decision-making to meet the increasing complexity of the logistics sector.
Therefore, the proposed solution represents a significant advancement in optimizing transportation
costs and improving logistics efficiency. Initial results indicate that this solution can cut down
transportation costs by 19.02% to 29.65% and enhance computational efficiency in small- to
medium-scale routing tasks (10-20 customers). Despite its potential, more research is required to
justify scalability to larger datasets. Hence, our approach provides a solid foundation for logistics
optimization, with clear prospects for expansion and adaptation in real-world contexts.

Keywords: vehicle routing problem (VRP), linear programming (LP), ant colony optimization
(ACO), integer linear programming (ILP), DBSCAN, genetic algorithms (GA).

1. Introduction. The Vehicle Routing Problem (VRP) is one of the
most prominent combinatorial optimization problems, with wide-ranging
applications in logistics, supply chain management, and transportation [1–3].
The main objective of VRP is to determine the optimal routes for a fleet of
vehicles to serve a group of customers while adhering to constraints such as
vehicle capacity limits, ensuring each customer is visited once, and requiring
vehicles to start and return to a depot. As an NP-hard problem, the complexity
of VRP grows significantly with the problem size. This makes traditional
optimization methods inefficient in terms of computational time and resources
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when addressing large-scale VRP instances [4, 5]. This paper mainly focuses
on the optimization of transportation costs in large-scale VRP scenarios with
extremely non-uniform customer spatial distributions and spatial outliers. Such
unequal distributions are frequently too difficult for traditional VRP techniques
to handle, which results in inefficient routing, greater transportation costs, and
more computational burdens.

One of themajor challenges in VRP lies in handling customer data that is
unevenly distributed across large geographic areas. Traditional methods often
struggle to optimize routes in such scenarios, leading to high transportation
costs and extended computation times. The Density-Based Spatial Clustering of
Applications with Noise (DBSCAN) algorithm has demonstrated outstanding
performance in clustering data based on density, particularly in cases where
customer distributions are non-uniform. A key advantage of DBSCAN is its
ability to automatically determine the number of clusters without requiring
pre-defined parameters, as is necessary for other clustering algorithms like
K-Means [6–8]. Furthermore, DBSCAN can detect and process outliers –
customers located far from densely populated clusters – thereby mitigating
their potential negative impact on overall routing and cost optimization [9].

To address this issue, clustering techniques, such as the Density-Based
Spatial Clustering of Applications with Noise (DBSCAN) algorithm, have
been widely adopted. DBSCAN is particularly effective in identifying clusters
of customers based on density while also detecting outliers [10–12]. However,
while DBSCAN can isolate these outliers, their treatment remains a significant
challenge in logistics optimization. If not managed properly, outliers can lead to
disproportionately high transportation costs, as vehicles may need to travel long
distances for a single delivery. Future advancements in VRP optimization must
therefore incorporate robust strategies to address outliers, such as integrating
heuristic or metaheuristic methods (e.g., Ant Colony Optimization or Genetic
Algorithms) to design dedicated routes, or dynamically assigning outliers to
neighboring clusters based on cost-impact analysis.

In this study, we propose a novel approach that combines DBSCAN
and integer linear programming (ILP) models to address VRP effectively. The
core idea involves using DBSCAN to cluster customers based on density and
geographic proximity. This clustering process divides a large-scale VRP into
smaller, more manageable sub-problems, significantly reducing computational
complexity. After clustering, each customer group is treated as an independent
VRP instance, which is solved using an ILP model. This approach enables cost
optimization for each cluster while minimizing the overall computation time,
especially in large-scale logistics systems [13–15].
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The novelty of this method lies in its flexible integration of clustering
and optimization. DBSCAN not only clusters customers effectively but also
reduces the dependence on pre-defined parameters such as the number of
clusters, making the method more adaptable to complex real-world situations.
Moreover, by identifying and processing outliers separately, the approach
ensures that route optimization is not adversely affected by customers located
far from central areas. Once the clustering process is completed, the customer
groups are fed into an ILP model to solve the VRP for each cluster, ensuring
accurate and efficient solutions [16–18].

The methodology proposed in this study aims to enhance efficiency
and flexibility in addressing the Vehicle Routing Problem (VRP), particularly
in large-scale, real-world scenarios with non-uniform customer distributions.
Unlike conventional approaches that treat the VRP as a single, monolithic
problem, the proposed framework introduces a two-step process to reduce
computational complexity and improve scalability. First, the DBSCAN
clustering algorithm is employed to partition customers into distinct groups
based on geographic proximity and density, transforming the VRP into smaller,
independent sub-problems. Each sub-problem is then optimized using Integer
Linear Programming (ILP) to minimize costs within individual clusters. To
address the challenges posed by customer outliers, these are managed separately
to minimize their impact on the overall solution. As illustrated in Figure 1(a),
traditional approaches struggle with large-scale instances, uneven customer
distributions, and outliers, leading to high computational costs and limited
flexibility. In contrast, as shown in Figure 1(b), the proposed methodology
leverages clustering and sub-problem optimization to significantly reduce
computational demands, enhance cost efficiency, and demonstrate robust
scalability, making it particularly well-suited for real-world logistics systems.

This approach not only reduces computational time by breaking
down the problem into smaller parts but also opens up possibilities for
integration with modern algorithms such as Genetic Algorithms (GA) or Ant
Colony Optimization (ACO) to tackle larger or more complex VRP instances.
Additionally, the approach can be extended to address VRP variations such
as Multi-Depot VRP, VRP with Time Windows (VRPTW), or Green VRP,
where environmental considerations are incorporated [7, 19, 20]. With these
advantages, our approach promises to provide an effective and practical solution
for addressing VRPs in modern logistics systems.

The remainder of this paper is organized as follows: In Section 2, the
existing state-of-the-art methodologies are thoroughly reviewed and discussed.
In Section 3, the proposed algorithm is introduced and its details are carefully
elaborated upon. Following this, in Section 4, an evaluation of the algorithm is
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conducted using appropriate metrics and benchmarks. Finally, the conclusions
of the study are summarized and presented in Section 5, where the key findings
and implications of the research are highlighted.

Fig. 1. Cluster-Based Optimization for Large-Scale Vehicle Routing Problems

2. Related work. The Vehicle Routing Problem (VRP) has been
extensively studied due to its critical role in logistics, supply chain management, 
and transportation. Over the years, various approaches have been developed 
to address its complexity, especially for large-scale and real-world scenarios. 
This section reviews recent works (from 2022 onward) that focus on clustering 
techniques, optimization models, and hybrid methodologies to solve VRP and 
its variations.

One of the popular directions in VRP research involves the application 
of clustering techniques to divide large-scale problems into smaller, more 
manageable sub-problems. For instance, an enhanced DBSCAN (Density-
Based Spatial Clustering of Applications with Noise) algorithm for VRP
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with heterogeneous fleets has been proposed, clustering customers based on
geographic proximity and handling outliers separately, which significantly
improves the efficiency of the optimization process [21–24]. Similarly, hybrid
clustering algorithms have been demonstrated to solve VRP with time windows,
showing that clustering reduces computational complexity by breaking the
problem into smaller sub-problems, which can then be solved independently
[9, 25, 26].

DBSCAN has gained attention for its ability to automatically determine
the number of clusters based on data density, unlike traditional methods
like K-Means which require predefined parameters. This feature makes
DBSCAN particularly suitable for real-world logistics systems where customer
distributions are often non-uniform. Research highlights the effectiveness
of clustering techniques, including DBSCAN, in addressing Green VRP,
where the goal is to minimize both transportation costs and environmental
impact [7, 21, 27]. These studies underscore the potential of clustering to
optimize routes while considering sustainability metrics. Another key aspect of
VRP research is the integration of clustering with optimization models. Hybrid
approaches that combine clustering with genetic algorithms have been explored
to solve multi-depot VRP with time windows. These methods improve routing
efficiency by leveraging the strengths of both clustering and metaheuristic
optimization [26]. Similarly, the combination of clustering with reinforcement
learning has been used to tackle large-scale VRPs. This method involves
clustering customers first and then using reinforcement learning to optimize
routes within each cluster, achieving significant reductions in computational
time and costs [28].

Integer Linear Programming (ILP) models have also been widely
employed to solveVRP sub-problems after clustering. An ILP-based framework
has been presented that incorporates constraints like vehicle capacity, customer
service requirements, and depot return conditions. It has been emphasized
that clustering before applying ILP not only reduces problem size but also
enhances the overall solution quality [29]. This aligns with findings from
reviews of various clustering and optimization techniques, concluding that
combining DBSCAN with ILP provides a robust framework for solving VRPs
in large-scale logistics systems [5, 30].

Recent studies have also focused on handling VRP variations, such as
VRP with TimeWindows (VRPTW) and Multi-Depot VRP. A hybrid approach
integratingAntColonyOptimization (ACO)with clustering techniques has been
proposed to solve capacitatedVRPs. It has been shown that clustering customers
before applying ACO significantly improves its performance, especially
in problems with capacity and time constraints [31]. Similarly, research
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addressing VRP with multiple depots partitions customers into clusters based
on depot proximity, followed by route optimization using genetic algorithms,
indicating substantial improvements in both computational efficiency and route
quality [26].

The ability to handle outliers effectively is another important
consideration in VRP research. Outliers, or customers located far from
densely populated areas, can significantly impact routing efficiency. Research
emphasizes the need to treat outliers separately to minimize their negative
effects on overall routing and transportation costs [6]. By isolating and
optimizing routes for outliers independently, these approaches ensure that the
main clusters remain unaffected, leading to better overall solutions.

In addition to these methodological advancements, Green VRP (G-VRP)
has emerged as a critical area of research in recent years [32–35]. Studies have
explored the integration of clustering and optimization techniques to minimize
fuel consumption and greenhouse gas emissions in logistics systems. The
findings demonstrate that clustering techniques like DBSCAN can significantly
contribute to reducing environmental impact while maintaining high efficiency
in route planning [36].

In summary, recent studies highlight the growing importance of
combining clustering and optimization techniques to solve VRP and its
variations. Clustering algorithms, particularly DBSCAN, have proven effective
in handling non-uniform customer distributions and reducing computational
complexity. Prior studies have demonstrated that, as long as clusters are
balanced and geographically coherent, clustering-based routing strategies,
especially those that use DBSCAN or other density-based techniques, remain
computationally efficient for problem sizes up to several hundred customers
[37, 38]. When integrated with optimization models like ILP or metaheuristic
algorithms, these methods offer robust solutions for large-scale and real-world
VRP instances. The ability to handle VRP variations, such as VRPTW,
Multi-Depot VRP, and Green VRP, further underscores the versatility of these
approaches. These findings lay the foundation for the proposed method, which
leverages DBSCAN and ILP to address the challenges of large-scale VRPs
more efficiently.

Although digital twin-based solutions offer full-scale simulations of
logistics operations, their adaptability for real-time decision-making is limited
by their frequent need for substantial system modeling and high processing
power. The approach proposed in this paper, on the other hand, emphasizes
computational efficiency by utilizing independent route optimization and
clustering without recreating the dynamics of the entire system. Due to this
distinction, which allows for faster response to dynamic logistical environments,
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the method is especially well-suited for large-scale real-world applications
where quick re-optimization is required.

3. Proposed Model. The proposed model is designed to address the
challenges associated with optimizing transportation costs in large-scale
logistics systems, particularly those involving uneven customer distributions
and significant computational complexity. By leveraging a two-step framework,
the model integrates Density-Based Spatial Clustering of Applications with
Noise (DBSCAN) for customer clustering and Integer Linear Programming
(ILP) for route optimization within each cluster. This approach effectively
divides the Vehicle Routing Problem (VRP) into manageable sub-problems,
significantly reducing computational demands while maintaining the accuracy
and cost-efficiency of the solution.

The novelty of the proposed model lies in its ability to flexibly adapt to
real-world scenarios. DBSCAN not only identifies clusters of customers based
on geographic proximity and density but also detects outliers – customers
located far from densely populated regions. These outliers, if untreated,
can disrupt overall optimization and inflate costs. The model addresses this
by allowing for the integration of additional strategies, such as heuristic or
metaheuristic methods, to manage outliers effectively.

Once customers are grouped into clusters by DBSCAN, the ILP model
is applied to each cluster to determine the optimal routes while respecting
vehicle capacity constraints and minimizing travel costs. This modular
approach ensures that the scalability of the solution is enhanced, making it
well-suited for large-scale and dynamic logistics environments. Furthermore,
the framework provides a strong foundation for extending the methodology
to handle variations of VRP, such as Multi-Depot VRP, VRP with Time
Windows (VRPTW), and Green VRP, thereby addressing both operational and
environmental considerations.

In the following sections, we delve into the detailed components
of the proposed model, including the problem description, mathematical
formulation, and algorithmic implementation. These sections outline the
technical underpinnings and demonstrate how the model achieves an efficient
balance between computational feasibility and solution quality.

3.1. Problem Description. The Vehicle Routing Problem (VRP) is
a classic optimization problem in logistics and transportation. It involves
designing optimal routes for a fleet of vehicles to deliver goods to a set of
customers. Each customer has a specific demand, and each vehicle has a
limited capacity. The goal is to minimize the total travel cost while ensuring
that all operational constraints are satisfied.
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In this problem, the depot serves as the starting and ending point for all
vehicle routes. It is represented as node 0 in the network. Each route begins
at the depot, serves a subset of customers, and then returns to the depot. The
customers are represented as nodes in the network, and there are n customers
in total. Each customer is associated with a specific demand q[i] that must be
met. Importantly, each customer must be visited exactly once by one vehicle,
and no customer can be skipped.

The vehicles used in this problem have a maximum capacity of Q,
which limits the total demand that can be served on a single route. This
capacity constraint ensures that the total demand of the customers served on a
single route does not exceed the vehicle’s capacity. All vehicles are assumed
to be homogeneous, meaning they have the same capacity and operational
characteristics.

The objective of the VRP is to minimize the total travel cost, which is
calculated as the sum of the distances traveled by all vehicles. This travel cost
is influenced by the sequence in which customers are visited, as well as the
assignment of customers to specific vehicles.

One of the main challenges of solving the VRP is its computational
complexity. As the number of customers increases, the number of possible
routes grows exponentially, making the problem increasingly difficult to
solve. To address this challenge, the problem is simplified using DBSCAN
clustering, a density-based clustering algorithm. DBSCAN groups customers
into clusters based on their geographic proximity. Each cluster is then
treated as a smaller, independent VRP instance. This approach significantly
reduces the computational complexity while ensuring that the overall solution
remains feasible and cost-effective. In addition to the issues discussed, another
significant challenge in optimizing logistics systems is the efficient management
of outliers – customers located far from densely populated clusters. While the
DBSCAN algorithm effectively identifies such outliers during the clustering
process, the manner in which they are handled greatly influences the overall
solution quality and cost. Outliers can result in inefficient routes, as they
may require vehicles to travel long distances for a single delivery. To address
this challenge, future enhancements could incorporate specialized heuristic or
metaheuristic methods, such as Ant Colony Optimization (ACO) or Genetic
Algorithms (GA), to design dedicated routes for outliers. Furthermore,
integrating outlier-handling strategies into the main optimization framework –
such as assigning outliers to neighboring clusters based on cost-impact analysis
or serving them with dedicated vehicles – can help reduce their negative impact
on total travel costs and computational efficiency. By explicitly addressing the
issue of outliers, the proposed method can further improve its scalability and
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robustness, ensuring its effectiveness even in scenarios with uneven customer
distributions.

By using clustering, the problem is broken down into manageable
subproblems, making it possible to solve larger instances of the VRP more
efficiently while still minimizing the total travel cost.

On the other hand, Figure 2 illustrates the architecture of a generalized
flowchart designed to optimize the fleet planning system, which consists of
three core components. First, the Customer Data Collection component gathers
essential input data, including customer addresses and demand requirements.
This data is then processed by the Fleet Planning System, which optimizes
vehicle allocation and route planning to efficiently meet customer demands
while minimizing operational costs. Finally, the system generates a Report
that provides detailed information, including the total number of vehicles
required, optimized routes for each vehicle, a breakdown of customers assigned
to each route, and route-specific details such as total distance traveled. This
architecture streamlines operations, enhances decision-making processes, and
ensures the effective allocation of resources to meet customer needs.

Fig. 2. Framework for the Proposed System Architecture
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The Compute Distance Matrix is designed to calculate the distance
matrix C for a given set of coordinates, which include the depot and customer
locations. The input is a list of coordinates, represented as pairs (x, y),
denoted as

coords = {(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn)}. (1)

The output is a matrix C = [cij ], where each element cij represents the
Euclidean distance between two points i and j. The algorithm iterates over all
points i and, for each point i, iterates overall points j to compute the Euclidean
distance using the formula:

cij =
√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2. (2)

The calculated distances are stored in the matrix C, which is then
returned as the result. This algorithm is commonly applied in optimization
problems, such as the Traveling Salesman Problem (TSP) or Vehicle Routing
Problem (VRP), where distance calculations between locations are essential.

The algorithm 1 Cluster Customers Using DBSCAN is used to group
customer locations into clusters based on their spatial proximity, using the
DBSCANclusteringmethod. The input consists of a set of customer coordinates
coords = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} (excluding the depot), along with two key
parameters: ϵ, which defines the radius for neighborhood calculation, and
min_samples, which specifies the minimum number of points required to form
a cluster. The algorithm applies the DBSCAN method to the input coordinates,
assigning each customer a cluster ID ci. If a customer does not belong to any
cluster, it is marked as noise with a cluster ID of −1. Customers with valid
cluster IDs (i.e., ci ̸= −1) are added to their respective clusters.

Algorithm 1. Cluster Customers Using DBSCAN
– coords = [(x1, y1), . . . , (xn, yn)]: Customer coordinates (excluding the depot).
– ϵ: Radius parameter for DBSCAN.
– min_samples: Minimum number of points for a cluster.
Cluster assignments clusters for each customer.
Apply DBSCAN to the customer coordinates.
customer i ∈ {1, 2, . . . , n} Assign a cluster ID ci to customer i (or −1 if it is noise).
Add customer i to the corresponding cluster if ci ̸= −1.
return clusters.
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Finally, the algorithm returns the list of clusters, where each cluster
groups customers that are spatially close to each other. This approach is
particularly useful in applications like logistics and delivery optimization, as it
can identify clusters with arbitrary shapes and detect outliers effectively.

In addition, the algorithm 2 solves this optimization problem. If a
feasible solution is found, the optimal objective value Ck is computed and
returned as the result. Otherwise, the algorithm outputs “No solution found
for Cluster k” and returns∞. This approach is commonly used in Vehicle
Routing Problems (VRP) to minimize travel costs while satisfying delivery
constraints for a specific cluster of customers.

Algorithm 2. Solve VRP for a Single Cluster
– Cluster k: Set of customer nodes clusterk.
– Q: Maximum vehicle capacity.
– q = [q0, q1, . . . , qn]: Customer demands.
– Distance matrixC = [cij ].
Cost Ck of the optimal route for cluster k.
Define the set of nodes for the cluster:

nodesk ← {0} ∪ clusterk ∪ {n+ 1},

where 0 is the depot and n+ 1 is the virtual depot.
Decision Variables:
– xij : Binary variable indicating travel from i to j.
– ui: Load at node i.
Objective Function: Minimize total travel cost:

min
∑

i∈nodesk

∑
j∈nodesk, i̸=j

cij · xij .

Constraints:
– Each customer is visited and departed exactly once.
– Ensure load balancing and respect vehicle capacity limits.
– Start at the depot and end at the virtual depot.
Solve the optimization problem using a solver (e.g., Gurobi).

if a feasible solution is found then Compute Ck ← Optimal objective value.
return Ck.
else Print: "No solution found for Cluster k."
return∞.

On the other hand, the algorithm 3 Clustering and Solving VRP
is designed to solve the Vehicle Routing Problem (VRP) by combining
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clustering and route optimization. The input includes the number of
customers n, the vehicle’s maximum capacity Q, customer demands q =
[q0, q1, . . . , qn], and the coordinates of the depot and customers coords =
{(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn)}. Additionally, the parameters ϵ (the radius
for DBSCAN) and min_samples (the minimum number of points required for
clustering) are provided.

Algorithm 3. Clustering and Solving VRP
– n: Number of customers.
– Q: Maximum vehicle capacity.
– q = [q0, q1, . . . , qn]: Customer demands.
– coords = [(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn)]: Coordinates of depot and customers.
– ϵ: Radius parameter for DBSCAN.
– min_samples: Minimum number of points for DBSCAN.
Total cost Ctotal and optimal routes.
Step 1: Compute Distance Matrix.
Call Formula 2 to compute C.
Step 2: Cluster Customers Using DBSCAN.
Call Algorithm 1 to compute clusters.
Step 3: Solve VRP for Each Cluster.
Initialize total cost: Ctotal ← 0.
cluster k in clusters Call Algorithm 2 for cluster k.

if a feasible solution is found then Update total cost: Ctotal ← Ctotal + Ck.
return Ctotal.

The algorithm computes the total cost Ctotal and the optimal routes
using the following steps:

Step 1: Compute Distance Matrix. Call Algorithm 1 to calculate the
distance matrix C, which represents pairwise distances between customers
and the depot.

Step 2: Cluster Customers Using DBSCAN. Call Algorithm 2 to
group customers into clusters based on their spatial proximity.

Step 3: Solve VRP for Each Cluster. For each cluster k, call
Algorithm 3 to determine the optimal route and cost Ck. Initialize the total
cost as Ctotal = 0. For every cluster, if a feasible solution is found, update the
total cost as Ctotal ← Ctotal + Ck.. If no feasible solution is found for a cluster,
the algorithm terminates for that cluster.

Finally, the algorithm 3 returns the total cost Ctotal, which represents
the minimum travel cost for all clusters. This approach effectively combines
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clustering (using DBSCAN) and routing (using VRP optimization) to solve
complex logistics problems efficiently.

3.2. Mathematical Formulation. The Vehicle Routing Problem
(VRP) is mathematically formulated as a Mixed Integer Linear
Programming (MILP) problem, which involves defining sets, parameters,
decision variables, an objective function, and constraints. The following
provides a detailed explanation of the mathematical model.

Sets. The problem involves the following sets:
– N – the set of customer nodes, indexed as 1, 2, . . . , n.
– V – the set of all nodes, including the depot (0) and the artificial end

node (n+ 1), i.e., V = {0, 1, 2, . . . , n, n+ 1}.
– C – the set of clusters identified by the DBSCAN clustering algorithm,

where each cluster contains a subset of customers.
Parameters. The parameters used in the model are:
– c[i][j] – the distance or cost of traveling from node i to node j.
– q[i] – the demand of customer i. For the depot, q[0] = 0.
– Q – the maximum capacity of each vehicle. This parameter ensures

the vehicle cannot exceed its load limit.
Decision Variables. Two decision variables are defined in this

model:
– x[i][j] – a binary variable that indicates whether a vehicle travels

directly from node i to node j. It is defined as:

x[i][j] =

{
1 if a vehicle travels from node i to node j,
0 otherwise.

(3)

– u[i] – a continuous variable representing the load of a vehicle after
visiting node i. This variable ensures that the vehicle’s capacity is respected
throughout the route.

Objective Function. The objective of the VRP is to minimize the total
travel cost. This cost is calculated as the sum of the distances between all
pairs of nodes i and j, weighted by the decision variable x[i][j]. The objective
function is expressed as:

Minimize Z =
∑
i∈V

∑
j∈V
i̸=j

c[i][j] · x[i][j]. (4)
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Constraints. The model includes several constraints to ensure the
feasibility of the solution.

Customer Visit Constraints. Each customer must be visited exactly
once by one vehicle. This is enforced using the following constraints:∑

i∈V
i̸=j

x[i][j] = 1, ∀i ∈ N. (5)

∑
j∈V
i̸=j

x[i][j] = 1, ∀j ∈ N. (6)

The first constraint ensures that exactly one vehicle arrives at each
customer, while the second ensures that exactly one vehicle leaves each
customer.

Depot Flow Constraints. Vehicles must start and end their routes at
the depot. These constraints are given by:∑

j∈N

x[0][j] = 1. (7)

∑
i∈N

x[i][n+ 1] = 1. (8)

The first constraint ensures that exactly one vehicle departs from the
depot, while the second ensures that exactly one vehicle returns to the depot.

Subtour Elimination Constraints. To prevent invalid routes (subtours
that do not include the depot), the following constraints are introduced:

u[j] ⩾ u[i] + q[j]−Q · (1− x[i][j]), ∀i, j ∈ N, i ̸= j. (9)

If x[i][j] = 1, meaning a vehicle travels from node i to node j, the load
at node j must be at least the load at i plus the demand at j. Otherwise, if
x[i][j] = 0, the constraint is relaxed.

Vehicle Capacity Constraints. The load at each node must respect the
vehicle’s capacity. The following constraints ensure that the load at any node
does not exceed the vehicle’s capacity:

q[i] ⩽ u[i] ⩽ Q, ∀i ∈ N. (10)
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Binary Decision Constraints. The decision variables x[i][j] are binary,
meaning they can only take values of 0 or 1:

x[i][j] ∈ {0, 1}, ∀i, j ∈ V. (11)

Explanation of the Model. This model captures the essential
components of the VRP and ensures that all operational constraints are
satisfied. The objective function minimizes the total cost, while the
constraints ensure that vehicles respect their capacity, visit all customers
exactly once, and prevent the creation of invalid routes. The subtour
elimination constraints are particularly important to ensure that all routes are
connected and include the depot.

By solving this mathematical model for a given cluster of customers,
an optimal or near-optimal route can be obtained for that cluster. The total
solution is then constructed by solving the VRP for all clusters and combining
their results. This approach balances computational efficiency and solution
quality.

4. Performance Evaluation
4.1. Experimental Settings. The approach in this study involves a

fleet of vehicles starting and ending at a single depot while serving a set of
customers with specific demands. Each customer is associated with a demand
value (q), and the vehicles have a maximum load capacity (Q). The distances
between customers were calculated as a cost matrix (c) using the Euclidean
distance derived from their coordinates. This setup ensures that all necessary
data for modeling the VRP is precomputed and ready for optimization.

To improve computational efficiency, customers were grouped into
clusters using the DBSCAN algorithm from the sklearn library. DBSCAN
was applied to the coordinates of the customers, excluding the depot, with a
radius (epsilon) of 5 and a minimum sample size (min_samples) of 2, and
customers change, Figure 3 is an illustration of 20 customers. This clustering
approach organizes customers into manageable groups based on their spatial
proximity, reducing the complexity of solving the VRP for large datasets.
Outliers identified by DBSCAN were excluded from further optimization. For
each identified cluster, a separate VRP was formulated and solved using the
Gurobi optimization solver. Binary decision variables (x[i, j]) were used
to represent whether a vehicle travels directly between two nodes, while
continuous variables (u[i])tracked the load at each node. Constraints ensured
that each customer was served exactly once, vehicle load limits were respected,
and all routes started and ended at the depot. This modular approach allows
solving smaller subproblems, which are computationally more efficient.
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Fig. 3. An example of customer data (20 customers)

The objective function aimed to minimize the total travel cost across all 
routes within each cluster, defined as the sum of distances between nodes. The 
optimization results for all clusters were combined to calculate the overall cost. 
If no feasible solution was found for a particular cluster, this was reported. 
This clustering-based solution strategy provides an effective way to address 
large-scale VRP instances by dividing the problem into smaller, more tractable 
subproblems.

The testing process was conducted using the Python programming 
language. The program was executed on Gurobi Optimizer version 12.0.0 (build 
v12.0.0rc1) running on a Windows 10 operating system (version 19045.2). 
The hardware environment consisted of an Intel® Core™ i7-6500U CPU 
operating at 2.50 GHz, equipped with instruction sets [SSE2, AVX, AVX2]. 
The system featured 2 physical cores and 4 logical processors, with a maximum 
utilization of 4 threads. For further details on the Gurobi software, refer to 
Gurobi Optimization1.

4.2. Experimental Results. In this section, we present a detailed 
analysis and comparison of the empirical results obtained from our approach 
against those achieved by other established methods. To ensure a comprehensive 
evaluation, we consider multiple performance metrics, including solution

1https://www.gurobi.com/
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quality, computational efficiency, and scalability. Our approach is benchmarked
against three well-known approaches commonly used in the field:

– Integer Linear Programming (ILP), outlined in [39], which targets
freight issues faced by Vietnamese logistics companies. By modeling the
Vehicle Routing Problem (VRP) for small-scale logistics companies, this
approach accounts for challenges such as traffic congestion, poor infrastructure,
and limited technology use. The ILP model produced optimal solutions
with small additional costs, highlighting its practicality and effectiveness for
addressing real-world problems in the Vietnamese logistics sector.

– Genetic Algorithms (GAs), as described in [1], which solve the
Vehicle Routing Problem (VRP) by encoding the problem into chromosomes,
applying crossover and mutation operators to generate new solutions, and
using fitness functions to select the best candidates. This method iteratively
evolves solutions to achieve optimal or near-optimal routes, reducing costs and
optimizing resources, with proven applicability in real-world transportation
and logistics.

– Hybrid Genetic Algorithm-Solomon Insertion Heuristic (HGA-SIH),
introduced in [40], which addresses the Vehicle Routing Problem with Time
Windows (VRPTW). This approach combines a Hybrid Genetic Algorithm
(HGA) with the effective Solomon Insertion Heuristic (SIH) to optimize
vehicle routes. Tested on Solomon’s benchmark instances, HGA-SIH delivered
Best-Known Solutions (BKS) for 11 cases and improved one BKS, consistently
achieving results comparable to or better than state-of-the-art algorithms. It
effectively minimizes travel distance and manages vehicle usage, demonstrating
adaptability and efficiency for diverse VRPTW scenarios.

By analyzing these results, we aim to highlight the strengths and
potential limitations of our approach. This comparison not only demonstrates
the effectiveness of the approach in solving the problem but also provides
insights into how it performs relative to existing methods in terms of achieving
optimal or near-optimal solutions within acceptable computational times. The
evaluation emphasizes the practical applicability of our approach in addressing
complex real-world scenarios, particularly in transportation and logistics
optimization.

In Figure 4(a), where the vehicle load capacity is set to Q = 5, our
approach demonstrates a clear advantage over the other methods (VRPA,
VRPTW, and GA) in minimizing costs across all customer scenarios (10, 15,
and 20). As the number of customers increases, the cost difference between
our approach and the others becomes more significant. This highlights the
robustness of our approach to handling larger customer demands, even with
limited vehicle capacity.
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For Figure 4(b), with a vehicle load capacity of Q = 10, a similar trend
is observed. Our approach consistently achieves the lowest costs, maintaining
its efficiency regardless of the number of customers. In contrast, the GA
(Genetic Algorithm) method produces the highest costs, particularly when the
customer count reaches 20, indicating its limitations in managing larger and
more complex routing problems. The VRPA and VRPTW methods perform
moderately but remain less effective compared to our approach.

a) Cost Comparison of Methods for Vehicle Routing Problem with Q = 5

b) Cost Comparison of Methods for Vehicle Routing Problem with Q = 10
Fig. 4. Cost Comparison of Methods for Vehicle Routing Problem Under Different 

Vehicle Load Capacities (with Q = 5 and Q = 10)

In Figure 5, the results depicted in both charts indicate that our approach 
consistently outperforms the other methods (VRPA, VRPTW, and GA) in
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terms of cost minimization across different scenarios of customer numbers (10,
15, and 20) and vehicle load capacities (Q = 15 and Q = 20). Specifically, our
approach achieves significantly lower costs compared to the other approaches,
particularly as the number of customers increases, demonstrating its scalability
and efficiency.

a) Cost Comparison of Methods for Vehicle Routing Problem with Q = 15

b) Cost Comparison of Methods for Vehicle Routing Problem with Q = 20
Fig. 5. Cost Comparison of Methods for Vehicle Routing Problem Under Different 

Vehicle Load Capacities (with Q = 15 and Q = 20)

The GA (Genetic Algorithm) method, on the other hand, incurs the 
highest costs among the compared methods, especially when dealing with a 
larger number of customers. This trend is evident in both cases where Q = 15 
and Q = 20, suggesting that GA may not be as effective in handling complex 
and large-scale vehicle routing problems. The VRPA and VRPTW methods

874

____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2025. Том 24 № 3. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

РОБОТОТЕХНИКА, АВТОМАТИЗАЦИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ



show relatively stable performance, with costs increasing moderately as the
number of customers grows. However, their costs are consistently higher than
our approach, indicating a less optimized solution.

Overall, the analysis of both figures highlights that our approach, with
its ability to significantly reduce costs, stands out as the most efficient solution.
Its adaptability to varying vehicle load capacities and customer demands further
emphasizes its robustness.

AlthoughGenetic Algorithms (GAs) can produce high-quality solutions,
they are fundamentally heuristic and depend on stochastic processes, for
example, selection, crossover, and mutation. Computational time and
hyperparameter adjustment frequently influence on their performance. In
order to replicate real-world circumstances in logistics planning, when quick
decisions are essential, GA was implemented in our studies with the same
time constraints as other methods. In these circumstances, GA was found
to converge more frequently to poor solutions, particularly when outliers are
present or the datasets have uneven spatial distributions.

In contrast, our approach decomposes the VRP into more manageable
and homogeneous subproblems using clustering techniques to reduce
computational complexity. This structure guarantees that outliers do not
disproportionately impact on the global solution and enables the ILP solver to
function more efficiently inside each cluster. Consequently, given practical
time and data constraints, our approach performs better in terms of cost
reduction and computing efficiency.

We admit that GA may be able to match or surpass the quality of our
approach with much more runtime and appropriate tuning. However, our
hybrid clustering-optimization approach is more dependable in practice due to
the requirement for consistent, scalable, and explicable performance in actual
logistical scenarios. By excelling under strict vehicle load constraints (Q = 5
and Q = 10), our approach demonstrates superior performance compared to
other approaches. Its remarkable ability to handle complex scenarios while
maintaining low costs solidifies its suitability for practical applications that
demand both optimization and flexibility.

Our approach was tested using synthetic datasets of up to 20 customers.
This choice indicates computational constraints at this stage of development,
however, it allows us to compare the relative performance of ILP, GA, and
our proposed DBSCAN-ILP framework. We acknowledge that further testing
on greater, more complex routing situations is necessary to adequately
assess scalability, even if findings consistently demonstrate cost and time
improvements in smaller datasets.
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5. Conclusions. In the context of the increasing demand for goods
transportation, both in terms of scale and complexity, optimizing transportation
costs plays a crucial role in enhancing the efficiency of logistics operations
and better meeting customer requirements. In this paper, we have proposed a
solution aimed at improving transportation costs by focusing on optimizing
the flow of goods and enhancing resource utilization. The initial results
demonstrate that applying this solution not only reduces operational costs but
also improves the ability to respond quickly and effectively to the diverse needs
of customers.

However, with the continuous growth of the market and the increasing
volume of goods transactions, customer requirements are expected to become
more demanding. This necessitates that the current solutions be further
refined and expanded to better address future challenges and also highlights
the necessity of incorporating metaheuristic methods and adaptive clustering
strategies to preserve computational efficiency at larger scales. The proposed
DBSCAN-ILP framework remains most effective when cluster sizes are
relatively balanced and the number of outliers is low, making it well-suited for
moderately sized logistics problems. Even though the suggested clustering-
optimization approach performs well in small-scale synthetic experiments,
more testing on bigger datasets is necessary. As problem size increases, cluster
imbalance and growing ILP subproblem sizes may reduce the computational
efficiency of the solution. We predict that adaptive cluster scaling and
integration with metaheuristic algorithms may become crucial for computing
efficiency when the number of customers exceeds several hundred. Future
study should focus on these improvements as well as the anticipated validation
using real-world benchmarks such as Solomon VRP datasets.

Future studies will concentrate on a number of aspects. Firstly, in order
to evaluate performance in real-world scenarios, benchmark datasets such as
Solomon Benchmark problems will be implemented for real-world validation.
Secondly, in order to handle outliers better and enhance scalability, integration
with sophisticated metaheuristic techniques like Ant Colony Optimization
(ACO) andGenetic Algorithms (GA)will be investigated. Lastly, more research
will look into real-time re-optimization and dynamic clustering to adjust to
constantly shifting customer needs in extremely dynamic logistical settings.
To further validate the scalability of our method, future work will also include
comparative runtime evaluations with hybrid and metaheuristic frameworks
using larger, more varied datasets.

In general, the solution proposed in this paper represents an important
step toward optimizing transportation costs in the context of a rapidly evolving
market. We believe that with further enhancements and expansions in the
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future, this solution has the potential to become a valuable tool for businesses
to tackle the challenges of modern logistics.
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К. НГОК АНЬ , Т. БИЧ ТАО , Т. БА ХУНГ , Т. ТУ ХУОНГ , Н.В. ХУНГ
ОПТИМИЗАЦИЯ ТРАНСПОРТНЫХ РАСХОДОВ: ПОВЫШЕНИЕ

ЭФФЕКТИВНОСТИ ЛОГИСТИКИ И ИСПОЛЬЗОВАНИЯ
РЕСУРСОВ В ДИНАМИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

Нгок Ань К., Бич Тао Т., Ба Хунг Т., Ту Хуонг Т., Хунг Н.В. Оптимизация транспортных
расходов: повышение эффективности логистики и использования ресурсов
в динамической среде.

Аннотация. Растущий спрос на транспортировку товаров, обусловленный расширением
глобальных цепочек поставок и растущими ожиданиями клиентов, подчеркивает острую
необходимость оптимизации транспортных расходов для повышения эффективности
логистики. В условиях быстро развивающегося и конкурентного рынка предприятия
сталкиваются с растущими проблемами в управлении сложными транспортными сетями,
минимизации эксплуатационных расходов и удовлетворении разнообразных требований
клиентов. Для решения этих проблем в данной статье представлено решение, разработанное
для снижения транспортных расходов за счет оптимизации потока товаров и повышения
эффективности использования ресурсов. Используя передовые методы оптимизации и
стратегии на основе данных, предлагаемое решение позволяет выявить неэффективности,
упростить процесс принятия решений и улучшить распределение ресурсов. Первые
результаты показывают, что этот подход не только значительно снижает эксплуатационные
расходы, но и повышает способность предприятий быстро и эффективно реагировать на
меняющиеся требования клиентов, обеспечивая как экономическую эффективность, так
и удовлетворенность клиентов. Однако по мере дальнейшего развития логистической
отрасли и увеличения объемов транзакций ожидается, что сценарии транспортировки
станут более сложными, а требования клиентов – более разнообразными. Эти изменения
требуют дальнейшего совершенствования и масштабируемости предложенного решения
для работы с расширенными сетями, более сложными логистическими задачами и широким
спектром потребительских требований. В будущих исследованиях приоритетное внимание
будет уделено разработке крупномасштабных моделей, способных включать больше
переменных, повышать вычислительную эффективность и обеспечивать более быстрое
и точное принятие решений в условиях растущей сложности логистического сектора.
Таким образом, предлагаемое решение представляет собой значительный шаг вперед в
оптимизации транспортных расходов и повышении эффективности логистики. Первые
результаты показывают, что данное решение позволяет сократить транспортные расходы
на 19,02–29,65% и повысить вычислительную эффективность в задачах маршрутизации
малого и среднего масштаба (10-20 клиентов). Несмотря на его потенциал, необходимы
дополнительные исследования для обоснования масштабируемости для более крупных
наборов данных. Таким образом, наш подход обеспечивает прочную основу для
оптимизации логистики с четкими перспективами расширения и адаптации в реальных
условиях.

Ключевые слова: задача маршрутизации транспортных средств (VRP), линейное
программирование (LP), оптимизация методом муравьиных колоний (ACO), целочисленное
линейное программирование (ILP), DBSCAN, генетические алгоритмы (GA).
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А.Б. МИГРАНОВ 
МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ЭВРИСТИЧЕСКИЕ АЛГОРИТМЫ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ГРУПП МОБИЛЬНЫХ 
РОБОТОВ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

 
Мигранов А.Б. Модифицированные эвристические алгоритмы распределения 
заданий для групп мобильных роботов в условиях неопределенности. 

Аннотация. Рассматривается проблема распределения заданий между группами 
мобильных роботов в условиях параметрической и стохастической неопределенности, 
возникающей из-за сенсорных погрешностей, нестационарности среды и 
ограниченности информации об объектах управления. Основная цель работы – 
адаптировать разработанные ранее эвристические алгоритмы к реальным условиям, где 
присутствуют сенсорные ошибки и недостаток информации о состоянии среды. В 
качестве базовых подходов рассматриваются три алгоритма: муравьиный алгоритм, 
нейронная сеть Хопфилда и генетический алгоритм. Разработаны специальные 
модификации для каждого алгоритма, учитывающие неопределенность исходных 
данных: динамическое обновление феромонных следов, адаптивная коррекция весовых 
коэффициентов нейронов и интервальная оценка параметров среды. Приведены общая 
постановка задачи, математические модели и принципы построения предложенных 
алгоритмов распределения заданий. Было проведено численное моделирование для 
сравнения модифицированных версий алгоритмов с их базовыми аналогами в условиях 
различных уровней неопределенности функционирования системы. Установлено, что 
предложенные адаптивные механизмы улучшают эффективность распределения заданий 
до 20 % по сравнению с базовыми методами. На основании полученных результатов 
сформулированы рекомендации по выбору оптимального алгоритма в зависимости от 
конкретных условий функционирования системы и задач управления. Сделан вывод о 
целесообразности использования разработанных подходов при проектировании 
интеллектуальных адаптивных систем группового управления мобильными роботами. 
Предложенные решения могут применяться и для более широкого круга задач, включая 
динамическое переназначение ресурсов и организацию кооперативного поведения 
технических агентов.  

Ключевые слова: распределение заданий, эвристические алгоритмы, группы 
мобильных роботов, муравьиный алгоритм, нейронная сеть Хопфилда, генетический 
алгоритм. 
 

1. Введение. Группы мобильных роботов применяются в 
промышленности, логистике, сельском хозяйстве и при ликвидации 
последствий ЧС, поскольку они необходимы для выполнения работ в 
опасных или труднодоступных для человека условиях [1 – 4]. Одной 
из важных задач в подобных системах является эффективное 
распределение заданий между роботами, которое минимизирует 
затраты ресурсов и время выполнения миссии [5 – 8]. В этих условиях 
особенно важно создавать алгоритмы, способные адаптироваться к 
динамике среды и неопределенности исходных данных [9 – 13]. 
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Задача распределения заданий между мобильными роботами 
является NP-сложной, поэтому методы полного перебора 
не применимы даже при сравнительно небольшом количестве агентов 
и задач. В связи с этим в литературе предложен ряд эвристических 
методов распределения заданий, позволяющих получать приемлемые 
решения за разумное время. К числу таких методов относятся 
муравьиные алгоритмы [14, 15], нейронные сети, в частности сеть 
Хопфилда [16], и генетические алгоритмы [17]. Их применение 
позволяет эффективно решать задачи распределения, маршрутизации и 
планирования [18 – 23]. 

1.1. Современное состояние исследований в области 
эвристических методов распределения заданий 

1.1.1. Тенденции 2019-2025 гг. В последние пять лет внимание 
исследователей направлено на гибридные алгоритмы, объединяющие 
классические методы и машинное обучение. В [1] представлен метод 
двойной адаптации феромона, ускоряющий сходимость. В настоящей 
работе, в отличие от [1], где оптимизировались только длина маршрута 
и время, основным критерием является интегральный энергетический 
показатель J, включающий индивидуальные удельные энергозатраты 
роботов. Схема также учитывает динамическое появление новых 
заданий и блокировку узлов, что также не рассматривалось в [1]. 

В [2] модель «rendezvous consensus (консенсус сбора)» 
дополнена вероятностными весовыми коэффициентами для 
повышения устойчивости к пропаданию связи между агентами. 
Параллельно развивается оптимизация с суррогатными моделями: 
в [24] объединили генетический алгоритм с эвклидовой геометрией и 
гибридным оператором кроссовера, что позволило значительно 
сократить время оценки фитнес-функции при неизменном качестве 
решения; в [25] применили метамодели на базе случайного леса для 
предварительного ранжирования хромосом, тем самым уменьшая 
число ресурсоемких прямых вычислений. Сетевые методы также 
совершенствуются: в обзоре [26] показано, что сочетание 
рекуррентных нейронных сетей и роевых методов повышает 
предсказуемость сходимости в задачах VRP с динамическими 
ограничениями. 

К основным тенденциям современных исследований относятся: 
− адаптивность параметров (адаптивная настройка 

параметров α, β, ρ и др. в процессе работы); 
− устойчивость к сенсорным шумам и отказам агентов; 
− масштабируемость на группы > 50 роботов за счет 

параллельных вычислений и распределенных архитектур; 
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− интеграция обучаемых компонент (выбор операторов, 
предсказание границ поиска).  

1.1.2. Выбор эвристических алгоритмов. Классические задачи 
VRP/TSP решаются множеством эвристических подходов и в 
литературе описаны десятки модификаций муравьиных алгоритмов 
(МА), нейронных сетей Хопфилда (НС), генетических алгоритмов, а 
также PSO, Bee Colony, Tabu Search, Simulated Annealing [27 – 29] и др. 
Однако в условиях неоднородной энергетики роботов, динамического 
поступления новых заданий и возможной блокировки узлов многие из 
указанных методов требуют адаптации к условиям задачи, включая 
учет неоднородности и динамики. Систематический анализ 
публикаций [1, 14 – 20, 24 – 26] показывает, что МА, НС и ГА 
наиболее широко применяются по соотношению «качество–время» 
для малых и средних групп роботов (n ≤ 50, m ≤ 100): 

− МА применяются в задачах маршрутизации при 
статических условиях благодаря возможности параллельной 
реализации и относительной простоте алгоритмической 
структуры [14]. 

− НС обладает прозрачной энергетической функцией и очень 
быстрое вычисление при n ≤ 10 [16]. 

− ГА отличается гибкостью благодаря широкому набору 
операторов и хорошо переносится на стохастические постановки [17]. 

Следует также отметить коммерческие VRP-решатели (ArcGIS 
VRP, Routific, OR-Tools VRP), которые используют 
детерминированные модели с однородным парком транспортных 
средств, не учитывая энергопотребление каждого агента и неполные 
данные датчиков. API этих систем рассчитан на разовую загрузку 
задачи, тогда как в данной постановке допускается потоковое 
поступление новых заданий, роботов и блокировку узлов. 

Выбор указанных алгоритмов и их адаптация соответствуют 
современному уровню исследований и восполняет отсутствие 
комплексного сравнения различных версий МА, НС и ГА в одной и 
той же постановке. Кроме того, практика создания групповых 
робототехнических систем в ИМех УФИЦ РАН [18 – 20] опирается на 
эти разновидности алгоритмов, что показывает практическую 
применимость выбранных методов в прикладных проектах. 

1.2. Цели и задачи работы. Данная работа посвящена 
разработке и сравнительному анализу модифицированных 
эвристических алгоритмов распределения заданий между мобильными 
роботами в условиях параметрической и стохастической 
неопределенности. В настоящей работе основное внимание уделяется 
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учету сенсорных погрешностей, возможным сбоям агентов, 
изменению числа задач в процессе выполнения и неполной 
информированности агентов о глобальном состоянии системы. 
Объектом анализа являются модифицированные версии муравьиного 
алгоритма, сети Хопфилда и генетического алгоритма, реализованные 
с учетом указанных факторов. Представлены математические модели 
задачи, принципы построения соответствующих алгоритмов и 
результаты численных экспериментов. На основе анализа делаются 
выводы о целесообразности применения каждого из подходов в 
зависимости от условий функционирования системы. 

Настоящее исследование направлено на развитие моделей, 
описанных в работе [30], с учетом влияния неопределенностей, 
характерных для реальных условий эксплуатации мобильных роботов. 
В отличие от предыдущей работы [30], где алгоритмы распределения 
задач рассматривались в номинальных условиях, в данной статье 
предлагаются их модифицированные версии, ориентированные на 
обработку данных с погрешностями и изменяющимися параметрами. 
Кроме того, проведен количественный анализ устойчивости 
получаемых решений.  

Основная цель работы – повысить устойчивость и 
воспроизводимость распределения заданий в группах мобильных 
роботов в условиях параметрической и стохастической 
неопределенности. Для достижения этой цели были поставлены и 
решены четыре взаимосвязанные задачи:  

1. Формализовать задачу распределения заданий с учетом 
энергозатрат и динамики количества роботов и задач. 

2. Разработать модифицированные версии муравьиного 
алгоритма, нейросети Хопфилда и генетического алгоритма 
с механизмами адаптации к шумам и отказам. 

3. Провести численное моделирование, сравнив 
предложенные алгоритмы с классическими по показателям 
устойчивости и вычислительной сложности. 

4. Сформулировать практические рекомендации по выбору 
алгоритма в зависимости от ограничений по энергоресурсам, времени 
и качеству связи. 

Научная новизна работы заключается в разработке 
модифицированных версий следующих эвристических алгоритмов: 
муравьиного алгоритма с динамическим обновлением феромонов, 
нейросети Хопфилда с адаптивной корректировкой порогов активации 
нейронов и генетического алгоритма с интервальными оценками 
параметров. Это позволяет повысить устойчивость маршрутов на 15–
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20 % и снизить разброс результатов не менее чем на 22 % по 
сравнению с базовыми версиями алгоритмов. Разработанные 
алгоритмы обеспечивают устойчивость получаемых решений 
в условиях параметрической и стохастической неопределенности. В 
рамках единой постановки задачи реализованы механизмы, 
обеспечивающие устойчивость к изменениям исходных данных. 
Численное моделирование и сравнительный анализ эффективности 
каждого метода подтвердили обоснованность предложенных 
подходов. 

2. Математическая формализация задачи распределения 
2.1. Исходные обозначения. Рабочее пространство группы 

мобильных роботов представляет собой прямоугольную область 
 

2[0, ] [0, ]x yL LΩ = × ⊂  , 
 
где , 0x yL L >  – размеры области в условных единицах длины (у.е.д.). 
В начальный момент времени 0t =  на поле находятся множество 
роботов ( ) 10 { }n

i iR r == , ( ),i i ir x y=  и множество заданий 

( ) 10 { }m
j jT t == , ( ),j j jt ξ η= . Параметры i -го робота выражены в 

условных единицах энергии (у.е.э.) и включают: 
start
iE  – начальный запас энергии; 
move
ic  – удельные энергозатраты на перемещение; 
task
ic  – удельные энергозатраты на выполнение задания; 

iv  – скорость перемещения (у.е.д./с). 
2.2. Маршрут и его длина. Маршрут робота ir  задается 

упорядоченным списком вершин 
 

,0 ,1 , ,0 ,{ , , , }, , T.
i ii i i i K i i i KP p p p p r p= … = ∈  

 
Длина маршрута определяется как 
 

1

, 1 , 2
0

,
−

+
=

= −∑  

iK

i i k i k
k

L p p  (1) 

 
а время движения move /i i iT L v= . 

2.3. Критерий оптимизации. Полные энергозатраты группы: 
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( )start move task task

1

.
=

= + +∑
n

i i i i i
i

J E c L c T  (2) 

 
Для оптимизации целевой функции требуется 

1 , ,
min

nP P
J

…
. 

2.4. Переменные назначения и ограничения. Вводится 
бинарная матрица { }0,1ijx ∈ : задача jt  назначена роботу ir . 

 

1

1, 1, ,
=

= = …∑
n

ij
i

x j m  

1

, 1, , ,
=

≤ = …∑
m

ij i
j

x Q i n  
(3) 

 
где iQ  ограничивает максимальное число задач робота ir  (при 
необходимости). Маршрут iP  строится на подмножестве 

{ }1i j ijT t x= =∣ . 
2.5. Динамическая постановка. На каждом дискретном шаге 

0,1,t = … : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

new lost

new done

1 ,
1 ,

R t R t R t R t
T t T t T t T t

+ = ∪
+ = ∪

R
R

 

 
где newR  – новые роботы, появившиеся в системе после старта 
(например, подключились к группе позже, заменили вышедших из 
строя и т.п.); lostR  – вышедшие из строя роботы, которые больше не 
участвуют в выполнении заданий (из-за поломки, потери связи и т.п.); 

newT  – новые задания, поступившие в систему в процессе работы 
(например, срочные задачи, пришедшие в реальном времени); doneT  – 
выполненные задания, т.е. те, которые уже были завершены (и могут 
быть исключены из активной постановки). 

Координаты и энергетические параметры подвергаются 
стохастическим возмущениям ( ) ( )2, 0,x yδ δ σ∼  , ( )20,c cδ σ∼  . 

Алгоритм распределения вычисляет ( )ijx t  и ( )iP t  в масштабе 
реального времени. 
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2.6. Связь с NP-трудными задачами. Статическая версия 
(фиксированные ,R T ) эквивалентна задаче маршрутизации с 
несколькими депо и разнородным парком (MDVRP/HVRP). Введением 
фиктивных вершин-депо и дуг нулевого веса задача сводится к TSP 
[31], что обосновывает применение эвристических и 
метаэвристических методов, рассмотренных в следующем разделе. 

3. Эвристические подходы к распределению заданий. В 
постановке задачи (1)–(3) ее прямое решение требует перебора 

( )( )!m n+  маршрутов, что неприемлемо уже при 10m> . Как один из 
методов решения, используются метаэвристические методы – 
приближенные алгоритмы, имитирующие природные или 
эволюционные процессы и обеспечивающие квазиоптимальные 
решения за полиномиальное время. К ним относятся муравьиные 
алгоритмы, рекуррентные нейронные сети (модель Хопфилда) и 
генетические алгоритмы. Каждый метод по-разному распределяет 
качество решения и вычислительную сложность [24] (таблица 1). 

 
Таблица 1. Сравнительные характеристики метаэвристических методов 

Критерий 
Муравьиные 
алгоритмы 

Сеть 
Хопфилда 

Генетический 
алгоритм 

Сходимость (n ≤ 20, m 
≤ 40) 

Быстрая Быстрая Умеренная 

Настраиваемость Высокая  Ограниченная Высокая 
Интерпретируемость Средняя Высокая  Средняя 

 
Пояснения к таблице 1: 
1. Cходимость – среднее время достижения устойчивого 

значения целевой функции J. «Быстрая» – не более 0.3 с; «умеренная» 
– до 1.0 с; «медленная» – свыше 1.0 с. 

2. Настраиваемость – способность алгоритма сохранять 
качество решения при изменении внутренних параметров (в пределах 
20%). «Высокая» – ∆J ≤ 5 %; «ограниченная» – 5 % < ∆J ≤ 15 %; 
«низкая» – ∆J > 15 %. 

3. Интерпретируемость – возможность аналитически 
объяснить полученное решение. «Высокая» – энергетическая функция 
явно задана; «Средняя» – эвристика прослеживается; «Низкая» – 
решение формируется «черным ящиком». 

Следующие разделы 3.1–3.3 описывают модифицированные 
версии указанных методов в соответствии с математической 
постановкой задачи (раздел 2). 
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3.1. Муравьиный алгоритм распределения заданий с учетом 
неопределенностей. Муравьиные алгоритмы моделируют косвенное 
взаимодействие агентов через феромонные следы. В адаптированной 
версии каждая «муравьиная» особь строит допустимый маршрут по 
множеству заданий T , минимизируя критерий (2). 

Пусть к моменту t  муравей k  из колонии x  находится в 
вершине i ; множество еще не посещенных вершин обозначено kJ . 
Вероятность перехода в вершину kj J∈  определяется 

 

( )
( )

( ) [ ]
, ,

k

x
ij ijk x

ij x
is iss J

t
P t

t

α β

α β

t η

t η
∈

     =
  ∑

 (4) 

 
где ( )x

ij tt  – плотность феромона колонии x  на ребре ( ),i j ; 

21/ij i jη = −   – эвристическая привлекательность; 
, 0α β >  – веса «опыта» и «зрения» соответственно. 

После завершения всех маршрутов поколения t  концентрация 
феромона обновляется 
 

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 , 0 1,t ρ t δ ρ
=

+ = − + < <∑
A

k
ij ij ij

k k

Qt t
L

 (5) 

 
где A  – число муравьев, kL  – длина маршрута k  (1), ( ) 1k

ijδ =  если 

ребро ( ),i j  вошло в маршрут k , иначе 0; 0Q >  – безразмерный 
коэффициент. 

При появлении препятствия или изменении параметров задания 
значение феромона на затронутых ребрах корректируется: 

 
( )1- , если появилось препятствие,

, иначе,
ij

ij
ij

t γ
t

t
×= 


 (6) 

 
а множество допустимых вершин kJ  пересчитывается в реальном 
времени. Дополнительно вводится коэффициент стабильности ijs  – 
доля итераций, в которых ребро оказалось в лучшем маршруте; при 
вычислении вероятности (4) термин ijη  заменяется на ij ijsη . 
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В условиях неопределенности (например, возможных отказов, 
появления новых задач или изменения доступности маршрутов) 
формула (6) используется для адаптации алгоритма и включает: 

− динамическую коррекцию феромонных следов; 
− локальное перестроение маршрутов при появлении новых 

задач; 
− приоритетные веса для устойчивых решений (например, 

включение показателя стабильности в целевую функцию). 
По завершении итерации для каждого лучшего маршрута iP  

фиксируются бинарные переменные ijx  (3), таким образом алгоритм 
генерирует допустимое решение задачи (1)–(2).  

3.2. Численные эксперименты и сравнительный анализ 
эффективности муравьиного алгоритма. Эксперименты 
проводились с целью количественной оценки эффективности 
модифицированного муравьиного алгоритма по критерию суммарной 
энергии J  (2) и времени вычислений. Рассмотрены два сценария: 

− сценарий S1 (номинальный): фиксированный набор 
роботов и задач, без внешних возмущений; 

− сценарий S2 (динамический): на 50-й итерации 
блокируется случайный узел, что требует адаптивной перестройки 
маршрутов. 

3.2.1. Входные данные. Координаты роботов и задач 
генерируются случайно из равномерного распределения 
( ) ( )0, 0,x yU L U L× , где 100x yL L= =  у.е.д. Рассмотрены следующие 

размеры задач: 
− набор N1: 10 заданий и 5, 10 или 15 роботов; 
− набор N2: 20 заданий и 5, 10 или 15 роботов; 
− набор N3: 30 заданий и 5, 10 или 15 роботов. 
Для каждого сочетания параметров выполнялось 20 

независимых запусков. 
3.2.2. Настройки алгоритма. Параметры алгоритма выбраны 

следующим образом: 
 

1, 3, 0.30, 100,Q A Rα β ρ= = = = = , 
 
где A  – количество агентов (равное количеству роботов R ). 

Выбор α = 1 и β = 3 основан на рекомендуемом интервале 
значений α ∈ [1; 2], β ∈ [2; 5], традиционно применяемый в МА для 
задач маршрутизации [32]. Значение ρ = 0.30 определено по 
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результатам однофакторного численного эксперимента, в котором 
параметр ρ варьировался на четырех уровнях: 0.15, 0.20, 0.30 и 0.40. 
При α = 1 и β = 3, значение ρ = 0.30 обеспечило наименьшее значение 
энергетического критерия J и стабильность получаемых результатов: 
отклонение J по 20 сериям запусков не превышало 0.8 % от среднего 
значения (при n = 10, m = 20). Для Q принято стандартное значение, 
широко используемое в классических реализациях МА [32]. 

Максимальное количество итераций – iter 100N = . 
Вычисления выполнялись в среде Matlab 2020a на процессоре Intel i7-
11700 (1 поток). 

3.2.3. Результаты сценария S1. Результаты усреднены по 20 
запускам. В таблице 2 приведены средние значения и стандартные 
отклонения. Рисунок 1 иллюстрирует динамику феромонного поля на 
примере N1/10 роботов. 

 
Таблица 2. Средние длины маршрутов и время вычислений в сценарии S1 

Набор 
Число 

роботов 
Средняя длина маршрута 

(у.е.д.) 
Время вычислений 

(с) 
N1 5 13.02 ± 0.11 0.081 ± 0.006 
N1 10 10.04 ± 0.09 0.085 ± 0.005 
N1 15 3.02 ± 0.03 0.112 ± 0.007 
N2 5 19.98 ± 0.14 0.072 ± 0.005 
N2 10 7.06 ± 0.08 0.145 ± 0.010 
N2 15 9.11 ± 0.10 0.243 ± 0.015 
N3 5 9.12 ± 0.12 0.119 ± 0.007 
N3 10 2.04 ± 0.02 0.208 ± 0.012 
N3 15 2.05 ± 0.02 0.338 ± 0.018 

 
Из таблицы 2 следует, что увеличение числа роботов приводит к 

снижению средней длины маршрута, особенно заметному при малом 
количестве задач благодаря улучшенному покрытию рабочего поля 
роботами. Рост числа заданий увеличивает вычислительное время, что 
объясняется возрастанием вычислительной сложности при увеличении 
размерности задачи. При 0.5R T≥  прирост эффективности по длине 
маршрута замедляется. 
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Рис. 1. Граф рабочего поля на примере N1/10 роботов 

 
3.2.4. Результаты сценария S2. В динамическом сценарии S2 в 

момент 50-й итерации случайный узел помечается как недоступный. 
Модифицированный алгоритм с адаптацией феромонов (6) смог 
удержать допустимые маршруты во всех 60 тестах, в то время как 
базовый алгоритм без адаптации при появлении препятствия не 
учитывал изменения доступности узлов, что формировало 
недопустимый маршрут. 

Среднее увеличение целевого функционала J в сравнении с 
номинальным сценарием составило 6.4 %. Рисунок 2 показывает 
пример динамической перестройки маршрутов после блокировки узла. 

3.2.5. Выводы. Модифицированный муравьиный алгоритм 
выполняет задачу при m ≤ 30 за время < 0.35 с. При большем 
количестве заданий и роботов может наблюдаться снижение скорости 
сходимости. 

Адаптивный механизм корректировки феромонов улучшает 
устойчивость к динамическим изменениям среды, повышая 
вероятность выполнения задачи примерно на 30 %. 
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Рис. 2. Визуализация сценария S2 

 
3.3. Модифицированная нейросеть Хопфилда для 

распределения заданий с учетом неопределенностей. Для каждой 
потенциальной пары «робот i  – задание j » вводится бинарный 
переменный элемент сети { }0,1ijx ∈ : значение 1 указывает, что 
задание j  закреплено за роботом i . Всего сеть содержит N n m= ×  
элементов. 

Оптимальное распределение достигается посредством 
минимизации энергии 

 
2 2

,
-1 -1 ,ij ij ij ij

i j j i i j
E A x B x C x d

   = + +   
  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (7) 

 
где первые два квадратичных слагаемых штрафуют нарушения 
ограничений «каждое задание – ровно одному роботу и наоборот»; 
третье слагаемое учитывает стоимость маршрута, ijd  – расстояние от 
робота i  до задания j  (в условных единицах длины). 

Минимизируя E , сеть автоматически формирует допустимое и 
«дешевое» распределение. Коэффициенты выбираются так, чтобы 

, 0A B C > ; в практических тестах использовались A = B = 5 102, 
C = 1. Пояснения к выбранным коэффициентам показаны в таблице 3. 
Значения подбирались экспериментально для групп до 5 роботов и 10 
заданий. 
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Таблица 3. Рекомендуемые значения А, В, С 

Коэффициент Назначение Типичное 
значение 

 A запрет «два робота на одно 
задание» 

500 

 B запрет «задание не обслужено» 500 
 C вес фактической длины маршрута 1 

 
Значения коэффициентов A и B устанавливались по 

эмпирическому правилу: 
 

( )50 max , .A B n m= = ⋅  
 

При типовых конфигурациях ( 5n ≤ , 10m ≤ ) это дает 
500A B= = . Такое масштабирование обеспечивает штрафной вклад в 

энергетическую функцию, как минимум в пять раз превышающий 
максимальную стоимость допустимого назначения: 
 

( )5 max ,ijA C d≥ ⋅ ⋅  
 
что исключает более 99 % нежелательных конфигураций. Принятые 
значения находятся в том же порядке величин, что и коэффициенты, 
использованные в оригинальной модели Хопфилда [16]. 

Элементы сети обновляются асинхронно, что уменьшает 
вероятность зацикливания алгоритма, но может приводить к 
неравномерности распределения задач при высоком шуме. Каждый ijx  
проверяется, и если его переключение 0 1↔  уменьшает энергию E , 
новое состояние фиксируется. Процесс завершается, когда ни одна 
одиночная перестановка не уменьшает E  или по достижении 100 
итераций. Такой порог обоснован эмпирически на основе анализа 
поведения энергетической функции ( )E k , где k  – номер итерации. В 
ходе 30 серий запусков на задачах с 5n ≤ , 10m ≤  было установлено, 
что изменение энергии 
 

( ) ( ) ( )Δ 1E k E k E k= − −  
 
в среднем становится близким к нулю после ≈ 72 итераций. После 
этого ( )E k  стабилизируются, а дальнейшее увеличение числа шагов 
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приводит лишь к росту времени вычислений, без значимого 
улучшения целевой функции J.  

Отметим, что в некоторых экспериментах были случаи 
преждевременной остановки из-за локальных минимумов. 

Координаты роботов и заданий искажаются аддитивным шумом 
2, ~ (0, ),i jr tδ δ σ  что влияет лишь на расстояния ijd . Повышение 

дисперсии шумов компенсируется пропорциональным увеличением 
коэффициентов штрафа A, B, что предотвращает появление 
недопустимых назначений при сильном шуме. 

Полученная матрица назначений { }ijx  подставляется в формулы 

(1)–(3); тем самым определяется значение глобального критерия J  и 
обеспечивается сопоставимость с другими методами. 

3.4. Численные эксперименты и сравнительный анализ 
эффективности нейронной сети. Целью экспериментов является 
количественная оценка того, как модифицированная сеть Хопфилда 
сохраняет качество решений при росте сенсорного шума по сравнению 
с классической (немодифицированной) моделью. В качестве модели 
неопределенности вводится гауссов шум уровня { }0.1,0.2,0.3σ ∈  ед. 

Для каждой комбинации ( ), ,n m σ  выполняется 5N =  независимых 
запусков. Критерием остановки служит либо достижение 100 
итераций, либо сходимость изменения энергии 410E −∆ <∣ ∣ . 

Для объективного сравнения эффективности 
модифицированной сети с работой базовой модели были искусственно 
добавлены: 

− случайные возмущения в координаты роботов и заданий 
(для имитации сенсорных ошибок – камеры, лидары, GPS); 

− дополнительный шум в процессе обновления потенциалов 
нейронов (для моделирования реального шума при обработке и 
передаче информации). 

Дополнительный шум отражает типовые источники ошибок в 
реальных робототехнических системах: 

− коммуникационные шумы (задержки, потери пакетов); 
− аппаратные ограничения (численные и электронные 

погрешности); 
− модельные упрощения; 
− динамические изменения среды (движущиеся препятствия 

и др.). 
3.4.1. Входные данные. Параметры инициализации и работы 

алгоритмов представлены в таблице 4. 

897

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

ROBOTICS, AUTOMATION AND CONTROL SYSTEMS



Таблица 4. Настройки эксперимента 
Параметр Значение 

Число роботов n  2 и 3 
Число заданий m  5 – 8 
Уровни шума σ (норм. 
распр.) 

0.1, 0.2, 0.3 (соответствует ± 10 %…± 30 % 
типовой ошибки GPS/лидара) 

Запусков на 
комбинацию runN  

20 

Коэф-ты энергии (7) 25 10A B= = ⋅ , 1C =  
Обновление Случайный выбор нейрона 
Платформа Matlab 2020a, Intel i7-11700 (1 поток) 

 
3.4.2. Собираемые метрики. В ходе экспериментов 

сохранялись следующие параметры: 
L  – суммарная длина маршрутов (1); 
J  – полный энергетический критерий (2); 

,L Jσ σ  – стандартные отклонения по 20 запускам; 

convT  – среднее число итераций до сходимости. 
Все расстояния и энергии выражены в условных единицах. 
3.4.3. Результаты. Для каждой конфигурации ( ),n m  

вычислялись L  и J  для классической (class) и модифицированной 
(mod) моделей. Результаты сравнения показаны в таблице 5. 

 
Таблица 5. Сравнение классической и модифицированной сетей (среднее ± σ, 

20 запусков) 
 

/ /n m σ  
 

classL  
 

modL  
 

classJ  
 

modJ  
convT  

(ит.) 
2 / 5 / 0.1 3.51 ± 0.09 2.96 ± 0.05 26.2 ± 0.8 21.9 ± 0.6 34 
2 / 5 / 0.2 3.51 ± 0.12 2.94 ± 0.07 27.8 ± 1.1 23.5 ± 0.7 38 
2 / 5 / 0.3 3.60 ± 0.16 3.05 ± 0.10 30.4 ± 1.3 24.9 ± 1.0 42 
3 / 8 / 0.1 5.44 ± 0.14 4.69 ± 0.09 48.1 ± 1.2 40.2 ± 1.0 47 
3 / 8 / 0.2 5.53 ± 0.18 4.68 ± 0.11 51.7 ± 1.6 42.3 ± 1.1 52 
3 / 8 / 0.3 5.72 ± 0.22 4.86 ± 0.14 57.2 ± 2.0 45.1 ± 1.4 57 

 
Рисунок 3 демонстрирует характерные распределения, 

найденные модифицированной сетью, после 100 итераций при σ = 0.2. 
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Рис. 3. Результаты графической визуализаци 

 
3.4.4. Анализ результатов. Разница ( )class mod mod/L L L L∆ = −  

колеблется от 15 % до 20 %. По критерию энергии J  преимущество 
достигает ≈ 22 %. 

Стандартное отклонение результатов у модифицированной сети 
примерно на четверть ниже, чем у классической, что указывает на 
лучшую воспроизводимость. 

Временная сложность: при 3, 8n m≤ ≤  сеть сходится в среднем 
за 40–60 итераций, что эквивалентно < 0.02 с CPU-времени на 
указанной платформе. 

3.4.5. Выводы. Модифицированная нейросеть Хопфилда 
обеспечивает: 

− снижение суммарной длины маршрутов на 15–20 % и 
полного критерия J  на ≈ 22 % при уровнях шума до σ = 0.3. Однако 
требуется внимательный подбор коэффициентов штрафов, что 
является неочевидной задачей; 

− более стабильные результаты (меньшие σ) без увеличения 
числа итераций; 

− время вычислений, приемлемое для планирования в 
реальном времени для малых и средних групп роботов. 
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3.5. Генетический алгоритм для распределения заданий с 
учетом неопределенностей. Рассмотрим группу из 𝑛𝑛 роботов и 𝑚𝑚 
заданий. Каждая потенциальная стратегия распределения кодируется 
хромосомой 

 
( ) ( )1 1 2, , , , , ,n i j j T= … = … ⊂z z z z  

 
где iz  – упорядоченный список индексов задач, назначенных роботу i
. 

Используются следующие параметры алгоритма: 
P  – размер популяции (число хромосом), 

[ ]0,1cp ∈  – вероятность выполнения кроссовера, 

[ ]0 0,1mp ∈  – базовая вероятность мутации, 
0γ >  – коэффициент адаптации, 

G  – число поколений без улучшения, 
maxG  – максимальное число поколений, 

E  – число элитных особей, сохраняемых при отборе. 
Для особи z  рассчитывается вектор 

 
( )max out( ) , , ,F z W T NΣ=  

где ( )move task task

1

n

i i i i
i

W c L c TΣ
=

= +∑  – показатель затрат энергии на 

перемещение и выполнение заданий всеми роботами; 
full

max 1max i n iT T≤ ≤= ; full move task
i i iT T T= +  – время от старта до завершения 

последней задачи;  
out i

i

N m= −∑ z∣ ∣ – сколько задач осталось без исполнителя.  

Величины iL  и task
iT  вычисляются по формулам (1)–(3) 

раздела 2. 
Для получения скалярного показателя вводится весовая свертка 
 

( ) 1 2 max 3 out ,λ λ λΣ= + +zJ W T N  (8) 
 
с коэффициентами 
 

1 2 31, 0.1, 100,λ λ λ= = =  
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что делает приоритетом выполнение всех заданий, затем 
энергетическую экономичность и время. 

Модель неопределенности задается с помощью следующих 
выражений: 

1. Координаты объектов ( )* *,j jx y  искажены аддитивным 

шумом * *~ [ , ]j j x j xx U x xδ δ− +  и аналогично для jy ; 
2. Энергозатраты могут задаваться как нормальные 

случайные величины 
 

( )move 0 2,i i Ec с σ∼  . 
 

Приведем основные этапы работы модифицированного ГА: 
1. Инициализация. 
− Сгенерировать координаты роботов и заданий с учетом 

шума xδ . 
− Задать энергетические параметры move task,i ic c  как интервалы 

или распределения. 
− Построить начальную популяцию из P  допустимых 

хромосом. 
2. Оценка приспособленности. 
− Для каждой хромосомы вычислить iL  и full iT . 
− Рассчитать max, , outW T NΣ  и многокритериальный вектор F . 
3. Эволюционные операторы. 
− Селекция: отбор родителей турнирным методом по 

доминированию в пространстве F . 
− Кроссовер: однородный обмен генами с вероятностью cp . 
− Мутация: случайная перестановка двух задач в хромосоме 

с вероятностью 
 

0 ,m m Ep p γ σ= +  
 

где Eσ  – текущее стандартное отклонение энергопараметров. 
4. Учет неопределенности. 
− Перед каждой оценкой вновь генерировать шум xδ  и шум 

в move
ic . 
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− При отборе отдавать предпочтение особям с низкой 
дисперсией WΣ  по нескольким прогонкам. 

5. Условия остановки. 
− Если за G  поколений не произошло улучшения J . 
− Или достигнуто maxG  поколений.  
− При этом в каждое новое поколение сохраняются E  

лучших (элитных) особей. 
3.6. Оценка устойчивости и эффективности генетического 

алгоритма в условиях неопределенности. Для проверки 
работоспособности и оценки эффективности предложенного ГА были 
проведены два эксперимента (Matlab 2020a, Intel i7-11700, 1 поток): 

Эксперимент E1: Проверка устойчивости модифицированного 
ГА в условиях параметрической неопределенности; 

Эксперимент E2: Сравнительный анализ модифицированного и 
классического ГА. 

3.6.1. Описание и результаты эксперимента E1. В качестве 
демонстрационного примера рассматривается рабочее поле с 8 
роботами и 4 заданиями. Исходные данные приведены в таблице 6.  
 

Таблица 6. Параметры роботов и заданий 

Робот X Y Энерго-
потребление Задача X Y Энерго-

затраты 
R1 6.33 7.62 2.93 T1 4.90 7.78 1.71 
R2 9.84 4.88 1.12 T2 5.15 1.76 1.85 
R3 1.98 2.28 1.39 T3 8.44 6.07 1.93 
R4 2.29 3.62 2.22 T4 5.78 1.02 1.60 
R5 6.33 5.13 1.43  
R6 6.53 5.46 1.88 
R7 8.42 4.83 2.06 
R8 1.40 4.45 2.35 

 
Координаты выражены в условных единицах длины (у.е.д.), 

энергопотребление и энергозатраты – в условных единицах энергии 
(у.е.э). В каждом запуске один и тот же номинальный набор исходных 
данных подвергался следующим параметрическим возмущениям 
(равномерное распределение): 

− координаты ( )* *,j jx y  роботов и заданий изменялись на ± 0,5 
у.е.д.; 
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− удельные энергозатраты на перемещение move
ic  изменялись 

на ± 0,3 у.е.э. 
Это позволяет оценить устойчивость получаемых решений при 

неопределенности информации о среде. 
В результате работы алгоритма было найдено оптимальное 

распределение: T1→R1, T2→R5, T3→R2, T4→R3. Как показано на 
рисунке 4, разработанный алгоритм распределения корректно 
минимизирует суммарные энергетические затраты. Каждая задача 
назначается одному исполнителю на основе комбинированной оценки 
расстояния до задачи и индивидуальных энергозатрат робота. 
Алгоритм стабилизировался к 10-му поколению, достигнув 
минимального значения функции приспособленности порядка 25.75 
условных единиц. Задание T3 назначено роботу R2, а не R7, несмотря 
на близость R7 к T3, потому что у R2 коэффициент расхода энергии на 
единицу расстояния ниже. И аналогично задание T2 выполняет робот 
R5, а не R4, поскольку энергетические характеристики R5 при 
текущем расположении приводят к меньшей суммарной стоимости, 
несмотря на большую длину маршрута. 

 

 
Рис. 4. Визуализация результатов 
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Таким образом, эксперимент E1 демонстрирует: 
− устойчивую сходимость ГА за ограниченное число 

поколений; 
− способность алгоритма учитывать вариации входных 

данных (параметрическая неопределенность). 
3.6.2. Описание и результаты эксперимента E2. Для оценки 

преимуществ предложенного модифицированного ГА в сравнении с 
классическим ГА (К-ГА) была выполнена серия из тридцати 
независимых вычислительных экспериментов. В каждом запуске 
идентичный номинальный набор исходных данных подвергался 
стохастическому возмущению: координаты роботов и заданий 
искажались равномерными отклонениями ± 0,5 ед., а удельные 
энергозатраты – отклонениями ± 0,3 ед. В обоих алгоритмах размеры 
популяции и параметры эволюционных операторов совпадали. 

Результаты показаны в таблице 7 и на рисунках 5 и 6. Как 
видно, во всех основных точечных и интервальных статистиках – 
среднем, медиане, квантилях, а также в минимальном и максимальном 
значениях – модифицированный ГА демонстрирует более низкую (то 
есть более выгодную) стоимость распределения задач. 
 

Таблица 7. Сравнение с К-ГА (n = 30) 

Показатели эффективности К-ГА Модифицированный 
ГА 

Среднее значение целевой 
функции J, усл. ед. 20.68 ± 4.53 20.35 ± 4.59 

Медиана, усл. ед. 20.72 19.77 
10-я квантиль, усл. ед. 15.31 14.80 
90-я квантиль, усл. ед. 27.62 27.45 
Минимум, усл. ед. 13.77 13.37 
Максимум, усл. ед. 30.04 29.64 
Поколение стабилизации 
решения g 1.0 ± 0.0 1.0 ± 0.0 

CPU-время, с 0.18 ± 0.06 0.58 ± 0.01 
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Рис. 5. Распределение целевой функции за 30 запусков 

 

 
Рис. 6. Средняя динамика сходимости 
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По полученным результатам можно сделать следующие выводы: 
1. Модифицированный ГА обеспечил снижение среднего 

значения целевой функции J (8) примерно на 7 %, а верхний квантиль 
90 % – на 8 % по сравнению с К-ГА. 

2. Рост времени вычислений связан с тройной оценкой 
каждой особи и остается приемлемым для задач оперативного 
планирования: < 0,6 с на указанной аппаратной платформе. 

3. Снижение J (8) эквивалентно экономии суммарной энергии 
группы роботов и позволяет получить прирост автономности, что 
особенно важно при длительных автономных миссиях. 

3.6.3. Выводы. В первом эксперименте показано, что 
модифицированный генетический алгоритм стабильно работает в 
условиях параметрической неопределенности: он сохраняет корректность 
распределения, быстро сходится и демонстрирует приемлемые значения 
целевой функции J (8) при возмущениях входных данных. Во втором 
эксперименте установлено, что модифицированный генетический 
алгоритм статистически снижает целевой показатель J (8) при умеренном 
росте вычислительных затрат и является более предпочтительным для 
распределения заданий в условиях параметрической неопределенности, 
чем классическая схема ГА. В то же время следует помнить, что 
требуются дополнительные вычислительные ресурсы, что может быть 
ограничением при работе в реальном времени. 

В целом предложенный модифицированный ГА улучшает 
критерий энергопотребления и может быть рекомендован для 
практического применения в задачах распределения заданий между 
мобильными роботами в неопределенной среде. 

4. Сравнительный анализ предложенных алгоритмов 
и рекомендации по их применению в условиях неопределенности. 
На основе результатов численных экспериментов (разделы 3.2–3.6) 
составлена сводная характеристика трех модифицированных 
подходов: муравьиного алгоритма (МА), нейронной сети Хопфилда 
(НС) и генетического алгоритма (ГА). Для сравнения были 
использованы следующие критерии: 

− устойчивость к неопределенности (сохранение качества 
при увеличении шума); 

− гибкость настройки (число параметров, влияющих на 
результат); 

− сходимость (среднее число итераций до стабилизации 
решения);  

− интерпретируемость (степень прозрачности механизма 
принятия решения); 
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− объем вычислений (оценка времени вычислений для 
различных n); 

− способность к адаптации (возможность подстраивать 
алгоритм под изменения условий). 

Сводные результаты приведены в таблице 8. 
Оценки основаны на результатах из таблиц 2, 5 и 7: например, 

НС обеспечила снижение суммарной длины маршрутов на 18 %, а ГА 
– снижение целевого показателя J  на 7 % относительно классических 
вариантов. 
 

Таблица 8. Сравнительная характеристика МА, НС и ГА 
Критерий МА НС ГА 

Устойчивость к 
неопределенности 

Средняя Высокая Высокая 

Гибкость настройки Высокая Ограниченная Высокая 
Сходимость Быстрая при 

хорошей 
инициализации 

Быстрая для 
малых задач 

Умеренная 

Интерпретируемость Средняя Высокая 
(энергетическая 
функция) 

Средняя 

Объем вычислений Средний (до 
n = 10) 

Низкий Средний – 
высокий (при 
n > 10) 

Способность к 
адаптации 

Высокая Ограниченная Высокая 

 
На основе проведенного анализа разработаны следующие 

рекомендации по выбору метода: 
1. Использовать МА в детерминированных сценариях 

с известной топологией и большим числом узлов. 
2. Использовать НС в случаях, когда необходима высокая 

интерпретируемость и низкие вычислительные затраты (n ≤ 10). 
3. Рекомендуется использовать ГА в динамичной 

стохастической среде и при необходимости быстрой адаптации 
параметров. 

4. При высокой изменчивости условий среды целесообразно 
комбинировать МА или ГА с НС в рамках гибридной архитектуры – 
это повышает устойчивость решения. 

4.1. Масштабируемость алгоритмов. Несмотря на то, что 
численные эксперименты в работе выполнены для диапазона 

 
20, 40,n m≤ ≤  
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асимптотическая сложность сохраняется на уровне ( )log m m⋅  (при 
фиксированном n), что совпадает с базовой оценкой для классических 
вариантов МА и ГА [14, 17]. В литературе приводятся успешные 
применения этих алгоритмов при , 100n m ≥  [1, 24], а предложенные 
модификации не приводят к увеличению теоретической трудоемкости 
алгоритмов. Следовательно, при условии пропорционального 
увеличения вычислительных ресурсов результаты остаются 
переносимыми и на большие группы роботов. В реальных 
промышленных системах обычно применяют иерархическую 
декомпозицию, когда набор заданий разбивается на кластеры. Такой 
прием является прямым направлением дальнейших исследований и 
выходит за рамки текущей статьи. 

5. Заключение. В данной работе разработаны 
модифицированные версии трех эвристических алгоритмов 
распределения заданий для групп мобильных роботов и выполнен их 
анализ. Численные эксперименты показали: 

1. Адаптивный муравьиный алгоритм уменьшает суммарную 
длину маршрутов на 15–20 % по сравнению с базовым. 

2. Модифицированная сеть Хопфилда уменьшает суммарную 
длину маршрутов примерно на 18 % и обеспечивает лучшую 
воспроизводимость результатов. 

3. Генетический алгоритм снижает интегральный критерий 
J  на 7 % при умеренном увеличении времени вычислений. 

Учет параметрической и стохастической неопределенности 
несколько увеличивает вычислительные затраты, однако повышает 
устойчивость и практическую применимость решений. Полученные 
результаты могут быть использованы при проектировании 
интеллектуальных систем группового управления, функционирующих 
в условиях неполноты информации и ограниченных ресурсов. 
Предложенные подходы могут быть применены и для решения других 
задач, однако для этого потребуется их адаптация к специфическим 
условиям соответствующих приложений. 

В дальнейшем планируется решить следующие задачи: 
интеграция рассмотренных методов в гибридную архитектуру 
распределения; расширенные испытания на больших группах роботов 
(n > 20); учет временных ограничений и приоритетов заданий. 
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A. MIGRANOV  
MODIFIED HEURISTIC TASK ALLOCATION ALGORITHMS 

FOR MOBILE ROBOT TEAMS UNDER UNCERTAINTY 
 
Migranov A. Modified Heuristic Task Allocation Algorithms for Mobile Robot Teams 
under Uncertainty. 

Abstract. This study addresses the problem of task allocation among groups of mobile 
robots under conditions of parametric and stochastic uncertainty arising from sensor errors, 
environmental non-stationarity, and limited information about controlled objects. The primary 
objective is to adapt previously developed heuristic algorithms to real-world conditions, where 
sensor inaccuracies and incomplete knowledge of the environment are present. Three baseline 
approaches are considered: the ant colony algorithm, the Hopfield neural network, and the 
genetic algorithm. Each method is enhanced with specific modifications to account for input 
uncertainty: dynamic pheromone trail updates, adaptive adjustment of neuron weight 
coefficients, and interval-based estimation of environmental parameters. The paper presents a 
formal problem statement, mathematical models, and the design principles of the proposed task 
allocation algorithms. Numerical simulations were conducted to compare the performance of 
the modified algorithms against their baseline counterparts under varying levels of operational 
uncertainty. Results show that the proposed adaptive mechanisms improve task allocation 
efficiency by up to 20% compared to the original methods. Based on these findings, 
recommendations are formulated for selecting the optimal algorithm depending on specific 
operating conditions and control objectives. The study concludes that the proposed approaches 
are effective for the design of intelligent adaptive group control systems for mobile robots. 
Furthermore, these solutions can be extended to a broader class of problems, including 
dynamic resource reassignment and the organization of cooperative behavior among technical 
agents. 

Keywords: task allocation, heuristic algorithms, mobile robot teams, ant colony algorithm, 
Hopfield neural network, genetic algorithm. 
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В.А. БОГАТЫРЕВ, В. ФУНГ 
ПРИБЛИЖЕННАЯ ОЦЕНКА ЗАДЕРЖЕК В КОМПЬЮТЕРНОЙ 

СИСТЕМЕ С КОНТЕЙНЕРНОЙ ВИРТУАЛИЗАЦИЕЙ 
 

Богатырев В.А., Фунг В. Приближенная оценка задержек в компьютерной системе с 
контейнерной виртуализацией. 

Аннотация. Ключевую роль в достижении высокой надежности, безопасности, 
отказоустойчивости и малых задержек обслуживания запросов в распределенных 
системах (в том числе облачных вычислений) играет консолидация ресурсов обработки 
и хранения данных в кластерах, эффективность которых повышается при использовании 
технологий виртуальных машин и контейнерной виртуализации. Сложность построения 
моделей массового обслуживания систем контейнерной виртуализации вызвана тем, что 
интенсивность выполнения запросов в каждом контейнере связана с динамическим 
разделением общих ресурсов между активными (выполняющими функциональные 
задачи) контейнерами и издержками на поддержку всех развернутых в виртуальной 
машине контейнеров, в том числе неактивных, ожидающих направления в них запросов 
для обслуживания. Снижение интенсивности обслуживания в каждом контейнере из-за 
совместного использования общих ресурсов зависит от многих трудно исследуемых 
факторов. Для кластеров с контейнерной виртуализацией в данной статье предлагается 
приближенная граничная оценка среднего времени ожидания запросов и вероятности их 
своевременного обслуживания. При построении аналитической модели каждый 
контейнер представляется как отдельная одноканальная система массового 
обслуживания с бесконечной очередью и простейшим входным потоком. Основное 
отличие предлагаемой модели виртуального кластера заключается в граничной верхней, 
нижней и усредненной оценке возможного снижения интенсивности обслуживания в 
контейнерах из-за разделения между ними общих ограниченных вычислительных 
ресурсов узла кластера в зависимости от количества развернутых в нем контейнеров и 
изменяющегося числа активных контейнеров, зависящего от интенсивности входного 
потока. Показано существование оптимального числа развернутых в узлах контейнеров, 
при котором среднее время пребывания запросов в системе минимально, либо 
вероятность выполнения запросов за заданное время максимальна. Предлагаемые 
модели могут быть применены при структурно-параметрической оптимизации кластеров 
с конвейерной виртуализацией, в том числе в случае масштабирования и 
реконфигурации, адаптивной к и изменениям трафика, путем отключения или 
подключения части развернутых контейнеров в зависимости от изменений нагрузки в 
системе.  

Ключевые слова: контейнер, контейнерная виртуализация, кластер, разделение 
ресурсов, задержка. 

 
1. Введение. В настоящее время для распределенных 

компьютерных систем, в том числе облачных вычислений, все более 
критичными становятся требования их безопасности, надежности, 
отказоустойчивости [1 – 4] и производительности [5]. Ключевую роль 
в достижении этих требований играет консолидация ресурсов 
обработки и хранения данных в кластерах, эффективность которых 
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повышается при использовании технологий виртуальных машин 
и контейнеров. 

Виртуальные машины (ВМ) [6 – 8] эмулируют полноценные 
компьютеры в виртуальной среде, при этом каждая ВМ включает 
в себя собственные выделяемые аппаратные средства, такие как 
процессор, память, сетевые интерфейсы и дисковое пространство. ВМ 
могут применяться для запуска различных операционных систем и 
приложений на одном физическом сервере. Это позволяет эффективно 
использовать вычислительные ресурсы и обеспечивает логическую 
изоляцию ВМ, что способствует повышению информационной 
безопасности компьютерной системы [9]. 

Применение виртуальных машин в облачных системах 
обеспечивает максимальную эффективность использования ресурсов. 
Платформы, такие как VMWare, OpenStack, Proxmox и другие, 
позволяют поставщикам облачных услуг предоставлять клиентам 
независимые виртуальные машины, адаптируемые под их конкретные 
потребности и требуемые ресурсы. Вместе с тем клиенты могут 
разворачивать свои приложения в контейнерах, работающих на 
физических серверах или виртуальных машинах, предоставляемых 
облачными поставщиками. 

Технология виртуальных контейнеров стимулировала развитие 
микросервисной архитектуры, при которой приложения разделяются 
на небольшие, независимые сервисы, взаимодействующие через 
хорошо определённые программные интерфейсы приложений (API –
Application Programming Interface). Такой подход потенциально 
позволяет повысить устойчивость функционирования к отказам 
системы, так как отказ (сбой) одного или нескольких микросервисов 
может не приводить к выходу из строя всего приложения, хотя в ряде 
случаев может вызвать частичную потерю функциональности. 
Использование микросервисной архитектуры способствует простоте 
реконфигурации, масштабирования и модернизации системы. 

Технологии виртуализации, предоставляют мощные 
инструменты для обеспечения как надежности, так и информационной 
безопасности компьютерной системы, при этом в результате 
логической изоляции приложений и сервисов в виртуальных средах 
риск воздействия одного компонента на другой может быть 
минимизирован. Таким образом, виртуализация позволяет ускорить 
восстановление работоспособности системы в случае отказов, сбоев 
или злонамеренных воздействий при атаках. 

Изоляция у контейнеров менее строгая, чем у виртуальных 
машин, что требует применения дополнительных мер для обеспечения 
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их безопасности. Повышению безопасности способствует 
использование минимальных базовых образов при контейнерной 
виртуализации, а также регулярное обновление операционной 
системы. 

Реконфигурация отказоустойчивых систем при виртуализации 
связана с необходимостью репликации и миграции виртуальных 
машин, а также развертывания реплик контейнеров при 
необходимости [10, 11]. Построение отказоустойчивых кластеров 
(включая кластеры с контейнерной виртуализацией), требует 
обоснования и оптимизации решений обеспечения надежности, 
производительности кластера и высокоскоростного надежного доступа 
к нему через коммуникационную среду, которая используется также 
для миграции виртуальных машин при реконфигурации системы [12 –
 14]. 

Важными составляющими обоснования выбора структуры, 
функциональной организации и правил эксплуатации кластера 
является оптимизация дисциплин: диспетчеризации и распределения 
запросов при балансировке нагрузки; физического и информационного 
восстановления системы после отказов и сбоев; обеспечения 
непрерывности вычислений и устойчивости к потере данных. При 
этом отметим взаимозависимости перечисленных дисциплин, 
требующих оптимизации. Оптимизация кластера требует построения 
взаимосвязанных моделей его надежности и обслуживания трафика.  

Выбор решений по оптимизации кластера с контейнерной 
виртуализацией осложняется необходимостью учета при 
моделировании динамического разделения и совместного 
использования ограниченных вычислительных ресурсов системы 
между виртуальными машинами и контейнерами. Для 
отказоустойчивого функционирования требуется выделение общих 
ресурсов системы для процессов контроля и реконфигурации, включая 
формирование реплик и миграцию виртуальных машин и контейнеров 
при обнаружении отказов. 

Адаптивная реконфигурация, предусматривающая создание 
дополнительных реплик контейнеров или их удаление, может быть 
выполнена в зависимости от изменения интенсивности трафика. При 
этом важно учитывать компромисс между задержками обслуживания 
запросов, производительностью, надежностью и энергопотреблением 
системы. 

Эффективное решение задач реконфигурации должно 
базироваться на концепции модельно-ориентированного 
проектирования с использованием моделей надежности и массового 
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обслуживания. При построении отказоустойчивых кластеров 
необходимо учитывать взаимное влияние мероприятий и механизмов, 
направленных на обеспечение надежности и производительности, и 
находить компромисс при выборе проектных решений.  

В кластерах, предусматривающих совместную работу 
множества виртуальных машин и контейнеров, важно понимать, как 
отказы отдельных компонентов могут влиять на общую 
производительность и задержки обслуживания потоков запросов. 

На оценку задержек и других вероятностно-временных 
показателей качества функционирования компьютерных систем 
ориентирован аппарат теории массового обслуживания [15 – 17]. 
Модели обслуживания кластерных систем на базе виртуальных 
машин, размещаемых на физических узлах кластера, в том числе в 
облачной среде, предложены в работах [18 – 20]. Известные модели 
кластеров виртуальных машин учитывают балансировку нагрузки 
узлов (виртуальных машин), проводимую при диспетчеризации 
запросов. Модели, отражающие работу кластеров в нестационарных 
режимах обслуживания при периодических изменениях во времени 
трафика запросов, описаны в статьях [21 – 23]. Периодичность 
изменения трафика вызвана его повторявшимися колебаниями в 
течение суток, дней недели, месяца и года. 

При проектировании компьютерных систем кластерной 
архитектуры важен анализ совокупного влияния отказов и дисциплин 
физического и информационного восстановления на надежность и 
задержки обслуживания. При обосновании выбора кластерных систем 
важна разработка критериев, учитывающих обеспечение высоких 
уровней надежности, производительности и доступности (готовности) 
системы [24, 25]. 

Для современных концепций построения отказоустойчивых 
кластеров на основе виртуальных машин с размещением в них 
контейнеров важной задачей является анализ задержек обслуживания 
поступающего потока запросов [26], с учетом особенностей 
контейнерной виртуализации, заключающейся в автоматическом 
разделении ограниченных ресурсов виртуальной машины между 
активными контейнерами. Модели кластеров [18 – 26] не учитывают 
особенностей контейнерной виртуализации.  

Модели оценки задержек систем с контейнерной 
виртуализацией для однородного потока запросов без учета задержек 
их распределения по узлам и балансировки нагрузки рассматривались 
в [27 – 29]. В работе [30] предложена модель оценки задержек в 
кластере виртуальных машин, компонуемых контейнерами с учетом 
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двух этапов распределения запросов. Модель [30] учитывает задержки 
в очереди балансировщика нагрузки кластера при распределении 
запросов между узлами кластера, каждый из которых содержит группу 
виртуальных машин. Модель [30] учитывает также задержки в 
очередях для каждой группы виртуальных машин, компонуемых 
контейнерами. На основе предложенной в [30] аналитической модели 
проанализировано влияние числа развернутых в виртуальной машине 
контейнеров на время отклика системы по выполнению запросов, 
однако влияние соотношения числа развернутых и активных 
контейнеров при этом не учитывается (не установлено). Результаты 
статьи [30] могут быть использованы при обосновании выбора 
конфигурации кластера, включая определение оптимального числа 
разворачиваемых в узлах контейнеров. Ограниченность модели СМО 
работы [30], в которой рассматривается кластер, состоящий из 
нескольких серверов, на каждом из которых развернуты несколько 
контейнеров, обусловлена предположением независимости каждого 
канала обслуживания, представляющего отдельный контейнер. 
Динамическое изменение интенсивности обслуживания в разных 
каналах в зависимости от доли загруженных (активных) каналов при 
этом не учитывалось. 

Влияние числа разворачиваемых в узлах кластера контейнеров 
на среднее время ожидания и устойчивость облачных вычислений к 
DDoS атакам исследовано в [9]. Результаты статьи [9], 
подтвержденные аналитическим моделированием и 
экспериментальными исследованиями, могут быть применены при 
динамической реконфигурации систем в зависимости от 
интенсивности DDoS атак, направленных на нарушение 
стационарности обслуживания потока легальных запросов и их 
потерю. 

Ограниченность существующих моделей кластеров с 
контейнерной виртуализацией обусловлена недостаточностью 
исследований влияния на задержки обслуживания запросов 
динамического разделения ограниченных вычислительных ресурсов 
между простаивающими контейнерами и контейнерами, 
выполняющими функциональные запросы. Такая особенность 
совместной работы виртуальных контейнеров вызывает усложнение 
моделей массового обслуживания, так как интенсивность выполнения 
запросов в каждом контейнере связана с динамическим разделением 
общих ресурсов между активными (выполняющими функциональные 
задачи) контейнерами с учетом издержек на поддержку всех 
развернутых в виртуальной машине контейнеров (активных и 
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простаивающих). Снижение интенсивности обслуживания в каждом 
контейнере из-за совместного использования общих ресурсов зависит 
от многих трудно исследуемых факторов, в том числе от частоты и 
длительности обращения контейнеров во время обслуживания запроса 
к тем или иным ресурсам процессоров и памяти. Разделение общих 
вычислительных ресурсов зависит от наличия интервалов простоев 
при таких обращениях, во время которых общие ресурсы 
потенциально могут использоваться другими активными 
контейнерами. Такое адаптивное разделение общих ресурсов 
несомненно способствует эффективности их совместного 
использования и минимизации простоев в результате предоставления 
ресурсов для работы других активных контейнеров. Учет 
перечисленных факторов совместного использования общих ресурсов 
приводит к трудоемкости построения аналитической модели 
обслуживания кластерных систем с контейнерной виртуализацией.  

При построении аналитической модели массового 
обслуживания систем с контейнерной виртуализацией в статье [31] 
предлагается использовать экспериментально установленную 
зависимость снижения интенсивности обслуживания отдельных 
контейнеров от числа развернутых в виртуальной машине контейнеров 
и их активной части, которая изменяется в зависимости от 
интенсивности потока запросов. Эксперименты, описанные в [31], 
подтверждают существенное влияние разделения ограниченных 
вычислительных ресурсов виртуальной машины между активными и 
развернутыми контейнерами. 

При сочетании экспериментальных исследований и 
аналитического моделирования в статье [31] дана оценка 
вероятностно-временных показателей качества обслуживания запросов 
в системах контейнерной виртуализации. В статьях [31, 32] узлы 
кластера представлены как многоканальные СМО с общей очередью 
(конечной для [32] и бесконечной для [31]). Показано существование 
оптимального значения числа разворачиваемых контейнеров в узле 
кластера, а также сформулирована задача оптимизации этого числа, 
направленная на снижение задержек обслуживания запросов в таких 
системах. 

Ограничения, предлагаемого в [31, 32] подхода к построению 
аналитической модели обслуживания кластера с контейнерной 
виртуализацией, заключается в необходимости проведения достаточно 
трудоемкого эксперимента в зависимости от изменений среднего 
времени выполнения запросов для каждого значения числа 
разворачиваемых в узлах кластера виртуальных контейнеров и их 
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активного числа, зависящего от интенсивности трафика. 
Многоканальные СМО [31, 32] ориентированы на системы, в которых 
к развернутым в каждом узле контейнерам организуется общая 
очередь. Эти модели не отражают функционирование кластеров с 
контейнерной виртуализацией, в которых к каждому контейнеру 
организуется отдельная очередь, а кластер представляется группой 
одноканальных СМО. Построение таких моделей затруднено из-за 
того, что разделение ограниченных общих ресурсов кластера между 
контейнерами приводит к необходимости учета зависимости 
облуживания очередей разных СМО, представляющих различные 
контейнеры. Сложность установления зависимости интенсивности 
обслуживания в разных одноканальных СМО обусловлено 
разделением общих ресурсов между разными СМО в зависимости от 
соотношения числа развернутых и активных контейнеров, 
меняющемся при изменениях интенсивности входного потока. 

Для упрощения моделей кластеров с контейнерной 
виртуализацией при организации отдельных очередей к каждому 
контейнеру в данной статье предлагается приближенная граничная 
оценка среднего времени ожидания запросов и вероятности их 
своевременного обслуживания. 

Построение предлагаемой приближенной аналитической модели 
предполагает экспериментальное определение зависимости 
интенсивности обслуживания в отдельных контейнерах от 
изменяемого числа разворачиваемых контейнеров в узле кластера и их 
числа, участвующих в выполнении функциональных запросов 
(активных контейнеров). Число активных контейнеров зависит от 
интенсивности трафика запросов. Экспериментально полученные 
данные о интенсивности обслуживания в контейнере с учетом 
динамического разделения ресурсов узла на обслуживание запросов в 
активных контейнерах предполагается использовать для верхней, 
нижней и усредненной оценки загрузки контейнеров. Загрузка 
контейнеров определяется в зависимости от интенсивности входного 
потока запросов, распределяемых балансировщиком в узел кластера. 
Результаты аналитической оценки загрузки контейнеров используются 
для оценки математического ожидания числа контейнеров, 
задействованных в обработке трафика и математического ожидания 
интенсивности обслуживания запросов в контейнерах. При 
определении математического ожидания интенсивности обслуживания 
запросов в контейнерах используются результаты экспериментов, что 
позволяет учесть влияние динамического разделения общедоступных 
ресурсов узла между контейнерами, участвующими и не 
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участвующими в обслуживании запросов. Полученная приближенная 
оценка интенсивности обслуживания в контейнерах в дальнейшем 
используется для вычисления вероятности своевременного 
обслуживания запросов и их средней задержки в узлах кластера в 
зависимости от интенсивности поступающих запросов. 

Таким образом целью статьи является исследование 
возможностей повышения эффективности кластерных систем 
конвейерной виртуализации на основе предлагаемых приближенных 
граничных моделей для оценок среднего времени пребывания 
запросов в кластере и вероятности их своевременного обслуживания за 
время, не превышающее предельно допустимое значение ожидания в 
очереди. 

В качестве целевого критерия эффективности для систем, не 
требующих выдачи результатов в директивные сроки, используется 
среднее время пребывания (ожидания) запросов в системе. Для систем 
с ограниченным допустимым временем ожидания (системы реального 
времени) в качестве целевой функции используется максимизация 
вероятности выполнения запросов за время меньшее предельно 
допустимого. 

Оптимальные масштабирование и реконфигурация узлов 
кластера при изменениях входных потоков реализуется путем 
отключения или подключения части развернутых в виртуальных 
машинах контейнеров в зависимости от изменений нагрузки. 
Отключение части развернутых контейнеров позволяет уменьшить не 
только энергопотребление кластера, но и снизить загрузку общих 
ресурсов на поддержку функционирования неактивных контейнеров. 

2. Рассматриваемые варианты организации системы 
с контейнерной виртуализацией. Рассмотрим варианты построения 
компьютерных систем на базе виртуальных машин с контейнерной 
виртуализацией. Простейшая организация таких систем, 
представленная на рисунке 1, включает виртуальную машину с 
развернутыми в ней n контейнерами. В простейшем случае 
контейнеры считаются функционально и параметрически 
одинаковыми, при этом к каждому контейнеру формируется отдельная 
очередь запросов. Виртуальные машины (рисунок 1), при 
необходимости, могут объединяться в кластеры на базе одного или 
нескольких физических узлов (серверов) кластера. 

Организация кластера, состоящего из N независимых узлов, 
реализованных в виде виртуальных машин, каждая из которых 
содержит n контейнеров, в предположении отсутствия образования 
очередей в балансировщике нагрузки приведена на рисунке 2, а с 
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учетом возможности формирования очереди при распределении 
запросов на рисунке 3. 

Особенностью моделируемой системы является то, что 
интенсивность обслуживания в каждом контейнере изменяется в 
зависимости от количества развернутых контейнеров и меняющегося 
числа активных контейнеров, что предполагает зависимость 
обслуживания запросов в разных контейнерах узла. 

На рисунках 1-3 рассматриваемых вариантов систем 
обозначены: интенсивность входного потока запросов λ, 
поступающего в каждый узел кластера (виртуальную машину), а также 
интенсивности входного и выходного потока всего кластера (которые 
при отсутствии потери запросов в системе совпадают). Следует 
подчеркнуть, что представленные одноканальные СМО, отличаются от 
классических, в которых интенсивность обслуживания в каждой СМО 
не меняется. В системах с виртуальный контейнеризацией общие 
ресурсы узла динамически разделяются между контейнерами, причем 
как активными, так и пассивными. Для исследования этого 
распределения между активными и пассивными контейнерами на 
интенсивность обслуживания в них запросов в следующем разделе 
описаны проведенные эксперименты. 

 

 
Рис. 1. Организация виртуального компьютерного кластера 
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Рис. 2. Организация кластера N виртуальных машин с контейнеризацией 

без формирования очереди в балансировщике нагрузки 
 

 
Рис. 3. Организация кластера виртуальных машин с контейнеризацией 

при формировании очереди в балансировщике нагрузки 
 

3. Экспериментальное исследование влияния числа 
активных и общего числа контейнеров в узлах на интенсивность 
обслуживания в контейнерах. Эксперимент [30, 31] проведен на 
кластере (рисунок 4), в котором узлы представлены изолированными 
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виртуальными машинами Proxmox с конфигурацией 1 vCPU и 2 ГБ 
оперативной памяти, работающими на хосте с 4 процессорами Intel(R) 
Core(TM) i5-4570 @ 3,20 ГГц. Однопоточный веб-сервер, 
запакованный в каждый контейнер, написан на языке 
программирования Python и развёрнут на узлах кластера 
с использованием платформы k3 s. 

Программа внутри веб-сервера включает в себя асинхронную 
отправку запросов в базу данных и выполнение простых операций 
умножения матриц в нескольких циклах. Размер кеша составляет 
50 МБ. 
 

 
Рис. 4. Конфигурация системы для реализации эксперимента 

 
В результате эксперимента установлена зависимость 

интенсивности обслуживания запросов в контейнере µ(n, m) от числа 
развернутых контейнеров n и от числа активных контейнеров m 
(выполняющих обслуживание запросов). 

Интенсивности обслуживания, полученные в результате 
эксперимента, отражены матрицей M. Строки матрицы соответствуют 
числу развернутых контейнеров n (n=1, 2,…, n0, где n0 максимальное 
число контейнеров, предусмотренных к разворачиванию в узле), 
а столбцы числу активных контейнеров m (m=1 ,2,…, n). Таким 
образом, элемент матрицы M, расположенный в n-й строке и m-м 
столбце представляет интенсивность обслуживания запросов µ(n, m) в 
контейнере, когда в нем развернуто n контейнеров и m из них активно. 
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Пример вида матрицы М представлен ниже: 
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

 

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

  22.3056
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0 0 0 0 0 0 0
08  1 0.4739    9.6111

  22.1379  1 2.4
0

521    
0

 9.
0

80
0

15
0

 
0

 
0

 
0

 
0

8
0

.
0

6
0 0 0

678
0

   7.8260
  22.0971  1 2.2769     9.4101     8.0412     7.2940     6.8094
  22.0736  1 2.0474     8.9995     7.7675     6.7622     6.3337     5.9818
  21.9897  1 1.9974     8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
.9397     7.4726     6.6169     5.8908     5.5987     5.2086

  22.0303  1 1.8065     8.5902     7.1756     6.1438     5.7449     5.3634     4.9734     4.8870
  21.9299  1 1.6579     8.6411     6.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

9367     6.1595     5.5669     5.0955     4.7114     4.4394     4.2970
  21.7162  1 1.5665     8.3528     6.7052     5.9114     5.2396     4.8631     4.4923     4.2513     4.0792     3.9427
  21.7159

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

 1 1.5296     8.2876     6.7299     5.7047     5.1878     4.6436     4.3049     4.0989     3.8672     3.6705     3.5818
  21.7351  1 1.4611     8.2649     6.5284     5.7352     5.0660     4.4858     4.2710     3

0 0 0 0 0 0 0 0
.9047     3.8288     3.7296     3.5496     3.4161

  21.7273  1 1.4523     8.1945     6.6133     5.5663     4.8881     4.4374     4.0664     3.9208     3.6204     3.5038     3.3795     3.3012     3.0541
  21

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

.6894  1 1.4576     8.0965     6.4295     5.5191     4.7594     4.3047     4.0417     3.7328     3.4820     3.3966     3.2322     3.2267     2.9882     2.9335
  21.6895  1 1.4234     8.0055     6.2783     5.4427    

0 0 0 0 0
 4.7469     4.2578     3.9279     3.7281     3.4541     3.2929     3.1300     3.0727     2.8806     2.8141     2.7312

  21.6282  1 1.3349     7.9741     6.3664     5.3621     4.5994     4.1624     3.8823     3.6295  
0 0 0 0

   3.3805     3.2936     3.1243     2.9631     2.7504     2.7581     2.6261     2.6605
  21.6281  1 1.3030     7.9727     6.2405     5.3050     4.5602     4.2300     3.7810     3.5101     3.3191     3.1837     3.0321

0 0 0
    2.8750     2.7859     2.7066     2.6156     2.5579     2.4548

  21.6513  1 1.3169     7.9507     6.3076     5.3560     4.5686     4.1681     3.6999     3.4874     3.2733     3.0575     2.8461     2.7518     2.6416
0 0

    2.5834     2.5033     2.4001     2.3939     2.3093
  21.6063  1 1.1883     7.9095     6.1469     5.2033     4.5864     4.0560     3.7413     3.4260     3.1818     2.9930     2.8750     2.7654     2.6354     2.6127  

0
   2.4944     2.4573     2.3296     2.2657     2.2206

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Результаты эксперимента по оценке влияния количества общих 

и активных контейнеров на интенсивность обработки запросов 
контейнером и на измеряемую загрузку процессора узла представлены 
на рисунке 5(а, б). На рисунке 5(а) (слева) представлены результаты 
измерений интенсивности обслуживания запросов в контейнерах, а на 
рисунке 5(б) (справа) – результаты измерения загрузки процессора 
узла кластера. 

Результаты экспериментов показывают, что снижение 
интенсивности обработки запросов каждым контейнером, зависящее 
от числа активных контейнеров, нелинейно. Такая зависимость имеет 
место предположительно потому, что во время обработки запроса 
контейнеры потенциально не всегда используют ресурсы процессора. 
При этом ресурсы процессора могут быть задействованы для 
обслуживания запросов другими активными контейнерами. 

Из анализа первого столбца таблицы заметно влияние затрат 
процессорных ресурсов на поддержку функционирования в режиме 
ожидания неактивных контейнеров. Анализ строк матрицы М 
показывает снижение интенсивности обработки запросов каждым 
активным контейнером в зависимости от числа активных контейнеров в 
узле. При этом видно, что анализируемая интенсивность обслуживания 
не снижается прямо пропорционально числу активных контейнеров. 
Вследствие динамического распределения ресурсов между активными 
контейнерами снижение рассматриваемой интенсивности обслуживания 
от числа активных контейнеров оказывается значительно меньшим. 

Построение аналитической модели массового обслуживания для 
систем, предусматривающих организацию очередей к каждому 
контейнеру, связано с определенными трудностями. Поэтому в данной 
статье предлагается приближённая граничная (верхняя и нижняя) 
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и средняя оценка задержек в рассматриваемых системах контейнерной 
виртуализации. 

Следует заметить, что некоторые результаты измерений, могут 
зависеть от конкретной реализации используемых вычислительных 
средств и программного обеспечения, а это в отдельных случаях 
может ограничивать применение модели в новых средах с 
отличающимися характеристиками. Таким образом, проведение 
экспериментов для повышения достоверности модели необходимо 
реализовать с применением конкретных реализаций узлов, которые 
предусмотрено использовать при проектировании кластера. 
 

 
а) б) 

Рис. 5. Результаты эксперимента по оценке влияния количества общих и 
активных контейнеров: а) на интенсивность обработки запросов контейнером; 

б) на загрузку процессора узла кластера 
 

4. Приближенная модель оценки задержек обслуживания 
в компьютерной системе с контейнерной виртуализацией. При 
построении модели обслуживания рассматриваемых компьютерных 
систем предполагается, что узлы кластера функционируют в 
стационарном режиме. Поток запросов считается простейшим, а время 
обслуживания запросов – экспоненциальным. Обслуживание на разных 
узлах кластера (виртуальных машинах) предполагается независимым. 
Входной поток запросов с интенсивностью λ равномерно 
распределяется между контейнерами. Каждый контейнер моделируется 
как одноканальная система массового обслуживания с бесконечной 
очередью и простейшим входным потоком. Все контейнеры считаются 
однородными по функциональности и параметрам обслуживания. 
Предполагается, что запросы в очереди и во время обслуживания не 
теряются, а их репликация не осуществляется. Влияние отказов, сбоев и 
ошибок вычислений в данной модели не учитывается. 
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Для оценки задержек в узлах кластера (виртуальных машинах) 
предлагается использовать приближённые верхнюю, нижнюю и 
усреднённую оценки интенсивности обслуживания в каждом 
контейнере в зависимости от числа развернутых контейнеров и их 
активного числа, изменяющегося в процессе функционирования 
системы. 

Построение приближённой модели проведём в соответствии со 
следующим алгоритмом: 

1. Используя результаты эксперимента, представленного 
матрицей M, определим верхнее, нижнее и усреднённое значения 
интенсивности обслуживания запросов в контейнере. 

2. По установленным (заданным) в пункте 1 значениям 
интенсивности обслуживания вычислим верхнюю, нижнюю и 
усреднённую оценки загрузки одного контейнера в зависимости от 
интенсивности входного потока запросов, равномерно 
распределяемого балансировщиком между узлами кластера и 
развернутыми в них контейнерами. 

3. Определив загрузку контейнеров (вероятности их 
занятости), вычислим математическое ожидание числа активных 
контейнеров и вероятности различного числа активных контейнеров, 
обслуживающих функциональные запросы. 

4. Оценим интенсивность обслуживания запросов в 
контейнерах, используя результаты расчётов вероятностей активности 
различного числа контейнеров m (m = 1, 2, 3, … , n), полученных на 
предыдущем этапе. Для этого умножим вычисленные вероятности на 
соответствующие значения интенсивности обслуживания µ(n, m), 
взятые из матрицы M, полученной экспериментально. Это позволит 
учесть влияние динамического разделения общедоступных ресурсов 
узла между активными и неактивными контейнерами. 

5. Определив приближённое значение интенсивности 
обслуживания в контейнере с учётом влияния динамического 
разделения общедоступных ресурсов узла между активными и 
ожидающими запросов контейнерами, вычислим среднюю задержку 
запросов в очередях узлов кластера в зависимости от интенсивности 
поступающих в кластер запросов и числа контейнеров, развернутых в 
его узлах. 

Аналогично (при повторении пунктов 1-4 алгоритма) может 
быть получена приближённая оценка вероятности своевременного 
обслуживания запросов в зависимости от интенсивности трафика и 
числа контейнеров, развернутых в узлах кластера. Оценка вероятности 
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своевременного обслуживания запросов проведена в разделе 5 данной 
статьи. 

Рассмотрим построение модели обслуживания в системах 
с контейнерной виртуализацией более подробно. 

Вначале рассмотрим обслуживание в узле кластера, 
укомплектованного одной виртуальной машиной с n развернутыми в 
ней контейнерами (рисунок 1). 

При построении аналитической модели по п.1 приведённого 
алгоритма будем считать, что интенсивность обслуживания в 
контейнерах не зависит от изменений длины очереди (числа активных 
контейнеров). Загрузку контейнера при верхней, нижней и 
усреднённой оценке примем равной: 
 

,=
⋅ gn
λρ
µ

 

 
при этом μg – соответственно верхняя, нижняя либо усреднённая 
оценка интенсивности обслуживания запросов в контейнере, 
задаваемая в соответствии с пунктом 1 приведённого выше алгоритма. 

Оценку интенсивности обслуживания μg можно получить с 
учётом результатов проведённых экспериментов. При этом возможны 
верхняя, нижняя и средняя оценки искомой загрузки контейнеров ρ. 

При верхнем приближении загрузки контейнера ρ примем 

μg=μ(n, n), при нижнем μg=μ(n,1), а при усреднённом 
1

( , ) / .µ µ
=

= ∑
n

g
i

n i n  

При этом значения μ(n,1), μ(n,n) и μ(n,i) берутся с учётом 
экспериментально установленных результатов, представленных 
в матрице M. Погрешность усредненной оценки µg обусловлена тем, 
что все состояния с разным числом активных контейнеров считаются 
равно вероятными. 

Таким образом, загрузка контейнера при верхней, нижней 
и усредненной оценке задается как: 
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( , ) ,   ,

( , ),   .
=



= 




∑
n

i

n n при нижней оценке
n n n при верхней оценке

n i при усредненной оценке

λ µ
ρ λ µ

λ µ

 (1) 
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Упрощение модели обусловлено тем, что предполагается 
неизменность интенсивности обслуживания μg, а также загрузки 
контейнеров ρ, вне зависимости от текущей длины очереди. 

В момент поступления запроса в некоторый контейнер среди 
остальных n−1 контейнеров могут быть заняты (активны) i=0, 1, … , 
n−1 контейнеров. Вероятность того, что в рассматриваемый момент 
времени поступления запроса активно i контейнеров, оценим как: 

 
1

1 (1 )i i n i
i nCρ ρ ρ − −

−= ⋅ ⋅ − , (2) 
 
где ρ оценивается по формуле (1). 

Далее определим интенсивность обслуживания запросов в 
контейнерах с учетом вероятности активности различного числа 
контейнеров. При этом вероятность активности некоторого контейнера 
зададим через ранее определенное значение его загрузки ρ, которое 
вычисляется по формуле (2) при условии неизменности интенсивности 
обслуживания в контейнерах вне зависимости от их активного числа. 

Интенсивность обслуживания в контейнере с учетом 
вероятности активности i контейнеров оценим следующим образом: 

 
1

1
1

0
( , 1) (1 ) ,

−
− −

−
=

= + ⋅ ⋅ −∑
n

i i n i
n

i
n i Cµ µ ρ ρ  (3) 

 
При этом μ(n, i+1) – интенсивность обслуживания запросов в 

контейнере при активности i контейнеров и развертывании n 
контейнеров на узле. Значение μ(n, i+1) определяется по матрице M, 
сформированной в результате описанного выше эксперимента. 

Верхнюю, нижнюю и усредненную оценки математического 
ожидания интенсивности обслуживания в контейнере μ получаем 
соответственно при верхней μupper, нижней μlower и средней μavg оценках 
загрузки контейнеров ρ. 

Результаты оценки интенсивности обслуживания в одном 
контейнере в зависимости от числа развернутых в виртуальной 
машине контейнеров для трех рассматриваемых приближений 
приведены на рисунке 6. Расчёт выполнен при интенсивности запросов 
λ=19 с-1. 
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Рис. 6. Оценка интенсивности обслуживания контейнером в зависимости от 

числа развернутых контейнеров n, результаты получены при верхней, нижней 
и средней оценке загруженности контейнеров 

 
Рисунок 6 показывает, что интенсивность обслуживания 

в одном контейнере уменьшается с увеличением количества 
развернутых в узле контейнеров n. 

Зависимость интенсивности обслуживания в контейнере 
от интенсивности запросов λ при n=20 (слева) и n=10 (справа) 
приведена на рисунке 7(а) и 7(б) соответственно. 

 

 
а б 

Рис. 7. Оценка интенсивности обслуживания в контейнере в зависимости 
от интенсивности запросов λ при n=20 (а – слева) и n=10 (б – справа) 
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На рисунке 7 наблюдается, что интенсивность обслуживания 
в контейнере уменьшается при увеличении интенсивности запросов. 
Это объясняется тем, что с увеличением интенсивности запросов 
вероятность активации большего числа контейнеров также 
увеличивается, что приводит к уменьшению интенсивности 
обслуживания в каждом контейнере. 

Верхнюю, нижнюю и среднюю оценки математического 
ожидания времени пребывания запросов T в узле кластера 
(в контейнере) вычислим как: 
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Рис. 8. Оценка среднего времени пребывания запросов в контейнере Т 

в зависимости от числа развернутых в узле контейнеров n 
 

Оценка среднего времени пребывания запросов в контейнере Т 
от числа развернутых в узле контейнеров по предлагаемой модели и 
при имитационном моделировании представлены на рисунке 8 при 
интенсивности запросов λ = 19 с-1. Имитационное моделирование [33] 
проведено с использованием языка Python и библиотеки 
моделирования SimPy [34 – 36], при этом контейнеры моделируются 
как объект службы с использованием класса SimPy.Resource. 

Программа имитационного моделирования включает два 
ключевых этапа: 
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1. Преобразование потоков запросов, характеризующихся 
интервалами между ними, распределенными по экспоненциальному 
закону случайных величин, среднее значение которых задается 
пользователем. 

2. Обслуживание запросов, когда время выполнения каждого 
запроса распределено экспоненциально. 

На втором этапе учитывается зависимость интенсивности 
обслуживания в контейнере (service_rate) от общего числа контейнеров 
n и количества активных контейнеров m с использованием функции 
µ(n, m), отображаемой в матрице М. Эта взаимосвязь может быть 
учтена с помощью функции SimPy.Resource.count, которая 
предоставляет информацию о количестве занятых процессов в 
определенный момент времени, что является индикатором количества 
активных контейнеров. 

Графики на рисунке 8 показывают, что верхняя, нижняя и 
усреднённая оценки не противоречат результатам имитационного 
моделирования. Средняя абсолютная процентная ошибка (MAPE) 
времени пребывания запросов в контейнере Tavg относительно 
результатов имитационного моделирования составляет 7,4%. Таким 
образом, можно считать, что предложенная аналитическая модель 
адекватно описывает поведение системы. 

Из графика на рисунке 8 видно, что существует оптимальное 
число развернутых в узлах контейнеров n, при котором среднее время 
пребывания запросов T в системе минимально. При этом следует 
отметить, что искомое значение оптимального числа развернутых в 
узлах контейнеров n при верхней, нижней и усреднённой оценках 
времени пребывания запросов в системе практически совпадает. 

Таким образом, из представленных зависимостей видно, что при 
проектировании систем контейнерной виртуализации предложенная 
аналитическая модель может использоваться для поиска оптимального 
числа реплик контейнеров (n), разворачиваемых в виртуальной 
машине.  

На рисунке 9 отображено среднее время пребывания запросов в 
системе при различных значениях интенсивности запросов λ. 

Расчет математического ожидания времени пребывания 
запросов в узле от интенсивности трафика при различных значениях 
количества развернутых контейнеров n=5, 10, 15, 20 отражен на 
рисунке 10. 
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а) 

 
б) 

 
в)  

г) 
Рис. 9. Время пребывания запросов в системе в зависимости от числа 

развернутых контейнеров n при значениях интенсивности запросов: а) λ=5; 
б) 10; в)15; г) 20 с-1 

 

 
Рис. 10. Расчет математического ожидания времени пребывания запросов 

в узле от интенсивности трафика 
 

Использование модели М/G/1. Установленная зависимость 
интенсивности обслуживания в контейнерах от числа n развернутых в 
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узле контейнеров и их активной части, зависящей от интенсивности 
входного потока, позволяет более точно представить процесс 
обслуживания в каждом контейнере моделью М/G/1. 

В этом случае для определения среднего времени пребывания 
запроса в очереди контейнера воспользуемся формулой Полячека-
Хинчина [16]: 
 

(2) (2)
0 0

0 0
,

2(1 ) 2(1 )
v v

w
v

λ λ
ρ λ

= =
− −

 

 
где λ0= λ/n, а v и v(2) первый и второй начальный момент времени 
обслуживания запросов в контейнере при заданном числе развернутых 
контейнеров n. Искомые первый и второй начальные моменты найдем 
на основе перебора гипотез с определением вероятности активности 
различного числа из развернутых контейнеров: 
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<  вероятность, что некоторой контейнер активен, 

а уточнение оценки интенсивности обслуживания в контейнере 
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где µ определяйся по формуле (3). 

Учет задержки распределения запросов. Для кластеров, 
объединяющих N виртуальных машин, в каждой из которых 
развернуто n контейнеров, при вычислении среднего времени 
пребывания запросов в системе помимо рассмотренной выше оценки 
задержек в узле кластера необходимо учитывать дополнительную 

934

____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2025. Том 24 № 3. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



задержку распределения запросов Тр по узлам кластера при 
балансировке нагрузки. 

При распределении запросов с балансировкой нагрузки 
интенсивность запросов, поступающих в кластер λвх, равномерно 
распределяется по его узлам, то есть интенсивность поступления 
запросов в узел кластера будет равна λ=λвх/N. Если при балансировке 
загрузки в кластере очереди не формируется (рисунок 2), то время 
распределения запросов Тр = vр , где vр – средние задержки в 
балансировщике при распределении запросов. Если в кластере очередь 
на диспетчеризацию (распределение с балансировкой) образуется 
(рис.3), то при представлении диспетчера (балансировщика) в виде 
классической одноканальной системы с бесконечной очередью типа 
М/М/1, имеем задержки распределения запросов: 
 

.
(1 )

=
− ⋅

р
р

вход р
T

ν
λ ν

 

 
Представленная приближённая модель позволяет установить 

аналитическую зависимость задержек ожидания запросов в очередях 
для кластерных систем с контейнерной виртуализацией. 

Развитие предложенных моделей может включать исследование 
влияния на задержки обслуживания и нарушения непрерывности 
функционирования из-за отказов, приводящих к потере времени на 
реконфигурацию структуры и контроль функционирования. 
Уточнение моделей может проводиться с учетом возможной 
неопределенности трафика и его периодических изменений. 
Представляется целесообразным исследование потенциальных 
возможностей уточнения предлагаемых моделей на основе 
композиционного подхода к имитационному моделированию систем 
массового обслуживания с параметрической неопределенностью [33]. 

5. Оценка вероятности своевременного обслуживания 
запросов. Предлагаемые выше приближенные модели массового 
обслуживания кластеров с контейнерной виртуализацией позволяют 
оценить среднее время пребывания запросов с учетом влияния на 
интенсивность их обслуживания числа развернутых и активных 
контейнеров, совместно использующих общие вычислительные 
ресурсы узлов. 

Для функционирования кластера при ограничении на 
допустимое время ожидания важна оценка вероятности обслуживания 
запросов за время, меньшее предельно допустимого t0. 

935

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

MATHEMATICAL MODELING AND APPLIED MATHEMATICS



Функционирование контейнера представим моделью массового 
обслуживания с неограниченной очередью типа M/M/1. По 
результатам оценки математического ожидания интенсивности µ, с 
учетом влияния общего числа развернутых и активных контейнеров 
(пункты 1-4 приведенного выше алгоритма построения приближенной 
модели обслуживания), вероятность не превышения при ожидании в 
контейнере предельно допустимого времени t0 определим как: 

 

0
1 e .

t
nP

n

λ µλ
µ

 − 
 = −  (5) 

 
При расчетах может быть взято верхнее нижнее или 

усредненное значение интенсивности обслуживания запросов, 
полученное выше по формуле (3). 

Искомая зависимость вероятности своевременного 
обслуживания запросов в узле кластера P за время, меньшее t0, от 
интенсивности поступления запросов в узел кластера λ приведена на 
рисунке 11(а) для верхнего (Pmax), нижнего (Pmin) и усреднённого (Pavg) 
приближений. Из рисунка 11(а) видно, что разброс между верхней 
и нижней оценками увеличивается по мере роста интенсивности 
запросов λ (1/с) и числа развернутых в узле контейнеров. Расчёт 
проведён при предельно допустимом времени ожидания t0=0,3 с. 
На рисунке 11(б) отражена зависимость усреднённой оценки 
вероятности своевременного обслуживания P от интенсивности 
запросов λ (1/с) при развертывании в виртуальной машине n=3, n=5 и 
n=10 контейнеров при допустимом времени ожидания t0=0,3 с и t0=0,4 
с. Из рисунка 11(б) видно, что увеличение числа развертываемых в 
узле контейнеров не всегда однозначно приводит к повышению 
вероятности обслуживания P за время, не превосходящее предельно 
допустимое t0 время ожидания. 

Результаты граничных (верхней и нижней) и усредненной 
оценок вероятности выполнения запросов P за время меньшее t0 при 
изменениях числа контейнеров в узле n представлены на рисунке 12. 
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a) 

 

 
б) 

Рис. 11. Результаты граничных (верхней и нижней) и усредненной оценок 
вероятности выполнения запросов P за время меньшее t0 при изменениях 

интенсивности λ (1/с) трафика 
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Рис. 12. Результаты граничных (верхней и нижней) и усредненной оценок 
вероятности выполнения запросов P за время меньшее t0 при изменениях 

числа контейнеров в узле n 
 

Представленные на рисунке 12 графики показывают 
существование оптимального числа развернутых в узлах кластера 
контейнеров, при котором достигается максимум вероятности 
своевременного обслуживания запросов.  

Проведенные исследования показывают, что при использовании 
верхней, нижней и усредненной оценки интенсивности обслуживания 
в контейнерах искомое оптимальное значение числа развертываемых в 
узле контейнеров имеет близкие целочисленные значения. 

В данной статье (рисунок 8) показано существование 
оптимального числа развернутых контейнеров в узле, при котором 
обеспечивается минимум времени пребывание запросов в узле. 
Постановка и решение задачи оптимизации выходит за рамки данного 
исследования и требует дополнительных исследований, в том числе 
при возможности изменений интенсивности входного потока 
(например, его периодических изменений в течение суток). В 
простейшем случае, когда интенсивность входного потока задана, 
возможна следующая простейшая постановка оптимизации. 

Для систем, к которым не предъявляется требование 
выполнения запросов за предельно допустимое время, в качестве 
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критерия оптимальности (целевой функции) используется минимум 
среднего времени пребывания запросов в системе. 

Для систем, к которым предъявляется требование выполнения 
запросов за предельно допустимое время, в качестве критерия 
оптимальности используется максимум вероятности не превышения 
задержек ожидания предельно допустимого времени t0 , определяемой 
по формуле (5). 

Для каждого из сформулированных критерием в качестве 
параметра управления выступает число контейнеров n 
разворачиваемых в узле. В качестве ограничений рассматривается 

условие стационарности 1
n
λ
µ

<
⋅

, где µ определяется по формуле (3). 

В качестве ограничения также может вводиться наибольшее число 
разворачиваемых в узле контейнеров. 

Предложенные приближенные модели массового обслуживания 
в кластерных системах с компьютерной виртуализацией позволяют 
установить влияния числа разворачиваемых в узлах кластера 
контейнеров на задержку и вероятность своевременного обслуживания 
запросов. 

Обсуждение результатов и направления развития. Новизна 
предлагаемой модели массового обслуживания кластера с 
контейнерной виртуализацией заключается в учете влияния 
разделения общих ресурсов между активными и неактивными 
контейнерами на снижение интенсивности обслуживания в каждом 
контейнере. 

Отличие предлагаемой модели кластера с контейнерной 
виртуализацией состоит в представлении кластера группой 
одноканальных взаимозависимых СМО, каждая из которых 
соответствует отдельному контейнеру. Взаимозависимость 
одноканальных СМО, объединяемых в группу, обусловлена тем, что 
распределение общих ограниченных ресурсов между активными и 
неактивными контейнерами, приводит к снижению интенсивности 
обслуживания в каждом из них. Особенность предлагаемой модели 
заключается в учете этой взаимозависимости отдельных 
одноканальных СМО. 

Развитие предлагаемых моделей для структурно-
параметрической оптимизации кластерных систем с контейнерной 
виртуализацией предусматривается в направлении учета влияния 
отказов, сбоев и ошибок вычислений [37 – 40]. Модели должны быть 
ориентированы на оптимизацию кластера в условиях 
многокритериальности и стохастической неопределенности трафика, 
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в том числе при его функциональной и параметрической 
неоднородности, включая неоднородность запросов по критичности 
к допустимому времени их ожидания [13, 14, 41, 42]. Для 
распределенных компьютерных систем, предусматривающих 
межмашинный обмен данными через сеть [13, 14, 43], при оценке 
надежности и задержек передач необходим учет избыточности их 
топологии и возможности организации многопутевых передач, в том 
числе с репликацией и сегментацией передаваемых данных 
[13, 14, 44].  

В дальнейшем предполагается построение модели надежности 
рассматриваемых систем и постановку задачи многокритериальной 
оптимизации. В качестве критерия, объединяющего рассмотренные 
в данной статье показатели задержек и показатели надежности, 
предполагается использовать, в частности, коэффициент готовности 
к выполнению запросов в установленные сроки [45]. Заметим, что этот 
критерий не формальный, а имеет физический смысл. 

В направлении исследование возможностей изоляции 
различных вычислений, выполняемых одновременно, в рамках одного 
вычислительного устройства известных из [15] предполагается 
построение моделей, не ограниченных простейшими потоками 
и экспоненциальным обслуживанием [46], с учетом особенностей 
контейнерной виртуализации. Указанные направления развития 
работы ориентированы на возможность количественного обоснования 
выбора решений по контейнерной виртуализации, а также сравнения и 
обоснования выбора с учетом других технологий виртуализации [47 –
 52]. 

6. Заключение. Предложена приближенная аналитическая 
оценка вероятностно временных показателей качества обслуживания 
запросов в кластерных системах конвейерной виртуализации, 
получаемая при сочетании экспериментальных исследований и 
аналитического моделирования. 

При построении аналитической модели обслуживания каждый 
контейнер представляется как отдельная одноканальная система 
массового обслуживания с бесконечной очередью и простейшим 
входным потоком. Основное отличие предлагаемой модели 
виртуального кластера заключается в граничной верхней, нижней и 
усредненной оценке возможного снижения интенсивности 
обслуживания в контейнерах из-за разделения между ними 
ограниченных общедоступных вычислительных ресурсов узла 
кластера в зависимости от количества развернутых в нем контейнеров 
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и изменяющегося числа активных контейнеров, зависящем от 
интенсивности входного потока. 

На основе предлагаемых приближенных граничных моделей 
оценки среднего времени пребывания запросов в кластере и 
вероятности их своевременного обслуживания за время, не 
превышающее предельно допустимое значение, проведено 
исследование возможностей повышения эффективности кластерных 
систем конвейерной виртуализации. Оценка вероятности 
обслуживания запросов за время не превышающее предельно 
допустимые время особенно важно для систем, критичных к 
своевременности и непрерывности реализации вычислительного 
процесса. 

Показано существование оптимального числа развернутых в 
узлах контейнеров, при котором среднее время пребывания запросов в 
системе минимально либо вероятность выполнения запросов за время 
меньшее предельно допустимого максимальна. При этом следует 
отметить, что целочисленные значения оптимального числа 
развернутых в узлах контейнеров, искомые при верхней, нижней и 
усредненной оценке, имеют достаточно близкие значения. 

Предлагаемые модели могут быть применены при структурно-
параметрической оптимизации кластеров с конвейерной 
виртуализацией, в том числе в случае масштабирования и адаптивной 
реконфигурации к изменениям трафика в системе. Реконфигурация 
кластера при изменениях трафика реализуется в результате 
перенастройки числа развернутых контейнеров. 
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V. BOGATYREV, V. PHUNG  
AN APPROXIMATE ASSESSMENT OF LATENCY IN A 

COMPUTER SYSTEM WITH CONTAINER VIRTUALIZATION 
 
Bogatyrev V., Phung V. An Approximate Assessment of Latency in a Computer System 
with Container Virtualization. 

Abstract. The key role in achieving high reliability, security, fault tolerance, and low 
latency of query service in distributed systems (including cloud computing) is played by the 
consolidation of data processing and storage resources in clusters, the efficiency of which 
increases with the use of virtual machine technologies and container virtualization. The 
complexity of building queuing models for container virtualization systems is caused by the 
fact that the intensity of query execution in each container is associated with the dynamic 
division of shared resources between active (performing functional tasks) containers and the 
costs of supporting all containers deployed in the VM, including inactive containers waiting for 
service requests to be sent to them. The reduction in service intensity in each container due to 
shared resource allocation depends on many factors that are difficult to investigate. For clusters 
with container virtualization, this article provides an approximate boundary estimate of the 
average request waiting time and the probability of timely service. When building an analytical 
model, each container is represented as a separate single-channel queuing system with an 
infinite queue and the simplest input stream. The key feature of the proposed virtual cluster 
model is the estimation of upper, lower, and average bounds for the potential service intensity 
reduction in containers, resulting from the allocation of a node's limited computing resources 
among them. This depends on the number of deployed containers and the dynamically varying 
count of active containers, which is influenced by the input stream intensity. The study 
demonstrates the existence of an optimal number of containers per node, minimizing the 
average request processing time or maximizing the probability of timely request execution. The 
proposed models can be applied to the structural and parametric optimization of clusters with 
pipelined virtualization, including in the case of scaling and reconfiguration adaptive to traffic 
changes by disconnecting or connecting some of the deployed containers depending on 
changes in the load in the system. 

Keywords: container, container virtualization, cluster, resource allocation, latency. 
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I. BYCHKOV, A. FEOKTISTOV, M. VOSKOBOINIKOV, A. EDELEV, 
N. BERESNEVA, O. EDELEVA  

OPTIMIZATION OF INTEGRATED ENERGY SYSTEM 
RESILIENCE 

 
Bychkov I., Feoktistov A., Voskoboinikov M., Edelev A., Beresneva N., Edeleva O. 
Optimization of Integrated Energy System Resilience. 

Abstract. Currently, the development of approaches that enhance the resilience of 
integrated energy systems is a highly relevant research direction. Such approaches are based on 
the structural and parametric optimization of integrated energy systems. Typically, these 
approaches are closely tied to a specific spatio-temporal scope and a particular optimization 
method. The application of developed approaches at other scopes often leads to a significant 
increase in computation time and a possible reduction of solution accuracy. This problem is 
due to the complexity of energy system optimization models and the differences between them. 
To solve this problem, we have developed a methodology for selecting the most suitable 
methods for the design of system resilience at a given spatio-temporal scope. The proposed 
methodology is based on testing methods within a specialized testbed and a multi-criteria 
analysis of test results. The indicators for evaluating the methods include both summary 
metrics of resilience and efficiency parameters of computational resources. The benefits of the 
proposed methodology are illustrated for the resilient design with respect to national and local 
integrated energy systems. Several dozen methods from the well-known Parallel Global 
Multiobjective Optimizer library were efficiently tested in up to 10 hours. The analysis of the 
testing results was performed with different multi-criteria algorithms regarding the 
prioritization of the indicators. 

Keywords: integrated energy systems, resilience enhancement, synthesis, structural and 
parametric optimization methods, multi-criteria analysis, testbed. 
 

1. Introduction. Over the past two decades, problems caused by a 
series of extreme weather events, such as Superstorm Sandy (2012) and 
Hurricane Maria (2017), have highlighted the need for fundamental design 
and efficient operation of modern power systems. After extreme power 
failure events, the cost of restoring the power system becomes prohibitively 
high. This has a direct impact on the economic and social well-being of 
many countries. For example, in February 2021, three severe winter storms 
hit Texas, causing widespread failures in the power generation, 
transmission, and distribution subsystems [1]. The power outages led 
directly and indirectly to the deaths of approximately 200 people [2]. 

Recent research on blackouts has predominantly focused on 
integrated energy systems (IES) reliability [3]. Most of the world's reliable 
energy systems meet the so-called 1n −  supply security criterion, which 
postulates that in the event of a system component failure, the power supply 
can be restored to consumers without load shedding. However, reliability-
based IES designs fail to account for high-impact, low-probability (HILP) 
disruptions because the reliability concept is concerned with normal 
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operating conditions or controllable fault conditions. Designing a resilient 
IES is a challenging due to higher computational complexity.  

In this paper, we propose a methodology for selecting optimization 
methods to solve the resilient IES design problem. Within the methodology, 
we test software developed to solve this problem to select the best 
optimization method for a particular class of IES models. The method 
selection is based on a multi-criteria analysis of two sets of indicators: 
resilience indicators, which are the summary metrics, and efficiency 
indicators for the use of computational resources. The proposed 
methodology is applicable to the design of IESs with different spatio-
temporal scopes and the simultaneous modeling of different categories of 
disturbances 

2. Related works 
2.1. Energy system resilience. The resilience of an IES is defined as 

the ability of a system to anticipate, absorb, and mitigate the effects of the 
disturbances and recover from them rapidly. Under extreme conditions, the 
behavior of IES is described by resilience curves, each of which is a graph 
of the dependence of the system performance p  on time t  [4]. There are 
several ways to represent the resilience curves, such as the resilience 
triangle, resilience trapezoid, and multiphase resilience trapezoid [5]. 

The conceptual resilience trapezoid is shown in Fig. 1. From 0t  to 1t , 
the system is in a stable initial state characterized by the performance level 

2p . When a disturbance occurs at 1t , the system attempts to resist the 
degradation process by absorbing and counteracting the disturbance. The 
disturbance causes the system performance to drop to 0p  at 2t  . Between 

2t  to 3t  the system mitigates to the consequences. From 3t , the system aims 
to restore its functionality in the shortest possible time. The recovery 
process culminates at 4t , with the system reaching a new stable state. The 
system then gradually increases its functionality at T  to one of the levels 

1p - 3p . 
Performance metrics mainly illustrate technological or territorial IES 

characteristics. In contrast, summary metrics [4] characterize different states 
of the system performance, as shown in Fig. 1. These states include 
planning (state 1), resistance (state 2), mitigation (state 3), and recovery 
(state 4). The planning, resistance, and mitigation states can be collectively 
referred to as adaptation. Issues related to the selection of the appropriate 
performance measures, summary metrics, and their standardization are 
discussed in detail in [4, 5]. 
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The primary objective of IES resilience research is to identify a 
strategy for optimal disturbance resistance and rapid recovery. The strategy 
is a set of partially ordered activities that facilitate both adaptation and 
recovery. 

 

 
Fig. 1. The conceptual resilience curve 

 
In the existing, most approaches to enhance the resilience of IESs 

focus on only one of two key areas: the adaptation to disturbances, which 
are typically limited to a specific category, such as natural disasters, and the 
subsequent recovery of the system. The advantages of considering both key 
areas in an integrated manner are the balanced allocation of resources to 
enhance resilience and the significant reduction in performance losses 
during extreme conditions. The main drawback of that is increased 
computational complexity.. 

2.2. Energy system synthesis problem. In this paper, we consider 
the enhancement of IES resilience in the context of the problem of structural 
and parametric optimization of energy systems, which we refer to as energy 
system design (synthesis). Parametric optimization enables the selection of 
optimal parameters for the operation of energy equipment [6]. The objective 
of structural and parametric optimization is to select the most appropriate 
types of energy equipment and locations for their installation. In general, it 
is formulated on the basis of parametric optimization [7]. Therefore, from a 
mathematical and computational point of view, structural and parametric 
optimization is a more complex problem than parametric optimization. 
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The long-term reason for the resilient IES synthesis is a growing 
interest of consumers in exploring cleaner and more sustainable options for 
energy generation. This is driven by the increasing global demand for 
electricity and thermal energy, as well as the exhausted supplies of fossil 
fuels and their harmful effects on the environment.  

The short-term reasons include modern consumption concepts such 
as demand-side management. It is commonly understood as controlled load 
shedding which is not designed for permanent demand reduction or the 
temporal shifting of energy demand within a predefined time window. Two 
main types of demand-side management response measures can be defined, 
namely curtailment and load shifting. Curtailment focuses on the reduction 
of load peaks. Load shifting leads to an advanced or postponed load catch-
up during another point in time, e.g., when sufficient amounts of energy 
from other sources become available. Both measures make energy demand 
more flexible. The short-term factors are influenced not only by the 
consumer behavior but also by resilient dispatch strategies to combine 
distributed energy with traditional energy systems, cooperate with the 
operation of various forms of energy, and give play to the advantages and 
potential of different energy sources. 

The traditional approach to IES synthesis entails the manual creation 
of numerous system configurations that are significantly different from each 
other. The primary disadvantage of this methodology is the high degree of 
subjectivity inherent in the decision-making process, which depends on the 
expertise and experience of the IES configuration designer. 

The two-level nature of the synthesis problem provides the basis for 
two-level methodologies to address large-scale problems [8]. High-level 
methods coordinate equipment investment, placement, and sizing decisions, 
while low-level methods focus on making decisions about equipment unit 
operation. High-level optimization decisions must be made simultaneously 
with low-level ones. Thus, the computational complexity increases 
according to the level of the methodology. 

At least two methodologies have been identified in the literature that 
leverage the characteristics of the automated IES synthesis problem. The 
superstructure-based synthesis consists of the following main sequential 
steps [9]: 

− development of a superstructure containing all feasible 
alternative energy process structures; 

− conversion of the superstructure into a mathematical 
programming program; 

− computation of an optimal system configuration using the 
program. 
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At the same time, superstructure-free synthesis does not use the 
combinatorial search space to obtain alternative energy process structures. 
This methodology then dynamically generates these structures and 
subsequently evaluates them using an ESOM [10, 11]. 

Finally, in contrast to the traditional approach, both types of 
automated synthesis can result in a variety of IES configurations, which is a 
significant advantage for decision support. Decision makers typically prefer 
to obtain a number of promising IES configurations of high quality, which 
can then be evaluated in light of additional information that may emerge in 
practice. Consequently, an optimal but single IES configuration is often 
inadequate. 

2.3. IES modelling complexity. The acquisition of the requisite set 
of IES configurations within an acceptable period of time represents a 
compromise between the computational costs, accuracy of computation, and 
the practical significance of the resulting data. In the existing literature, the 
following factors, which define the complexity of ESOMs, are highlighted: 

− time-series aggregation (TSA) [12]; 
− spatial resolution [13]; 
− level of system behavior detailing; 
− mathematical complexity. 
Among these complexity factors, TSA level selection represents a 

crucial modeling decision. Equipment selection and sizing depend on 
performance within time series accurately representing expected operating 
conditions. These time series must include “typical periods” or 
“representative periods” that represent the most typical operating profiles. 
For a reliable and resilient IES design, the time series must include 
“extreme periods” that represent the most critical operating conditions, as 
the energy system supply inability often occurs under extreme conditions. 
The extreme periods reflect abnormal profiles that are maximally distant 
from the representative profiles and/or with close-to-peak or close-to-
minimum values of selected facilities such as energy demand or production. 
In addition, it is important to define the minimum number of time periods, 
as this reduces the computational complexity of the IES synthesis at the 
TSA level [12]. 

The mathematical complexity is significantly influenced by the 
system detail factor. Mixed Integer Linear Programming (MILP) has been 
identified as the most suitable approach for IES design in terms of accuracy 
and runtime. However, Linear Programming (LP) and Non-Linear 
Programming (NLP) are also commonly employed in IES design. A 
prevalent approach for converting an NLP program into a MILP program is 
to apply the piecewise linearization procedure to non-linear curves. 
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The mathematical complexity factor plays a key role in determining 
the optimization methods to be used at each stage of the IES synthesis 
problem. The methods can be classified into two different categories: meta-
heuristic and rigorous. In general, meta-heuristic methods are effective in 
obtaining optimal solutions in a relatively short time. However, these 
methods lack the ability to guarantee optimality due to the inconsistent and 
mathematically unproven nature of their convergence. Rigorous methods, 
on the other hand, are capable of finding exact solutions for a wide range of 
objective functions. However, they suffer from two major drawbacks: a 
high computational cost and potentially long computation time. 

At the low level of the IES synthesis problem, rigorous optimization 
methods such as LP, MILP, NLP, or Mixed Integer Non-Linear Program 
(MINLP) are typically used to make decisions about equipment operation. 
Meta-heuristic methods are extensively used to make decisions about the 
selection, placement, and sizing of IES equipment, i.e. at the high level of 
the IES synthesis problem. 

Table 1 shows the state of the art in IES structural and parametric 
optimization. The known approaches are grouped according to the 
following aspects: flexibility, reliability, and resilience [14]. The following 
parameters are used as evaluation criteria in Table 1: 

− IES synthesis methodology 1c  (Traditional approach / 
Superstructure-based approach / Superstructure-free approach); 

− ESOM geographical scope 2c  (National level / Regional level / 
Local level); 

− TSA 3c  (Representative period / Extreme period); 
− supply security criterion 4c  ( 1n − / n k− ); 
− optimization method type 5c  for the first stages of the IES 

synthesis problem (Meta-heuristic / LP / MILP / NLP / MINLP); 
− optimization method type 6c  for the second stages of the IES 

synthesis problem (Meta-heuristic / LP / MILP / NLP / MINLP); 
− level of system behavior detailing 7c (nonlinear investment 

curves / system dynamic). 
In Table 1, the sign ‘+’ means that there is support for a particular 

aspect within the approach. The '-' sign indicates the absence of support. If 
the information on an aspect is not clear, “N/A” is indicated. If the IES 
synthesis problem includes only one stage of its solution, “No stage” is 
indicated for the criteria 6c . 

As shown in Table 1, the searches conducted were based on the 
conventional structural and parametric optimization of IESs, with the 
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objective of enhancing flexibility, and exclusively considering 
representative periods. The exclusion of extreme periods from these 
searches can lead to the development of unreliable IESs. 

 
Table 1. Approaches 

Source c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 
 Flexibility 

[10] -/-/+ +/-/- +/- N/A +/-/-/-/- -/-/-/-/+ -/+ 
[11] -/-/+ +/-/- +/- N/A +/-/-/-/- -/-/-/-/+ -/+ 
[13] +/-/- +/+/+ +/- N/A -/-/+/-/- No stage -/+ 
[15] -/+/- +/-/- +/- N/A -/-/-/-/+ No stage -/+ 
[16] +/-/- +/-/- +/- N/A -/-/+/-/- No stage -/+ 
[17] -/+/- +/+/+ +/- N/A -/-/+/-/- -/-/+/-/- +/+ 
[18] -/+/- +/-/- +/- N/A +/-/-/-/- -/-/-/-/+ +/+ 
[19] -/+/- +/-/- +/- N/A +/-/-/-/- -/-/+/-/- +/+ 
[20] +/-/- +/-/- +/- N/A -/-/-/-/+ No stage -/- 
[21] +/-/- +/+/+ +/- N/A -/+/-/-/- No stage -/- 

 Reliability 
[14] -/+/- +/+/+ -/+ +/- -/-/+/-/- -/-/+/-/- -/- 
[22] +/-/- -/+/- +/- N/A -/-/+/-/- -/-/+/-/- +/+ 
[23] -/+/- +/+/+ +/- N/A -/-/+/-/- -/-/+/-/- +/+ 
[24] +/-/- -/+/+ +/+ N/A -/+/-/-/- No stage -/- 

 Resilience 
[25] -/+/- +/+/- +/+ N/A +/-/-/-/- -/-/+/-/- -/+ 
[26] -/+/- +/+/+ +/- -/+ -/-/+/-/- -/-/+/-/- -/- 
[27] -/+/- +/-/- +/- -/+ -/-/-/-/+ No stage -/+ 
Our 

study 
-/+/- +/+/+ +/+ -/+ +/-/-/-/- -/-/+/-/- +/+ 

 
In identifying the reliable IESs, the supply security criterion 1n −  

can be employed as an additional criterion. Extending the range of its values 
up to n k− allows the design of resilient IESs. Thus, disturbance modeling, 
which simulates extreme periods and/or the failure of up to k  IES elements 
according to the supply security criterion n k− , should be added to the 
structural and parametric optimization to enhance the system's resilience. 

2.4. PaGMO library. A number of strategies have been developed 
to balance the spatial, temporal, technological, and economic resolution of 
the input data with the available computational resources in order to 
facilitate problem-solving within an acceptable time and with minimal loss 
of accuracy of the ESOMs. These strategies can be classified as either 
model-based or solver-based [28]. 
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Evolutionary optimization methods are typically solver-based 
techniques. As an illustration, we will examine the Parallel Global 
Multiobjective Optimizer (PaGMO) library [29]. PaGMO is based on the 
asynchronous generalized islanding paradigm, which is expressed by the 
implementation of different data migration policies between individual 
threads. PaGMO includes an extensive set of optimization methods. Some 
of these methods are related to global optimization and use local 
optimization techniques. The aforementioned capabilities of PaGMO allow 
the creation of algorithms that use one or two optimization methods in each 
stream. The main advantage of PaGMO is that it provides a consolidated 
interface for interacting with metaheuristic methods and optimization 
packages, including Ipopt and NLopt. Once this interface has been 
implemented, no further code modifications are required to replace 
optimization methods and add new ones that are not included in the library. 

2.5. Summary. The IES synthesis methodologies described in 
Table 1 result in a variety of promising system configurations that improve 
the flexibility, reliability, or resilience aspect of a typical ESOM. A typical 
ESOM represents a class of IES with a given geographical scope, level of 
TSA, and detail of system behavior. In Table 1, most methodologies focus 
on the issues of TSA, spatial aggregation, and system behavior detail. In 
contrast, the goal of our work (the last row in Table 1) is to select and 
parameterize an optimization method that is capable of finding a set of 
resilient system configurations for any typical ESOM. All of the IES 
resilience enhancement methodologies described in Table 1 evaluate the 
efficiency of the selected equipment under a defined set of disturbance 
scenarios. This allows direct optimization methods to improve the resilience 
of the system under study. 

Our approach, unlike others [25 – 27], can handle scenarios that mix 
extreme periods and failures according to the supply security criterion 

.n k−  At the same time, this advantage can lead to increased computational 
cost and, most importantly, to the challenging problem of completing the 
IES synthesis process within an acceptable time. From the theoretical 
perspective represented in [30, 31], this problem can be solved by achieving 
a compromise between the typical ESOM hierarchy, optimization methods, 
and the cost determined by the available computational resources (Fig. 2). 
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Fig. 2. Achieving a compromise between a typical ESOM hierarchy, optimization 

methods, computational resources, and disturbance scenarios 
 

3. Methodology for selecting optimization methods. The IES 
resilience enhancement problem involves determining the most efficient 
combination of activities for system adaptation and recovery under worst-
case disturbance scenario: 
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𝑚𝑚𝑡𝑡𝑣𝑣 ≤ 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑣𝑣, (4) 
 

𝑦𝑦𝑡𝑡𝑣𝑣 ≤ 𝑦𝑦𝑡𝑡 (5) 
 

𝑞𝑞𝑡𝑡𝑣𝑣 ≤ 𝑤𝑤𝑞𝑞𝑡𝑡, (6) 
 

𝑠𝑠𝑡𝑡𝑣𝑣 ≤ 𝑧𝑧𝑡𝑡𝑣𝑣, (7) 
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where iv  is a disturbance, vn  is a number of disturbances, jw  is a binary 
vector which nonzero component values activate an activity combination, 

wn  is a number of activity combinations, 
- 𝑡𝑡𝑚𝑚 is the number of modelling time periods, 
- 𝑚𝑚𝑡𝑡𝑣𝑣 is the decision vector, the elements of which characterize the 

operating parameters for the technological equipment of the IES, 
- 𝑦𝑦𝑡𝑡𝑣𝑣  is the decision vector, whose elements characterize the 

consumption of energy resources, 
- 𝑞𝑞𝑡𝑡𝑣𝑣 is the decision vector describing the usage intensity of the 

activities, 
- 𝑠𝑠𝑡𝑡𝑣𝑣  is the decision vector, whose components characterize the 

volumes of the fuel stocks, 
- 𝐴𝐴𝑣𝑣 is the matrix describing the production and transmission of 

energy resources under the impact of 𝑣𝑣, 
- 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑣𝑣 is the vector defining the technically possible limits of the 

IES equipment, 
- 𝑦𝑦𝑡𝑡  is the vector, which elements show the demand for energy 

resources, 
- 𝑈𝑈 is the matrix reflecting the localization of the implementation 

of the activities, 
- 𝑞𝑞𝑡𝑡  is the vector specifying the usage intensity limits of 

activities, 
- 𝑧𝑧𝑡𝑡𝑣𝑣 is the vector that defines the energy storage capacity, 
- 𝑐𝑐 is the vector, which elements determine the unit cost for each 

technological equipment type-size, 
- 𝑏𝑏 is the vector of unit costs for the energy storage operation, 
- 𝑚𝑚 is the vector of specific damages resulting from the shortage 

of certain energy resources, 
- ℎ is the vector specifying the unit cost of the preparation and 

implementation of activities. 
The objective function (2) has three criteria. The first criterion 

reflects the cost associated with the IES operation. The second criterion 
includes metrics that estimate the cumulative energy resources shortage 
over 𝑡𝑡𝑚𝑚  time periods. The third criterion characterizes the costs of 
preparation and implementation activities. 

The effects of the disturbance 𝑣𝑣  are realized by the matrix 𝐴𝐴𝑣𝑣  and 
vectors 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑣𝑣 , 𝑧𝑧𝑡𝑡𝑣𝑣  in equations (3), (4), and (7) respectively. Their elements 
characterize the deformation of different IES components due to the 
disturbance impact at the time t. 
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The level of necessary supply to consumers with certain energy 
resources is given by equation (3). The technical constraints of the activities 
are defined by (4). 

The fuel volumes in stocks at time t are limited by their available 
capacities according to inequality (7). Equation (8) assumes that in the v at 
the initial time period t=t0 all storages have an energy stock described by 
the vector 𝑠𝑠0.  

Problem (1)-(8) describes the IES resilience optimization 
scheme (Fig. 3). 

The supply security criterion n-k defines the activity efficiency to 
enhance the IES resilience at the national level. In relevant disturbance 
scenarios, up to k elements from the list of the most important ones can be 
shut down simultaneously. The activity efficiency for the local-level IESs is 
determined for disturbances whose scenarios are modeled by 1 or more 
extreme periods. 

The scheme of the resilient IES design solving (1) consists of three 
levels, as illustrated in Fig. 3. 

 

 
Fig. 3. Resilient IES design scheme 

 
At the top level, the equipment types, sizes, and locations described 
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selected activities are then transferred to the lower levels. Subsequently, the 
operation of the selected equipment is evaluated under a defined set of 
disturbances. 

The results of this evaluation are then passed to the intermediate 
level. At this level, the values of the resilience indicators that constitute the 
function f  are calculated. The values are then returned to the top level, 
where they influence the next cycle of equipment selection. Evaluating the 
resilience of intermediate IES configurations, not just the resulting ones, 
facilitates the optimization process to improve system resilience. 

In general, the high computational complexity of the scheme in 
Fig. 3 is determined by the complexity of the ESOM, the efficiency analysis 
of jw , and the optimization method that is used at the top level. The correct 
choice of an optimization method has a significant impact on the ability to 
solve problem (1) in a reasonable time and on the accuracy of the solutions 
obtained. The vast majority of works on energy system synthesis do not 
consider the selection of an optimization method. 

A comprehensive methodology for selecting optimization methods 
allows us to evaluate in practice the computational complexity of 
optimization methods from libraries such as PaGMO. We use a testbed to 
implement the scheme in Fig. 2 with optimization methods for testing and 
perform a multi-criteria analysis of the test results to rank the methods. In 
addition, the multi-criteria analysis is supported by expert analysis. 

The methodology reflects the main stages of the qualimetry of 
models and polymodel complexes [30], which are preparing IES data for 
testing, defining evaluation indicators, performing optimization tests, and 
multi-criteria ranking methods. 

3.1. IES data for testing. Before forming the set of disturbances for 
the resilient IES design, a preliminary vulnerability analysis should be 
performed to identify extreme periods and the most vulnerable elements of 
a studied IES. 

The IES data for testing optimization methods differ from the 
original data in that the former simplifies the aspects not covered by the 
tests. For example, a set of realistic disturbance scenarios in the test variant 
can be replaced by a single disturbance that is practically unrealizable but 
guarantees the worst consequences for the basic configuration of the IES. 
This simplification speeds up the computational experiments. 

3.2. Evaluation indicators. The list of the possible resilience 
indicators (Table 2) includes topological, functional, and economic 
summary metrics. The topological and functional indicators evaluate the 
efficiency of the activities. 
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The economic indicators characterize the cost of the activity 
combination. Topological indicators are effective in evaluating structural 
changes due to the failure of existing power facilities or the appearance of 
new facilities in the IES.  

Functional indicators evaluate changes in the IES performance and 
characterize the energy flow distributions at the level of energy resource 
consumers. Economic indicators also depend on the IES performance and 
characterize cost changes that occur during the system recovery process. 
 

Table 2. Resilience indicators 
Indicator Evaluation method Evaluation aspects 

IES performance Integral evaluation of shortages in 
the analyzed time interval 

Consumer categories and 
territorial affiliation 

IES recovery Comparison of the IES 
performance at the recovery stage 

Consumer categories, 
territorial affiliation, and 
types of events 

IES topological 
efficiency 

Comparison of topological 
characteristics of the original and 
transformed IES configurations 

Types (nodes and arcs) 
and connectivity of 
network elements 

Damages due to 
disturbance impact 

Integral damage evaluation on the 
analyzed time interval  

Consumer categories and 
territorial affiliation 

Costs of activities 
implementation 

Integral cost evaluation in the 
analyzed time interval 

Consumer categories, 
territorial affiliation, and 
types of events 

 
The efficiency indicators for the use of computational resources 

characterize the time and computational cost of solving the IES resilience 
enhancement problem using different optimization methods (Table 3). The 
indicators values are stored in the testbed computation database. 

 
Table 3. Efficiency indicators for the use of computational resources 
Indicator Units Data source 

Method execution time Sec. OProfile (a system-wide statistical 
profiling tool for Linux) 

Average size of RAM 
used 

MB top (a task manager for Unix-like 
operating systems) 

Average processor load Percentages top (a task manager for Unix-like 
operating systems) 

 
3.3. Optimization tests. Our approach to the testing optimization 

methods involves creating a specialized computing environment. Compared 
to similar approaches, it has the following major advantages: 

− use of testbed technologies with full support for High-
Performance Computing (HPC); 
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− platform and language independence by isolating energy 
system frameworks in containers; 

− development of the scientific workflow to execute the energy 
system frameworks; 

− use of software module profilers to obtain the necessary 
hardware-dependent data for evaluating the computational complexity in 
ESOMs; 

− support for several different algorithms for multi-criteria 
selection of the best optimization methods. 

The advantage of our approach to constructing and using testbeds 
lies in unifying the development of both workflows and testbeds for testing 
these workflows. This allows us to significantly reduce the effort required to 
create a testbed and increase the efficiency of testing. 

In our research, a testbed for service-oriented applications is 
implemented using the Framework for Development and Execution of 
Scientific WorkFlows (FDE-SWFs) [32] in the form of a workflow, 
including services for executing application and system software. The 
general structure of the testbed is shown in Fig. 4. 
 

 
Fig. 4. Testbed structure 
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The testbed is created as a workflow, complemented by a set of 
system operations, and represented in Business Process Execution 
Language (BPEL). The workflow services execute tested application 
modules and the necessary system operations for processing and analyzing 
data and calculation results. The FDE-SWFs computation manager executes 
the workflow. 

3.4. Optimization method ranks. Each of the testing mn

optimization methods results in in , 1, mi n+  activity combinations which 
are evaluated with jn  indicators over gn  regions. The output of the method 

i  evaluation for the region 1, gg n=  is the matrix i
gR  of dimension i jn n× . 

Each matrix i
gR  is converted into the vector i

ge  of size jn  by the 
aggregation operation u : 

 

( )i i
g ge u R= . (9) 

 
Depending on the chosen method selection strategy to obtain the 

guaranteed or potentially better result, the operation u  in (2) selects either 
the minimum or maximum of the indicator values i

gR  or averages these 

values, 1, mi n+ . The vector i
ge  is analyzed using the multi-criteria analysis 

algorithm 1, al n+ . 

The output of the algorithm l  is the rank vector ,
i
g lr . These ranks 

allow us to evaluate the priority of each method for the region g . 
4. Computational experiment. The testbed tests the application 

module executions for studying the IES resilience. The workflow that 
implements the testbed includes two application operations and seven 
system operations. 

The applied operations generate a list of files with optimization 
method names and perform structural and parametric optimization using 
each method. The system operations are intended for data structuring and 
processing, as well as multi-criteria selecting the methods. The module 
execution is tested with different methods to solve an instance of a resilient 
IES synthesis problem. 

The computation results of each module instance and the system 
metrics are combined into a parallel data list by system operations of the 
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workflow. Each parallel data list element corresponds to a distinct result 
variant. 

Based on this list of the indicator values, the dedicated system 
operation for a multi-criteria selection generates a set of methods and 
proposes the most effective method among them, taking into account the 
ranking of these indicators. The initial data and computational experiment 
results are stored in the database by the computation manager. 

The methods of the NLopt library and the Ipopt solver package were 
additionally linked to the PaGMO library methods. In total, we have tested 
62 methods. Most of them are evolutionary. During testing, we combined 
the following parameters of the methods: population size and number of 
generations. The values of the remaining method parameters were set by 
default in the PaGMO library. 

The methods have been tested on a testbed in a distributed 
computing environment consisting of four nodes functioning under Ubuntu 
22.04.1 LTS OS. Each of the nodes has the following characteristics: CPU 
AMD Ryzen 9 5950X, 128 GB of RAM, and 2 TB disk storage. 

4.1. National IES. The typical ESOM of the national IES has the 
most aggregated level of spatial resolution [33]. At this level, large regions 
such as federal districts and separated energy facilities with the highest 
installed capacity are represented as nodes of energy transmission networks 
(Fig. 5). The smaller facilities have to be aggregated and considered by their 
combined average characteristics. The connections between the aggregated 
facilities within a node are neglected. The arcs in the energy transmission 
networks reflect the real connections between the most powerful objects or 
the connections between the different aggregated facilities. In this case 
study, there is only one disturbance scenario.  

This scenario describes the disconnection of all consumers from the 
natural gas supply system network. All ruptured arcs are included in a 
redundant set of activities to enhance the resilience of the national IES. 

In addition, new potential arcs between pairs of unconnected nodes 
are added to the redundant activity set. The distance between the 
unconnected nodes does not exceed a specified limit of 300 km. Pipe 
diameters are not specified. The capital cost of constructing new arcs is set 
equal to their length assuming that the construction investment for 1 km of 
all projected arcs is the same and does not depend on the terrain profile. 
Finally, there are over 3000 activities aimed at the national IES adaptation 
and recovery. 

A tested method must either restore the existing gas supply network 
or propose a better system structure. Finally, 18 optimization methods were 
fully completed (Table 4) with the population size equal to 16, the number 
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of generations equal to 1000, and the time limit for solving the IES 
synthesis problem equal to 10 hours. 

 

 
Fig. 5. The national-level IES model 

 
The efficiency indicators for the use of computational resources are 

the execution time of optimization methods (Fig. 6(a)), the average amount 
of RAM usage (Fig. 6(b)), and the average CPU utilization (Fig. 6(c)) 
obtained by profiling the module execution. The metrics that measure the 
national IES resilience include the number of effective activities (Fig. 7(a)), 
the total length of new projected arcs (Fig. 7(b)), the natural gas supply 
metric (Fig. 7(c)), the electricity supply (Fig. 7(d)), and the heat supply 
(Fig. 7(e)). Fig. 7(b) also characterizes the investment value in new arcs. 

Methods m3, m4, m12, m15, m17, and m18 significantly outperform 
other methods in execution time and average amount of RAM usage. At the 
same time, all methods m1-m18 show similar average processor load. 
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Table 4. Optimization methods for the national-level IES 
Method code Method name 

m1 Particle Swarm Optimization 
m2 Grey Wolf Optimizer 
m3 (N+1)-ES Simple Evolutionary Algorithm 
m4 Augmented Lagrangian Algorithm 
m5 Non-dominated Sorting Genetic Algorithm 
m6 Compass Search 
m7 Simple Genetic Algorithm 
m8 Particle Swarm Optimization Generational 
m9 Self-adaptive DE (de_1220 aka pDE) 

m10 Differential Evolution 
m11 Self-adaptive DE (jDE and iDE) 
m12 Multi-objective Improved Harmony Search 
m13 Non-dominated Sorting PSO 
m14 Compass Search 
m15 Ipopt, Unconstrained Problem 
m16 PRAXIS 
m17 Single-objective Improved Harmony Search 
m18 Ipopt, Constrained Problem 

 
The number of activities to enhance the resilience of the national IES 

is sufficient to fully restore the energy supply to end-users of natural gas, 
heat, and electricity. Therefore, based on resilience criteria, only those 
methods are eligible for which the values of the indicators in Fig. 7(c), Fig. 
7(d) and Fig. 7(e) have reached a value of 100%. However, in terms of 
potential investments (Fig. 7(b)), these methods did not perform as well as 
expected before the tests. It is assumed that the number of activated 
activities (Fig. 7(a)) would count in the hundreds. The solution to this 
problem may require a more precise parameterization of these methods. 

Thus, based on resilience criteria, the most acceptable method for the 
national-level IES synthesis is m12 selected with the lexicographic multi-
criteria selection algorithm. Another version of this method, namely m17, 
also approaches optimal performance. The lexicographic algorithm provides 
the ability to take into account the subject-area indicators used for 
prioritization into account. In terms of the efficiency indicators for the use 
of computational resources, the best method is m15.  
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Fig. 6. Efficiency indicators for the use of computational resources: a) method 
execution time; b) average size of RAM used; c) average processor load 
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Fig. 7. Metrics that measure the national IES resilience: a) activities; b) arcs length; 
c) natural supply; d) electricity supply; e) heat supply 

969

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

MATHEMATICAL MODELING AND APPLIED MATHEMATICS



3.2. Microgrid. The typical ESOM of a microgrid is characterized 
by the following features [34]: a microgrid is represented as a set of 
interacting energy hubs; an energy hub consists of the following elements: 
inputs and outputs, converters, and storages; hubs are interconnected to each 
other by energy distribution networks; only stable states of a microgrid are 
modeled. 

In this case, we test a microgrid represented by a modernized energy 
supply system for a small village (population of 6000 people) located in the 
Baikal natural territory. The expected heat load is equal to 23.19 gcal/h, 
electric load is equal to 102.91 MWh per year. This is connected with the 
expected population growth and the need for reconstruction of energy 
supply facilities. Originally, the village has one combined heat and power 
(CHP) installation (energy source no. 1). For the future, it is considered to 
increase the capacity of the source no. 1 and to reconstruct the 62 sections 
of the heat supply network, including the construction of new sections and a 
pumping station. Two fuel supply options are considered when forming 
alternative microgrid structures: providing natural gas supply as a part of 
the local gasification program; and using wood chips purchased from a 
wood processing plant located near the village. 

Four alternative structures were considered for upgrading the energy 
source no. 1: natural gas-fired boiler and CHP, wood chip-fired boiler and 
CHP. In the case of boilers, it is assumed that the village will purchase 
electricity from the external grid. In the case of CHPs, the equipment type-
sizes were selected taking into account the full power self-supply of the 
village. Any excess power is sold to the external grid. The microgrid's 
extreme periods during the year are modeled by increasing the specified 
maximum demand for electricity and heat by 10% during the fall-winter 
period in the test version. The tested algorithm goes to the number of 
activities, which is equal to 0 or 1 as a result of the solution. Then it selects 
an activity from a given redundant set. When the population size is 1024, 
the number of generations is 20 and the time limit for solving the synthesis 
problem of the local-level IES is 1 h, 9 optimization methods were fully 
completed (Table 5).  

The heat and power supply indicators obtained using the methods 
m4-m9 do not satisfy the limitations of the microgrid model. Therefore, we 
consider only methods m1-m3. The efficiency indicators for the use of 
computational resources are the execution time of optimization methods 
(Fig. 8(a)), the average amount of RAM usage (Fig. 8(b)), and the average 
CPU utilization (Fig. 8(c)). The summary metrics measuring the local IES 
resilience include the number of effective activities (Fig. 9(a)), investments 
(Fig. 9(b)), heat supply (Fig. 9(c)), and electricity supply (Fig. 9(d)). 

 

970

____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2025. Том 24 № 3. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



Table 5. Optimization methods for microgrid 
Method code Method name 

m1 Grey Wolf Optimizer 
m2 Non-dominated Sorting GA II 
m3 Covariance Matrix Adaptation Evo. Strategy 
m4 Particle Swarm Optimization 
m5 Simple Genetic Algorithm 
m6 Particle Swarm Optimization Generational 
m7 Self-adaptive DE (de_1220 aka pDE) 
m8 Exponential Evolution Strategies 
m9 (N+1)-ES Simple Evolutionary Algorithm 

 
Method m3 significantly outperforms other methods in execution 

time and average amount of RAM usage. At the same time, all methods m1-
m3 show similar average processor load. In terms of potential investments 
(Fig. 9(b)), the most profitable solution is proposed by method m3. 
However, from a resilience point of view, the most flexible solution to meet 
the increased heat demand (Fig. 9(c)) is proposed by the method m2. Based 
on resilience indicator prioritization, method m2 emerges as optimal for 
local-level IES synthesis when applying the lexicographic multi-criteria 
selection algorithm. In terms of computational resource efficiency, the best 
method is m3. 
 

2414

3008

91
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

m1 m2 m3

M
et

ho
d 

ex
ec

ut
io

n 
tim

e/
s.

Methods

99,9 99,9 99,9

0

20

40

60

80

100

120

m1 m2 m3

A
ve

ra
ge

 p
ro

ce
ss

or
 lo

ad
/%

Methods

a) b)

c)

56,7

52,4

49,4

48,0
49,0
50,0
51,0
52,0
53,0
54,0
55,0
56,0
57,0
58,0

m1 m2 m3

A
ve

ra
ge

 si
ze

 o
f R

A
M

 u
se

d/
M

B

Methods

Fig. 8. Efficiency indicators for the use of computational resources: a) method 
execution time; b) average size of RAM usage; c) average processor load 
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Fig. 9. Metrics that measure the local IES resilience: a) activities; b) costs of 
thousand dollars; c) heat supply; d) electricity supply 

 
5. Result discussion. We tested the solver-based ESOM acceleration 

strategy by varying the optimization methods on the top level of the resilient 
IES design scheme (Fig. 2). We performed the appropriate parameterization 
of the methods. We used the HiGHS solver, which supports parallelization 
in solving MILP problems, to compute the energy flows at the lower level 
of the resilience optimization scheme for both IES examples. The 
computational results prove that the specificity of IESs of different spatio-
temporal scopes determines the composition of the superstructures and 
affects the selection of the best methods. In the case of a country, the 
superstructure includes the basic IES configuration and the designed arcs of 
one of the sectoral energy systems. The basic configuration consists of 
several dozen nodes connected by backbone lines for energy transport. The 
designed arcs form a redundant set of activities. Their activation is 
independent of each other. Therefore, statement (1) contains practically no 
logical conditions because of the high level of factor aggregation that 
determines the complexity of the ESOM. However, their computational 
complexity is high. This is due to the large dimension of the model itself 
and the significant size of the redundant set of the activities (about 5000). In 
this respect, we have deliberately chosen a large number of generations 
(more than 1000). This approach reliably generated required effective 
activity sets through the resilience optimization scheme. In the case of the 
microgrid, the high computational complexity of the optimization is 
determined by the maximum level of data granularity. The test results allow 
us to draw the following conclusion. For a successful operation of the 
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microgrid resilience optimization scheme under multiple logical conditions, 
and defining activity relations, it is necessary to dramatically increase the 
population size compared to the IES resilience optimization at the national 
level. 

There is a wide range of optimization methods available. The 
selection of the most appropriate method among them is characterized by 
high computational complexity. This is due to the necessity of repeatedly 
running each method to calibrate its parameters by varying the 
combinations of their values. Therefore, specialists are often limited to a 
comparative analysis of a small number of methods (see, for example, the 
works [35, 36]). Generally, such limitations are due to the capabilities of the 
framework used to solve optimization problems and the characteristics of 
the available computing resources [36]. Unlike the above-mentioned works, 
FDE-SWFs provides the automation of the testbed creation. The testbed 
supports multi-method testing, parameter value generation, computational 
resource allocation, parallel execution, process monitoring, and data 
collection on IES resilience metrics and computational resource usage. 
Based on the results of the method runs, the testbed provides a multi-criteria 
selection of the best method taking into account different sets of indicators 
and their priorities. 

6. Conclusions. We propose a new methodology for the selection of 
optimization methods used to solve the problem of the IES resilience 
enhancement at different spatio-temporal scopes. Within this approach, we 
have developed new models, algorithms, and application software for the 
IES modeling. We consider IESs as natural and technical systems, taking 
into account the detail of equipment and technological processes. Our 
developments also provide sensitivity of the modeling process to the size 
and degree of uncertainty of the spatio-temporal data. This methodology 
ensures that methods are selected at an acceptable time. The empirical study 
of the efficiency of the use of computational resources by optimization 
methods is carried out in parallel on the testbed using test datasets. The 
application of the methodology to the selection of optimization methods 
from the PaGMO library is successfully demonstrated in solving the 
resilience enhancement problem for two systems: the national-level IES and 
the microgrid supplying to the typical infrastructure object located in the 
Baikal natural territory. 

The methodology can process numerous IES model classes. It is 
determined by the possible combinations of values of the factors listed in 
Table 1 and corresponding to the territorial and industrial levels of the 
Energy System Optimization Models hierarchy. These factors include 
ESOM geographical scope, time-series aggregation, optimization method 
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type for the first stages of the IES synthesis problem, and level of system 
behavior detailing. 

We hope that specialists in the field of resilient IES design will in the 
future consider applying the proposed methodology in practice. However, 
there are several limitations of this methodology for selecting optimization 
methods. To reduce the complexity during the optimization method testing, 
our methodology first simplifies the system behavior and untested 
disturbance aspects. The completeness of the disturbance scenarios and their 
number affects the complexity of the IES synthesis (Fig. 2). We also 
simplify the IES model classes. Since they are solved as MILP problems in 
the lower level of the resilient IES design scheme, all production, storage, 
transfer, and conversion technologies have to be linearized. This 
approximation is valid as these technologies exhibit predominantly linear 
behavior. 
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И.В. БЫЧКОВ, А.Г. ФЕОКТИСТОВ, М.Л. ВОСКОБОЙНИКОВ, А.В. ЕДЕЛЕВ, 
Н.М. БЕРЕСНЕВА, О.А. ЕДЕЛЕВА 

ОПТИМИЗАЦИЯ ЖИВУЧЕСТИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
КОМПЛЕКСОВ 

 
Бычков И.В., Феоктистов А.Г., Воскобойников М.Л., Еделев А.В., Береснева Н.М., 
Еделева О.А. Оптимизация живучести энергетических комплексов. 

Аннотация. В настоящее время разработка подходов, повышающих живучесть 
энергетических комплексов, является весьма актуальным направлением исследований. 
Такие подходы основаны на структурной и параметрической оптимизации структуры 
исследуемой системы. Как правило, эти подходы тесно связаны с определенным 
пространственно-временным диапазоном и конкретным методом оптимизации. 
Применение разработанных подходов в иных диапазонах зачастую приводит к 
существенному увеличению времени вычислений и возможному снижению точности 
решения. Эта проблема обусловлена сложностью моделей оптимизации энергосистем и 
их различиями. Для решения этой проблемы нами разработана методология выбора 
наиболее подходящих методов проектирования живучих энергетических комплексов в 
заданном пространственно-временном диапазоне. Методология основана на методах 
тестирования в рамках специализированного испытательного стенда и 
многокритериальном анализе результатов испытаний. Критерии оценки методов 
включают как сводные метрики живучесть, так и параметры эффективности 
вычислительных ресурсов. Проиллюстрированы преимущества методологии для 
проектирования живучих национальных и локальных энергетических комплексов. 
Несколько десятков методов из известной библиотеки Parallel Global Multiobjective 
Optimizer были эффективно протестированы в течение 10 часов. Анализ результатов 
тестирования проводился с использованием различных многокритериальных алгоритмов 
с учетом приоритетности критериев.  

Ключевые слова: энергетические комплексы, повышение живучести, синтез, 
методы структурно-параметрической оптимизации, многокритериальный анализ, 
испытательный стенд. 
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M. IDRISSI ALAMI, A. EZ-ZAHOUT, F. OMARY  
COMPARATIVE STUDY OF PERSON RE-IDENTIFICATION 

TECHNIQUES BASED ON DEEP LEARNING MODELS 
 
Idrissi Alami M., Ez-zahout A., Omary F. Comparative Study of Person Re-Identification 
Techniques Based on Deep Learning Models. 

Abstract. Person re-identification (Re-ID) is crucial in intelligent surveillance, requiring 
precise identification of individuals across multiple camera viewpoints. Traditional distance-
based methods, such as Euclidean and Cosine, struggle with challenges like posture variations 
and occlusions, limiting their effectiveness. This study explores deep metric learning models, 
specifically Siamese and Triplet networks, to improve Re-ID performance. We evaluate these 
methods on the Market-1501 dataset using Cumulative Matching Characteristic (CMC) and 
Cumulative Distribution Function (CDF) curves. Our findings reveal that the Triplet network 
outperforms traditional approaches at higher ranks, achieving Rank-5 accuracy of 78.6% and 
Rank-10 accuracy of 93%, while its Rank-1 accuracy remains low (0.06%). In contrast, 
Euclidean and Cosine distances show poor Rank-1 performance (2% and 0.30%, respectively), 
highlighting their limitations. Additionally, incorporating VGG16 enhances feature extraction, 
improving recognition by capturing fine-grained spatial details. This comparative study 
highlights the effectiveness of deep metric learning and underscores its potential for real-world 
surveillance applications. However, the computational demands of deep networks present 
challenges for real-time deployment. Future research should focus on optimizing model 
efficiency, reducing computational costs, and extending evaluations to real-time scenarios. 

Keywords: CMC/CDF metrics, convolutional neural networks (CNNs), deep learning, 
person re-identification, VGG16, video surveillance systems. 
 

1. Introduction. Video surveillance systems progress through four 
fundamental stages: Detection, Tracking, Profile Analysis, and Re-
Identification (Re-ID). Detection acts as the base by recognizing humans or 
things inside a monitored region, enabling additional analysis and 
tracking [1]. Tracking tracks subjects across scenes or cameras, maintaining 
continuity. Profile Analysis captures crucial aspects such as looks and 
behavior for identification. Re-ID links humans across sites, which is 
important for seamless surveillance. Together, these strategies increase 
accuracy, especially in busy settings and complicated security setups [2]. 

Person re-identification (re-ID) is a crucial problem in video 
surveillance systems, concentrating on identifying individuals across 
different camera viewpoints. The ability to precisely re-identify someone 
has important ramifications for security, forensic investigations, and 
monitoring applications. Despite tremendous development in this sector, 
achieving high accuracy remains a problem due to changes in appearance, 
stance, lighting conditions, and occlusions [3]. 

Early person re-identification algorithms generally relied on 
handcrafted feature representations and simple distance metrics such as 
Euclidean distance, cosine similarity, and Mahalanobis distance. The 
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Euclidean distance, one of the simplest metrics, calculates the straight-line 
distance between feature vectors, making it computationally efficient but 
ineffectual for complicated variations in surveillance scenarios [4]. 
Similarly, cosine similarity is widely used for high-dimensional feature 
spaces, measuring the angular difference between feature vectors rather than 
absolute distances. However, it struggles to provide correct matches at 
Rank-1 and exhibits reduced accuracy at Rank-5 [5]. The Mahalanobis 
distance contains covariance information to account for correlations 
between features, exhibiting greater performance in some scenarios, such as 
fluctuating lighting and background clutter [6, 7]. However, these methods 
alone often fail to generalize well across different datasets and 
environmental conditions. 

To circumvent these constraints, deep learning algorithms, 
particularly Convolutional Neural Networks (CNNs), have been widely 
adopted due to their capacity to learn hierarchical and discriminative feature 
representations directly from images [5, 8]. Prominent CNN architectures, 
including VGG16, ResNet, and Inception, have significantly boosted person 
re-identification performance. Specifically, VGG16 has exhibited 
exceptional results in image classification, transfer learning, and capturing 
detailed spatial characteristics beneficial for re-identification [6, 9, 10, 11]. 
However, its deep structure demands substantial computational resources, 
prompting the investigation of more efficient architectures such as ResNet 
and Inception [7, 12]. Additionally, deep learning advancements have 
fostered the development of metric learning frameworks like Siamese and 
Triplet networks, which have proven effective in distinguishing individuals 
with similar appearances across different camera perspectives [8]. 

Beyond standard CNNs, metric learning-based techniques such as 
Siamese networks and Triplet networks have significantly boosted re-
identification performance. Siamese networks leverage contrastive loss to 
learn a feature space where related identities are clustered together while 
distinct identities are pushed apart [13]. While they outperform traditional 
distance metrics at higher ranks (e.g., Rank-5), they still struggle at Rank-1 
[14]. Triplet networks improve this principle by including anchor-positive-
negative triplets, guaranteeing that positive samples are closer to the anchor 
than negative samples. This strategy considerably improves accuracy at 
Rank-5 and Rank-10 but involves complex training procedures and large-
scale labeled data [15]. 

For evaluation, the Market-1501 dataset has become a typical 
benchmark for person re-identification, presenting realistic surveillance 
scenarios with problems such as illumination fluctuations, occlusions, and 
backdrop complexity [15, 16]. Performance assessment often depends on 
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metrics such as the Cumulative Matching Characteristic (CMC) and the 
Cumulative Distribution Function (CDF), which provide rank-based and 
distributional insights into algorithm efficacy [17]. 

Despite breakthroughs in re-identification, problems exist, including 
domain adaptability, occlusions, computing limits, and privacy issues [18]. 
This study rigorously assesses various re-identification techniques – 
Euclidean, Cosine, Mahalanobis, Siamese, and Triplet networks – across 
standard datasets and rank-based criteria. By assessing their strengths and 
limits in diverse surveillance contexts, we propose modifications to deep 
learning-based techniques to enhance accuracy while maintaining 
efficiency. 

In recent years, state-of-the-art person re-identification models 
particularly those based on Vision Transformers and hybrid CNN-
ViT [15, 22] architectures have achieved over 95% Rank-1 accuracy on the 
Market-1501 benchmark. Despite these advancements, many of these 
models demand substantial computational resources, limiting their 
applicability in lightweight or real-time systems. In contrast, our study 
investigates a Triplet-based model leveraging VGG16, which, while 
achieving modest Rank-1 accuracy, demonstrates competitive performance 
at higher ranks (Rank-5 and Rank-10), making it a candidate for scalable 
and efficient re-identification pipelines (Table 1). 

 
Table 1. Comparative Performance of Resent Person Re-ID Models on Market-1501 

Model Dataset Rank-1 Rank-5 Rank-10 Notes 
Our Triplet Net 

2025 
Market-

1501 0.06% 78.6% 93% VGG16 
based 

Squeeze-Net + 
DAE 2021 [20] 

Market-
1501 86.2% 92.4% 96.1% Hybred 

CNN 
TransReID 
2023 [21] 

Market-
1501 95.2% - - ViT-based 

CNN-ViT-Loss 
2025 [15] 

Market-
1501 93.5% 96.2% 97.4% ViT and 

Loss Based 
UntransReID 

2024 [22] 
Market-

1501 95.7 - - Transformer 
based 

 
Our study demonstrates that Triplet networks significantly 

outperform traditional distance metrics, achieving Rank-10 accuracy of 
93%, thus contributing valuable insights into the practical deployment of 
intelligent surveillance systems. 

The findings contribute to the continuing discourse on intelligent 
video surveillance, suggesting effective ways for robust and scalable human 
re-identification. 
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2. Method 
2.1. Data Source. The evaluation in this work leverages the widely 

famous Market-1501 dataset as the core dataset for individual re-
identification. Market-1501 is a benchmark dataset specifically created for 
person re-identification tasks in video surveillance systems. It consists of 
high-resolution photos acquired from six cameras in an outside location, 
simulating real-world problems such as differences in lighting conditions, 
occlusions, and varied views [15, 16]. 

Each individual in the collection appears in several photographs 
under varied situations, offering a diversified and demanding re-
identification job. The dataset is separated into training and testing sets, 
with ground truth annotations provided, including identification labels and 
bounding boxes. These labels assist performance evaluation using common 
metrics such as Cumulative Matching Characteristics (CMC) and 
Cumulative Distribution Function (CDF). 

2.2. Preprocessing and Feature Extraction. Before training our 
deep learning models, rigorous preprocessing steps are applied to ensure 
consistency and maximize model performance. Initially, all raw input 
images are resized uniformly to dimensions of 224×224 pixels, compatible 
with the input requirements of deep CNN architectures. To ensure effective 
training, pixel values are then scaled through normalization to fall within 
the range [0, 1], significantly enhancing the convergence stability and 
effectiveness of the training process. Moreover, we apply various data 
augmentation strategies – including random cropping, horizontal flipping, 
and brightness adjustments – to simulate real-world variations and further 
improve the robustness and generalization capabilities of our models. 

For feature extraction, we leverage the well-established VGG16 
architecture, pre-trained on the extensive ImageNet dataset [23]. This 
choice is justified by VGG16's demonstrated capability to capture rich 
hierarchical representations, effectively encoding discriminative 
characteristics such as clothing patterns, textures, and body shapes, crucial 
for distinguishing individuals. Specifically, we extract high-level feature 
vectors from the fully connected (FC) layer preceding the final softmax 
layer, thereby obtaining compact 128-dimensional embeddings suitable for 
distance-based metric learning. 

These extracted embeddings are then systematically integrated into 
our deep learning-based re-identification frameworks, specifically Siamese 
and Triplet Networks. The Siamese network uses these embeddings to 
construct query-gallery image pairs, optimizing similarity predictions via 
binary cross-entropy loss, while the Triplet network processes image triplets 
(anchor-positive-negative), optimizing relative distances through the triplet 
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loss. Both networks utilize the Adam optimizer with a learning rate of 
0.0001, batch normalization, dropout regularization, and a batch size of 16. 
The learned representations are ultimately evaluated using Euclidean 
distance metrics, with results visualized through Cumulative Matching 
Characteristic (CMC) curves and Cumulative Distribution Function (CDF) 
plots. 

2.3. Distance Metrics. In the realm of people re-identification, the 
choice of distance metric is pivotal for accurately quantifying the similarity 
between feature vectors. We evaluate several widely used metrics in this 
context: 
 

- Euclidean distance between two feature vectors, X and Y, is 
computed as follows: 
 

𝐷𝐷𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑋𝑋,𝑌𝑌) =  ��(𝑋𝑋𝐸𝐸 − 𝑌𝑌𝐸𝐸)2
𝐸𝐸

𝐸𝐸=1

, (1) 

 
- Cosine distance measures the cosine of the angle θ between 

two feature vectors, X and Y, in a high-dimensional space: 
 

𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑋𝑋,𝑌𝑌) =  
∑ 𝑋𝑋𝐸𝐸 .𝑌𝑌𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐸𝐸=1

�∑ 𝑋𝑋𝐸𝐸2𝐸𝐸
𝐸𝐸=1 .�∑ 𝑌𝑌𝐸𝐸2𝐸𝐸

𝐸𝐸=1
, (2) 

 
- Mahalanobis distance between feature vectors X and Y is 

defined as: 
 

𝐷𝐷𝑀𝑀𝐸𝐸ℎ𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐶𝐶𝑎𝑎𝐸𝐸𝐶𝐶(𝑋𝑋,𝑌𝑌) =  �(𝑋𝑋 − 𝑌𝑌)𝑇𝑇 .𝐶𝐶−1. (𝑋𝑋 − 𝑌𝑌), (3) 
 
where C is the covariance matrix. 
 

- Siamese networks utilize a neural network architecture to learn 
a similarity metric. The loss function for Siamese networks can be 
expressed as: 
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𝐿𝐿𝑆𝑆𝐸𝐸𝐸𝐸𝑆𝑆𝐸𝐸𝐶𝐶𝐸𝐸(𝑋𝑋,𝑌𝑌, 𝑆𝑆) = 1
2

(1 − 𝑆𝑆).𝐷𝐷𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑋𝑋,𝑌𝑌)2 + 1
2
𝑆𝑆 .𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 (0,𝑚𝑚−

𝐷𝐷𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑋𝑋,𝑌𝑌)2, 
(4) 

 
where S is the binary similarity label, and m is the margin. 

- Triplet networks optimize the embedding space by 
minimizing the distance between similar images and maximizing the 
distance between dissimilar ones. The triplet loss function is defined as: 

 

𝐿𝐿𝑇𝑇𝑇𝑇𝐸𝐸𝑇𝑇𝐸𝐸𝐸𝐸𝑇𝑇(𝐴𝐴,𝑃𝑃,𝑁𝑁) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(0,𝐷𝐷𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐴𝐴,𝑃𝑃) −  𝐷𝐷𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸(𝐴𝐴,𝑁𝑁) +
 𝛼𝛼), (5) 

 
where A, P, and N represent anchor, positive, and negative samples, 
respectively, and α is the margin. 

These distance metrics serve as fundamental components in our 
evaluation, contributing to the robustness and effectiveness of our 
intelligent video surveillance system. 

2.4. Deep Learning Models and Training. We integrate the 
VGG16 architecture to extract high-level features from person images. The 
deep learning model enhances the system's ability to capture intricate 
patterns and representations, contributing to improved re-identification 
accuracy [24]. 

We train deep learning-based person re-identification models using 
both Siamese and Triplet Networks, each optimizing feature similarity 
differently: 

The Siamese Network is designed to compare pairs of images by 
concatenating the feature vectors of a query and gallery image [25]. This 
concatenated representation is passed through fully connected layers with 
512 and 256 neurons, followed by a sigmoid activation function to predict 
similarity. The network is trained using binary cross-entropy loss and 
optimized with Adam at a learning rate of 0.0001. To improve 
generalization and prevent overfitting, batch normalization and dropout are 
applied. Training is conducted with a batch size of 16, and a data generator 
is employed to efficiently construct query-gallery image pairs. Performance 
is measured by Euclidean distance calculations and Cumulative Matching 
Characteristic (CMC) curves. 
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The Triplet Network expands the learning paradigm by processing 
triplets consisting of an anchor, a positive, and a negative sample [26]. The 
model is trained using triplet loss, guaranteeing that the distance between an 
anchor and a positive sample (same identity) is minimized, while the 
distance between an anchor and a negative sample (different identity) is 
maximized. The architecture consists of fully connected layers with 512 and 
256 neurons, followed by a sigmoid activation function. Similar to the 
Siamese Network, Adam optimizer is used, with a batch size of 16. The 
learned embeddings are evaluated using pairwise Euclidean distance 
metrics, and performance is visualized through CMC curves and 
Cumulative Distribution Function (CDF) plots. 
 

 
Fig. 1. Deep Learning Model based on Siamese Network 

 

 
Fig. 2. Deep Learning Model based on Triplet Network 
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2.5. Evaluation Metrics. We assess the performance using 
Cumulative Matching Characteristics (CMC) and Cumulative Distribution 
Function (CDF) metrics. CMC illustrates the probability of correct 
identification within the top-k ranked matches, while CDF provides a 
cumulative distribution of matching scores [17, 27]. 

- Cumulative Matching Characteristics (CMC): Measures the 
probability of correctly identifying a person within the top-k matches, the 
CMC curve is formulated as follows: 
 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑘𝑘) =  𝑁𝑁𝐸𝐸𝑆𝑆𝐶𝐶𝑁𝑁𝑁𝑁≤𝑘𝑘
𝑇𝑇𝑁𝑁𝑇𝑇

, (6) 

 
where: NumCIR – number of correct identifications at rank, TNQ – total 
number of queries, k – the rank of the match. 

- Cumulative Distribution Function (CDF): Provides a 
statistical overview of matching score distributions, the CDF curve is 
formulated as follows: 
 

𝐶𝐶𝐷𝐷𝐶𝐶(𝑠𝑠) =  𝑁𝑁𝐸𝐸𝑆𝑆𝑇𝑇𝑀𝑀𝑆𝑆≤𝐶𝐶
𝑇𝑇𝑁𝑁𝑇𝑇

. (7) 

 
In this equation: NumQMS – number of queries with matching scores, 
TNQ – total NumQMS, s – the matching score threshold. 

- Combined Analysis: By jointly assessing the CMC and CDF 
metrics, our evaluation provides a full overview of the proposed intelligent 
video surveillance system. The CMC curve offers insights into the system's 
ranking performance, while the CDF curve provides information on the 
distribution of matching scores. Together, these measures contribute to a 
thorough assessment of the system's capacity to accurately re-identify 
humans in real-world scenarios, incorporating both top-ranked matches and 
overall score distributions. 

Our methodology directly addresses the difficulties indicated in the 
Introduction by leveraging the Market-1501 dataset to examine real-world 
performance. We utilize deep learning architectures, including VGG16 with 
triplet loss, and evaluate several distance measures to increase re-
identification accuracy. The combination of CMC and CDF ensures a 
thorough performance evaluation, bridging existing information gaps and 
confirming our technique in the Results section. 

3. Results and Discussion. In this chapter, we report the outcomes 
of our research on people re-identification approaches applying deep 
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learning algorithms. We investigate these data comprehensively, providing 
insights into the strengths and limitations of each technique. The results are 
presented utilizing figures, graphs, and tables for clarity and simplicity of 
understanding. 

3.1. Key Findings and Interpretation. Table 2 summarizes the 
Rank-1, Rank-5, and Rank-10 accuracy rates for each technique. Figures 3 
to 12 provide visual representations of the results through CMC and CDF 
curves. 
 

Table 2. Rank-1, Rank-5, and Rank-10 accuracy rates for each technique 

Technique Rank-1 Rank-5 Rank-10 

Euclidean 2% 5.5% 12.5% 

Cosine 0.30% 4.73% 10.21% 

Mahalanobis 2% 5,88% 11.56% 

Siamese 0% 8% 12.5% 
Triplet 0.06% 78.6% 93% 

 
Figure 3(a) illustrates the CMC curve for Euclidean Distance, which 

shows a gradual increase in identification probability across different ranks 
but exhibits poor Rank-1 accuracy (2%). While the identification rate 
improves at Rank-5 (5.5%) and Rank-10 (12.5%), it remains ineffective for 
real-world person re-identification applications. Figure 3(b) illustrates the 
Cumulative Distribution Function (CDF) curve of Euclidean distances, 
highlighting the distribution of matching scores obtained from our 
experiments. Similarly, Figures 4(a) and Figure 5(a) depict the CMC curves 
for Cosine and Mahalanobis distances, respectively. The Cosine distance 
metric achieves the lowest Rank-1 accuracy (0.30%) and struggles to 
distinguish individuals effectively at lower ranks, showing limited Rank-5 
(4.73%) and Rank-10 (10.21%) accuracy. The Mahalanobis distance metric 
slightly outperforms both Euclidean and Cosine, achieving 2% Rank-1 
accuracy, but its performance remains moderate with 5.88% at Rank-5 and 
11.56% at Rank-10. The corresponding CDF curves in Figures 4(b) and 
Figure 5(b) further confirm these trends, demonstrating slow convergence 
toward higher identification probabilities. 

Rank-1 accuracy measures the percentage of queries where the 
correct match appears as the first result, reflecting immediate recognition 
accuracy. Rank-5 accuracy measures the percentage where the correct 
match is within the top five results, indicating performance with a small 
candidate set. These differ from traditional accuracy metrics, like precision, 
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which measure correct predictions out of all predictions without considering 
ranking. 

In contrast, deep learning-based techniques show a notable 
improvement over traditional methods. Figure 6(a) presents the CMC curve 
for the Siamese network, which performs better than traditional distance 
metrics at higher ranks but fails at Rank-1 (0%). However, the method 
shows a significant improvement at Rank-5 (8%) and Rank-10 (12.5%), 
indicating better feature representation than distance-based metrics. 

Figure 7(a) illustrates the CMC curve for the Triplet network, which 
outperforms all other techniques, achieving a Rank-1 accuracy of 0.06%. 
Despite this low Rank-1 accuracy, the Triplet network shows a dramatic 
increase at Rank-5 (78.6%) and Rank-10 (93%), demonstrating its superior 
ability to rank correct matches in higher ranks. The CDF curves in Figures 6 
(b) and Figure 7 (b) reinforce these findings, highlighting the robustness of 
the Triplet network in learning discriminative embeddings for re-
identification. 

Figure 8 illustrates the average precision, recall, and F1-score for 
each technique, providing a broader evaluation beyond rank-based 
accuracy. The results highlight the Triplet network's superior performance 
across all ranking levels, confirming its ability to learn highly 
discriminative features and maximize correct match ranking at later ranks. 
In contrast, traditional distance metrics, as well as the Siamese network, 
exhibit significantly lower precision and recall, indicating their limited 
effectiveness in person re-identification tasks. 

3.2. Comparison with Previous Studies. Our findings align with 
prior research emphasizing the superiority of deep metric learning 
approaches over traditional distance metrics. Compared to state-of-the-art 
results on Market-1501, studies such as [28] and [29] demonstrate that 
triplet loss significantly enhances person re-identification performance by 
optimizing the embedding space, particularly at higher rank levels (Rank-5 
and Rank-10). 

Our results confirm these observations, as the Triplet network 
achieves the highest accuracy at Rank-5 (78.6%) and Rank-10 (93%), 
demonstrating its effectiveness in ranking correct matches. However, the 
Triplet network shows weak Rank-1 accuracy (0.06%), suggesting that 
other deep learning approaches, such as Siamese networks, may still be 
useful at lower ranks. 

Additionally, the study by [30] emphasizes that while deep learning 
methods significantly enhance identification accuracy, their effectiveness 
varies depending on model design and training strategy. In our case, the 
Triplet network demonstrates competitive performance at higher ranks 

991

____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2025. Vol. 24 No. 3. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

MATHEMATICAL MODELING AND APPLIED MATHEMATICS



(Rank-5 and Rank-10), confirming its ability to learn meaningful 
embeddings for person re-identification. Although we utilized the VGG16 
architecture – which is not the most recent development in CNN design – 
this choice was intentional to establish a clear and reproducible baseline. In 
future work, we plan to extend this framework by integrating more 
advanced backbones such as ResNet and EfficientNet, and subsequently 
applying transformer-based architectures to further enhance recognition 
performance. 

Compared to traditional distance-based methods such as Euclidean, 
Cosine, and Mahalanobis metrics discussed in References [24, 25, 26], our 
approach demonstrates a significant improvement in Rank-5 and Rank-10 
accuracy. However, compared to recent state-of-the-art deep learning 
methods listed in Table 1, our model offers competitive higher-rank 
performance but still lags in Rank-1 accuracy and overall end-to-end 
accuracy due to its reliance on an older backbone (VGG16). 

3.3. Training Protocols. A summary of each technique’s strengths 
and limitations is provided in Table 3. 
 

Table 3. Summary of strengths and limitations for each technique based on 
quantitative metrics 

Technique Strengths Limitations 

Euclidean Simple to implement and 
computationally efficient 

Low accuracy at Rank-1 (2%) 
and Rank-5 (5.5%), slightly 
better than Cosine 

Cosine Effective for high-
dimensional data 

Very low Rank-1 accuracy 
(0.3%), lower Rank-5 
accuracy (4.73%) than 
Euclidean 

Mahalanobis Accounts for correlations in 
data 

Low Rank-1 (2%) and Rank-5 
(5.88%), similar to Euclidean 
but computationally heavier 

Siamese Outperforms Euclidean and 
Cosine at Rank-5 (8%) 

No correct matches at Rank-1 
(0%), modest improvement at 
Rank-10 (12.5%) 

Triplet 
Significantly better 
accuracy at Rank-5 (78.6%) 
and Rank-10 (93%) 

Requires complex training, 
very low Rank-1 accuracy 
(0.06%) 

 
One unexpected result in our analysis was that the Cosine distance 

metric exhibited a moderate improvement at Rank-10 compared to Rank-1 
and Rank-5. Specifically, its accuracy increased from 0.30% (Rank-1) to 
4.73% (Rank-5) and 10.21% (Rank-10). This suggests that while Cosine 
distance struggles with immediate identification, it retains some useful 
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feature representations that contribute to later-stage ranking improvements. 
However, since its overall accuracy remains lower than other methods, 
further investigation is needed to determine whether Cosine similarity can 
be effectively integrated with deep learning models to enhance ranking 
performance in re-identification tasks. 

3.4. Impact of VGG16 Integration. Integrating VGG16 into the re-
identification model significantly enhanced feature extraction by leveraging 
its deep hierarchical architecture. The convolutional layers of VGG16 
captured fine-grained spatial details, improving the model's ability to 
distinguish individuals across different viewpoints, occlusions, and lighting 
conditions. As a result, deep learning-based techniques, particularly the 
Triplet network, achieved superior performance at Rank-5 (78.6%) and 
Rank-10 (93%), demonstrating their advantage over traditional distance 
metrics. However, the Triplet network exhibited low Rank-1 accuracy 
(0.06%), suggesting further improvements in early-stage recognition. 
Additionally, the increased computational complexity of VGG16 remains a 
challenge for real-time applications, highlighting the need for optimization 
techniques such as lighter architectures, model quantization, and feature 
distillation to balance accuracy and efficiency. 

The integration of VGG16 for feature extraction follows the widely 
recognized approach by Simonyan and Zisserman (2014) [12], with our 
novel contribution lying in its application to the specific task of person re-
identification, where we demonstrate its significant enhancement of 
identification accuracy compared to traditional methods. 

 

 
Fig. 3. a) (CMC) Curve – Euclidean Distance; b) (CDF) Curve – Euclidean Distance 
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Fig. 4. a) (CMC) Curve Cosine Distance; b) (CDF) Curve Cosine Distance 

 

 
Fig. 5. a) (CMC) Curve Mahalanobis Distance; b) (CDF) Curve Mahalanobis 

Distance 
 

 
Fig. 6. a) CMC curve for Siamese networks; b) CDF curve for Siamese networks 
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Fig. 7. a) CMC curve for Triplet networks; b) CDF curve for Triplet networks 

 

 
Fig. 8. Bar graph illustrating the average precision, recall, and F1-score for each 

technique 
 
4. Conclusion and Future Directions. This paper provides a 

comparative analysis of traditional distance metrics and deep learning 
models for person re-identification, highlighting the advantages of deep 
metric learning approaches. Our findings demonstrate that while standard 
distance metrics such as Euclidean and Mahalanobis are computationally 
efficient, they suffer from significantly lower accuracy compared to deep 
learning-based techniques. The Triplet network, in particular, shows 
substantial gains at Rank-5 (78.6%) and Rank-10 (93%), making it highly 
effective for ranking-based retrieval tasks. However, its Rank-1 accuracy 
(0.06%) remains low, indicating limitations in immediate identification. 

These results emphasize the importance of feature learning and 
embedding optimization in person re-identification. Deep learning models 
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capture complex patterns and variations in appearance, making them more 
robust than traditional methods. However, the increasing computational 
complexity of deep networks, particularly Triplet loss-based models, poses 
challenges for real-time deployment. This highlights the need for 
optimization techniques, such as lightweight architectures, quantization, and 
knowledge distillation, to balance accuracy and efficiency. 

Beyond re-identification accuracy, our findings contribute to broader 
discussions on the scalability and applicability of deep learning for 
intelligent video surveillance. Future research should focus on: 

- Constructing hybrid models that balance efficiency and 
accuracy. 

- Integrating domain adaptation techniques to improve cross-
dataset generalization. 

- Studying privacy-preserving mechanisms (e.g., federated 
learning, differential privacy) for ethical surveillance applications. 

Ultimately, this study reinforces the growing role of deep learning in 
person re-identification, providing valuable insights for researchers and 
practitioners to develop scalable, efficient, and ethical surveillance systems. 
The advancements in this field have far-reaching implications, from public 
security and law enforcement to smart city applications, where accurate and 
efficient identification is critical for real-world deployment. 
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М. ИДРИССИ АЛАМИ, А. ЭЗ-ЗАХУТ, Ф. ОМАРИ 
СРАВНИТЕЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДОВ ПОВТОРНОЙ 

ИДЕНТИФИКАЦИИ ЛИЧНОСТИ НА ОСНОВЕ МОДЕЛЕЙ 
ГЛУБОКОГО ОБУЧЕНИЯ 

 
Идрисси Алами М., Эз-захут А., Омари Ф. Сравнительное исследование методов 
повторной идентификации личности на основе моделей глубокого обучения. 

Аннотация. Повторная идентификация личности (Re-ID) имеет ключевую роль в 
системах интеллектуального видеонаблюдения, требуя точного распознавания людей с 
нескольких точек обзора камеры. Традиционные методы, основанные на метриках 
расстояния (евклидово и косинусное), сталкиваются с трудностями при обработке 
вариаций поз и случаев окклюзии, что ограничивает их эффективность. В данном 
исследовании рассматриваются модели глубокого метрического обучения, в частности 
сиамские и триплетные сети, для повышения точности повторной идентификации. Мы 
оцениваем эти методы на наборе данных Market-1501 с использованием кривых 
кумулятивной характеристики соответствия (CMC) и кумулятивной функции 
распределения (CDF). Результаты показывают, что триплетная сеть превосходит 
традиционные подходы на более высоких рангах, достигая точности 78,6% на Rank-5 и 
точности 93% на Rank-10, при этом демонстрируя низкую точность на Rank-1 (0,06%). 
Для сравнения, методы на основе евклидова и косинусного расстояний показывают 
низкую производительность на Rank-1 (2% и 0,30% соответственно), что подчеркивает 
их ограничения. Кроме того, включение архитектуры VGG16 улучшает извлечение 
признаков, повышая эффективность распознавания за счет улавливания мельчайших 
пространственных деталей. Данное сравнительное исследование показывает 
эффективность методов глубокого метрического обучения и подчеркивает его потенциал 
для практического применения в системах видеонаблюдения. Однако вычислительные 
требования глубоких сетей создают сложности для работы в реальном времени. 
Будущие исследования должны быть сосредоточены на оптимизации эффективности 
модели, снижении вычислительных затрат и тестировании в реальном времени.  

Ключевые слова: метрики CMC/CDF, сверточные нейронные сети (CNN), глубокое 
обучение, повторная идентификация личности, VGG16, системы видеонаблюдения. 
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